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内 چ5‎ 简介 


计算 化 学 是 近年 来 飞速 发 展 的 一 门 学 科 ,， 它 主要 以 分 子 模拟 为 工具 实现 各 种 核 
心 化 学 问题 的 计算 , 架 起 了 理论 化 学 和 实验 化 学 之 间 的 桥梁 . 

本 书 在 一 个 比较 严格 的 理论 框架 中 介绍 了 计算 化 学 . 全书 分 两 部 分 : 基本 原理 
篇 和 应 用 篇 , 共 11 章 . 基本 原理 篇 (第 1-6 章 ) 包 括 : 体系 的 经 典 力学 描述 ， 势 能 面 ， 
分 子 动力 学 方法 ,Monte Carlo 模拟 ,相关 函数 和 近 平 衡 态 的 量子 统计 理论 ， 应 用 篇 
(第 7-11 章 ) 包 括 : 热 化 学 , 输 运 性 质 , 分 子 光谱 的 模拟 ,固体 材料 和 统计 数学 在 药 
物 、 材 料 设 计 上 的 应 用 . 本 书 尽量 介绍 具有 物理 意义 的 方法 ,不 得 已 才 采 用 单纯 的 
数学 模型 . 为 了 方便 阅读 ,本 书 备 有 附录 用 来 介绍 重要 的 数学 工具 . 

本 书 可 作为 化 学 , 物理 , 材料 科学 药学. 生 合 科学 等 有 关 专 业 领 域 高 校 教师 、 
科研 人 员 的 参考 书 和 研究 生 教 材 . 
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在 21 EER AME, 中 国 科技 、 教 育 面临 重大 改革 和 攻 勃 发展 之 际 , 《中 
国 科学 院 研究 生 教 学 全书 》 一 一 这 矢 凝 聚 了 中 国 科学 院 新 老 科 学 家 、 研 究 生 
导师 们 多 年 心血 的 研究 生 教材 面世 了 . 相信 这 套 从 书 的 出 版 , 会 在 一 定 程 度 上 
缓解 研究 生 教材 不 足 的 困难 , 对 提高 研究 生 教育 质量 起 着 积极 的 推动 作用 . 

21 世纪 将 是 科学 技术 日 新 月 异 , 迅猛 发 展 的 新 世纪 , 科学 技术 将 成 为 经 济 
发 展 的 最 重要 的 资源 和 不 竟 的 动力 , 成 为 经 济 和 社会 发 展 的 首要 推动 力量 . 世 
界 各 国之 间 综 合 国力 的 竞争 , 实质 上 是 科技 实力 的 竞争 . 而 一 个 国家 科技 实力 
的 决定 因素 是 它 所 拥有 的 科技 人 才 的 数量 和 质量 . 我 国 要 想 在 21 世纪 顺利 地 
实施 “科教 兴国 ”和 “可 持续 发 展 ”战略 , 实现 邓小平 同志 规划 的 第 三 步 战 略 
目标 一 一 把 我 国 建设 成 中 等 发 达 国 家 , 关键 在 于 培养 造就 一 支 数量 宏大 、 素 
质 优良 、 结 构 合 理 、 有 能 力 参 与 国际 竞争 与 合作 的 科技 大 军 , 这 是 摆 在 我 国 高 
等 教育 面前 的 一 项 十 分 繁重 而 光荣 的 战略 任务 

中 国 科 学 院 作为 我 国 自然 科学 与 高 新 技术 的 综合 研究 与 发 展 中 心 , 在 建 
院 之 初 就 明确 了 出 成 果 出 人 才 并 举 的 办 院 宗 旨 , 长 期 坚持 走 科 研 与 教育 相 结 
合 的 道路 , 发 挥 了 高 级 科技 专家 多 、 科 研 条 件 好 、 科 研 水 平 高 的 优势 , 结合 科 
研 工作 , 积极 培养 研究 生 ; 在 出 成 果 的 同时 , 为 国家 培养 了 数 以 万 计 的 研究 生 . 
当前 , 中 国 科学 院 正 在 按照 江泽民 同志 关于 中 国 科 学 院 要 努力 建设 好 “三 个 基 
地 ”的 指示 , 在 建设 具有 国际 先进 水 平 的 科学 研究 基地 和 促进 高 新 技术 产业 发 
展 基地 的 同时 , 加 强 研 究 生 教育 , 努力 建设 好 高 级 人 才 培 养 基 地 , 在 肩负 起 发 
展 我 国 科 学 技术 及 促进 高 新 技术 产业 发 展 重任 的 同时 , 为 国家 源源 不 断 地 培 
养 输送 大 批 高 级 科技 人 才 . 

质量 是 研究 生 教育 的 生命 , 全 面 提 高 研究 生 培 养 质 量 是 当前 我 国 研究 生 
教育 的 首要 任务 . 研究 生 教材 建设 是 提高 研究 生 培 养 质量 的 一 项 重要 的 基础 
性 工作 . 由 于 各 种 原因 , 目前 我 国 研究 生 教材 的 建设 滞后 于 研究 生 教育 的 发 展 
为 了 改变 这 种 情况 , 中 国 科学 院 组 织 了 一 批 在 科学 前 沿 工作 , 同时 又 具有 相当 
教学 经 验 的 科学 家 撰写 研究 生 教 材 , 并 以 专项 资金 资助 优秀 的 研究 生 教材 的 
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出 版 . 希望 通过 数 年 努力 , 出 版 一 套 面 向 21 世纪 科技 发 展 、 体 现 中 国 科 学 院 
特色 的 高 水 平 的 研究 生 教 学 从 书 . 本 丛书 内 容 力 求 具有 科学 性 、 系统 性 和 基础 
性 , 同时 也 兼顾 前 沿 性 , 使 阅读 者 不 仅 能 获得 相关 学 科 的 比较 系统 的 科学 基础 
知识 , 也 能 被 引导 进入 当代 科学 研究 的 前 沿 . 这 套 研 究 生 教学 丛书 , 不 仅 适 合 
+ #& EL BF k FE AER, 也 可 以 作为 高 校 教师 和 专业 研究 人 员工 作 和 学 习 的 
参考 书 . 

“桃李 不 言 ， 下 自 成 蹊 . °" Awi, 通过 中 国 科学 院 一 批 科学 家 的 辛勤 耕 
H, ФЕЯ Z SF X, Е ЕА БУ 特 成 为 我 国 研 究 生 教育 园地 的 一 上 鲜花 ， 
也 将 伺 润 物 春 十 洲 养 革 革 学 子 的 心田 ， 把 他 们 引 向 科学 的 殿堂 ， 不 仅 为 科学 
院 ， 也 为 全 国 研 究 生 教 育 的 发 展 作 出 重要 页 献 . 
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20 世纪 的 化 学 合成 和 识别 了 6000 多 万 种 广义 分 子 , 比 1900 年 只 有 55 万 种 , 增加 了 
100 多 倍 . 化 学 取得 如 此 辉煌 成 就 的 主要 原因 之 一 是 : 研究 化 学 的 方法 上 升 了 两 个 台阶 . 

在 化 学 科学 的 发 展 史上 , 使 得 化 学 走 上 现代 化 学 发 展 道路 的 最 有 力 的 帮助 来 自 物 理 
学 . 是 杰出 的 德国 科学 家 Ostwald 首先 认识 到 物理 与 化 学 的 结合 对 于 人 类 认识 物质 世界 
的 重要 性 , 于 是 物理 化 学 诞生 了 . 但 在 20 世纪 30 年 代 以 前 , 化 学 主要 还 是 一 门 实验 科学 . 
L. Pauling 在 30 年 代 发 表 了 著名 的 《 论 化 学 键 的 本 质 》， Mulliken 等 提出 分 子 轨道 理论 ， 
使 理论 化 学 深入 到 微观 领域 , 取得 很 大 的 发 展 , 并 逐渐 普及 到 有 机 化 学 、 无 机 化 学 、 高 分 
子 化 学 、 分 析 化 学 等 二 级 化 学 学 科 , 使 化 学 科学 上 升 到 “实验 方法 与 理论 方法 并 重 的 科学 
阶段 ”. 

在 计算 技术 高 度 发 展 的 今天 , 计算 化 学 是 理论 化 学 发 展 的 必然 产物 , 化 学 家 又 名 了 
一 条 探索 科学 真理 的 手段 和 方法 ， 这 就 是 为 什么 1998 年 诺 贝尔 化 学 奖 授予 W. 科恩 和 
J. 波 普 尔 时 , 授奖 公告 附件 中 喊 出 “化 学 不 再 是 纯粹 的 实验 科学 ”的 道理 . 

计算 化 学 : 从 理论 化 学 到 分 子 模拟 》 一 书 明确 提出 化 学 科学 已 进入 “实验 方法 . 理 
论 方法 . 计算 方法 ” 并重 的 又 一 个 新 阶段 . 作者 陈 敏 伯 教授 是 20 世纪 80 年 代 初 . 改革 开 
放 后 第 一 批 经 过 严格 考试 选拔 ,公派 到 美国 的 留学 生 , 师 从 世界 著名 量子 化 学 家 Parr 教 
授 , 获得 博士 学 位 , 回国 从 事理 论 化 学 和 计算 化 学 研究 . 他 有 很 深厚 的 量子 化 学 理论 基础 . 
他 在 新 著 中 的 一 个 重要 理念 是 : 只 有 建立 针对 具体 研究 对 象 的 物理 模型 才能 指明 通 向 物 
质 世界 真理 的 方向 , 而 不 是 抽象 普 适 的 数学 模型 . 因此 该 书 内 容 和 包括 基本 原理 和 应 用 两 大 
部 分 ， 前 者 简明 扼要 但 完整 地 介绍 计算 化 学 的 基本 原理 , 为 建立 一 个 好 的 物理 模型 打 好 
基础 . 后 者 介绍 计算 化 学 在 热 化 学 数据 的 计算 . 输 运 性 质 的 计算 , 分 子 光谱 的 模拟 , 固体 
材料 结构 的 建 模 、 药 物 和 功能 材料 的 设计 侣 成 等 领域 的 应 用 . 

在 一 个 好 的 物理 模型 的 基础 上 , 用 计算 机 进行 虚拟 实验 , 可 以 大 大 节约 实际 实验 所 需 
要 的 时 间 、 人 力 和 物力 , 加 速 研究 开发 的 进程 . 我 在 20 世纪 70 年 代 开 始 从 事 包 售 十 多 
个 元 素 的 稀土 混合 物 的 芋 取 分 离 研究 . 国内 外 的 传统 研究 方法 是 : 先进 行 “ 扬 漏斗 * 的 小 
试 , 得 到 一 套 大 致 可 行 的 工艺 参数 后 , 再 进行 中 试 , 扩大 试验 和 工业 试验 , 才能 正式 投产 . 
这 个 流程 至 少 要 一 年 以 上 时 间 . 我 在 广泛 实验 和 理论 探索 的 基础 上 , 提出 一 个 物理 模型 ， 
建立 串 级 萃取 理论 , 用 计算 机 虚拟 实验 , 可 以 根据 不 同 的 原料 组 成 , 不 同 的 产品 纯度 要 求 ， 
在 几 天 时 间 内 拿 出 一 个 最 优化 的 新 工艺 流程 . 这 一 理论 的 建立 和 在 全 国 普 遍 推 广 应 用 , 使 
我 国 稀土 分 离 理 论 和 分 离 产 业 领 先 于 世界 , 占领 全 世界 高 纯 单 一 稀土 产量 的 80% 一 90% 
的 份额 , 迫使 美 、 日 、 法 稀土 分 离 厂 停产 或 减产 , 被 国际 稀土 界 称 为 China Impact (中 国 
її). 这 就 是 模拟 和 计算 方法 的 一 个 例子 . 现在 原子 弹 的 爆炸 试验 也 用 虚拟 实验 代替 . 
小 浪 底 水 库 放 水 冲洗 黄河 泥 沙 的 最 优化 时 间 和 流量 也 用 虚拟 实验 来 确定 , 取得 比 小 型 水 
利 试验 更 好 的 结果 . 
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该 书 的 出 版 可 以 推动 计算 方法 在 化 学 领域 的 广泛 应 用 , 促使 化 学 更 快 发 展 . 
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本 书 分 两 部 分 : 基本 原理 篇 和 应 用 篇 . 这 两 部 分 的 区 分 也 是 粗略 的 . 鉴于 大 多 数 从事 
分 子 模拟 的 化 学 工作 者 一 般 感到 的 主要 困难 不 是 与 操作 有 关 的 知识 , 而 是 这 些 计算 操作 
背后 的 物理 原理 , 所 以 内 是 把 共同 的 物理 原理 放 入 基本 原理 篇 , 而 把 围绕 着 具体 应 用 目标 
[如 分 子 光谱 、 固体 、 热 化 学 性 质 、 输 运 性 质 等 ) 的 计算 原理 放 在 应 用 篇 . 

在 基本 原理 篇 中 , 笔者 假定 读者 已 经 具有 量子 力学 基础 和 统计 力学 的 学 识 , 而 对 经 典 
DFAT TE, 而 经 典 力学 的 形式 理论 对 分 子 动力 学 模拟 的 进步 起 到 关键 的 
作用 , 故 在 基本 原理 篇 里 的 第 1 章 就 介绍 体系 的 经 典 力学 描述 和 Hamilton 力学 . 第 2 章 
通过 Hohenberg-Kohn 第 一 定理 , 强调 核 骨架 的 几何 结构 严格 地 决定 了 分 子 体 系 基 态 的 所 
有 性 质 , 把 计算 化 学 、 分 子 模拟 的 出 发 点 建立 在 尽 可 能 严格 的 基础 上 , 然后 介绍 势能 面 、 
能 量 优 化 和 过 渡 态 的 寻找 . 第 3 章 , 第 4 章 介 绍 两 大 分 子 模拟 方法 分 子 动力 学 法 和 
Monte Carlo 方法 . 前 者 是 确定 性 的 分 子 模 拟 方法 , 执行 了 Boltzmann 的 统计 力学 ; 而 后 
者 是 随机 性 的 分 子 模拟 方法 , 执行 了 Gibbs 的 统计 力学 , 其 中 还 将 分 子 动力 学 方法 建立 在 
经 典 力 学 算 符 理论 的 基础 上 , 使 分 子 模 拟 有 了 一 个 严格 的 理论 框架 ， 由 此 明确 微观 可 道 
FE. 辛 几 何 对 称 性 (m E). 统计 系 综 (能 势 收 一 , Shuichi Nosé) 和 准 遍 历 性 是 衡量 分 子 动 
力学 方法 的 关键 考虑 . 第 5 章 介绍 相关 函数 , 包括 空间 相关 函数 和 时 间 相 关 函 数 , 它们 是 
分 析 模 拟 数 据 的 重要 手段 之 一 . 第 6 章 介绍 关于 近 平 衡 态 的 量子 统计 理论 , 包括 密度 算 符 
理论 和 Green-Kubo 线性 响应 理论 . 这 是 为 模拟 线性 非 平 衡 态 下 的 输 运 性 质 、 分 子 振 转 光 
谱 所 需要 的 统一 理论 . 

本 书 的 第 二 部 分 是 应 用 篇 , 内 容 包 括 : 热 化 学 、 输 运 性 质 , 分 子 光 谱 的 模拟 、 固体 材 
料 , 统计 数学 在 药物 、 材料 设计 上 的 应 用 等 内 容 . 其 中 第 7 章 介 绍 了 基于 统计 热力 学 原理 
的 热 化 学 性 质 的 计算 , 包括 自由 能 . 第 8 章 介绍 输 运 性 质 的 计算 原理 , 包括 平 动 扩散 ， 导 
电 和 导热 问题 . 第 9 章 介 绍 的 分 子 振 转 光谱 模拟 采用 量子 统计 力学 的 线性 响应 理论 , 也 介 
绍 了 分 子 光 谱 的 简 正 振动 分 析 . 第 10 章 扼要 介绍 固体 材料 性 质 的 模拟 , 包括 热 化 学 性 质 
和 力学 性 质 . 考虑 到 药物 设计 、 材料 设计 上 大 量 采 用 统计 数学 方法 , 虽然 那 不 是 第 一 原理 
的 , 但 从 应 用 需要 来 看 安排 在 第 11 章 中 介绍 .例如 , 多 元 线性 回归 、 主 成 分 回归 法 、 偏 
最小 二 乘法 . 药物 设计 中 的 分 子 对 接 等 实际 上 是 分 子 动力 学 模拟 的 内 容 之 一 ， 故 未 单独 
ед. 

本 书 附 录 扼 要 介绍 了 几 个 重要 的 数学 工具 GEE. 向量, 张 量 . Euler 齐 次 函数 , Dirac 
5 函数 、Heaviside 阶 路 函数 、 Lagrange 3 7А. Legendre 变换 , Fourier 变换 、Laplace 
变换 . 辛 几何 基础 和 统计 系 综 ), 以 便 读者 查阅 . 至 于 数值 分 析 方 法 (numerical analysis), 
请 读者 参考 其 他 有 关 书 藉 . 

本 书 适 于 高 等 院 校 . 研究 所 的 化 学 . 物理 . 材料 科学 专业 的 师 生 们 阅读 , 部 分 内 容 可 
以 作为 研究 生 教材 , 读者 最 好 已 经 具有 量子 力学 、 统计 力学 的 基础 知识 . 对 于 初学 者 , 笔 
者 愿意 传达 前 辈 们 的 忠告 : 准备 草稿 纸 , 动笔 演绎 . 只 要 是 理论 学 科 , 都 要 反复 学 几 通 才 
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能 得 到 要 领 , 不 要 指望 听 一 遍 就 懂得 个 大 概 , 不 要 在 “自我 感觉 差 * سو وو[‎ “Ж” Ж 
REETAN, 更 不 要 指望 密教 于 乐 . 不 过 , FRIERE. WARDZE, “ 乐 * 却 会 不 期 
而 全 , 那 是 晨曦 中 第 一 原理 送 来 的 神圣 感 . 

过 去 几 年 , 本 书 部 分 内 容 曾 经 以 “分 子 设 计 原 理 ” 为 题 给 中 国 科学 院 的 研究 生 们 讲 
授 过 . 但 是 , 我 最 后 还 是 采纳 “计算 化 学 ”作为 书 名 ,“ 从 理论 化 学 到 分 子 模拟 ”为 副题 ， 
原因 是 “设计 "(design) 这 个 词 虽然 新 颖 , 但 易 生 歧 义 . 时 尚 是 暂时 的 , 我 相信 “计算 化 
学 "(Computational Chemistry) 这 个 书 名 更 经 得 起 岁月 的 考验 . 

在 本 书 出 版 之 际 , 笔者 深切 感谢 北京 大 学 徐 光 宪 院士 和 王 德 民 教 授 在 百 忙中 审读 全 
P, 并 提出 宝贵 意见 . 是 徐 先生 把 我 带 进 了 理论 化 学 的 领域 , 他 治学 的 严谨 完整 、 授 业 的 
高 屋 建 氢 和 说 理 的 循循善诱 , 十 足 体现 了 科学 的 魅力 . 他 还 欣然 为 本 书 作 序 . 笔者 也 由 更 
感谢 黄 明 宝 教授 , 共同 的 学 术 鉴 赏 取 向 把 我 们 联系 在 一 起 , 是 他 的 邀请 让 我 有 机 会 在 中 国 
科学 院 北 京 研究 生 院 的 署 期 高 级 强化 班 中 数 次 讲授 这 门 学 科 的 几 个 部 分 ,笔者 深 深 怀念 
我 国 物理 化 学 葛 基 者 之 一 的 吴征 铠 院士 [1913~2007). 他 多 次 对 我 耳 提 面 命 : 只 有 把 化 学 
和 物理 融合 在 分 子 科学 这 门 学 科 里 , 化 学 才能 腾飞 . 

感谢 我 的 研究 生 , 与 他 们 之 间 的 讨论 极 大 地 帮助 了 本 书 的 完成 ， 笔 者 尤其 感谢 多 年 
来 国家 自然 科学 基金 委员 会 , 国家 科学 技术 部 攀登 计划 国家 重大 基础 研究 项 目 (973 项 
Н). 中 国 科 学 院 创 新 基金 等 科研 经 费 的 资助 , 使 我 得 以 安心 从 事 科研 教学 活动 , 给 本 书 的 
写成 打下 基础 . 笔者 还 特别 感谢 中 国 科学 院 科 学 出 版 基金 的 资助 和 科学 出 版 社 杨 震 、 周 
强 先 生 , ЖЕН E, 他 们 细心 阅读 、 耐 心 加 工 , 使 本 书 得 以 与 读者 见面 . 尤其 感谢 他 们 对 我 
意见 的 宽容 、 理解 和 采纳 . 我 此 生得 以 偷 用 于 科学 之 中 全 优 妻 士 玩 的 理解 与 支持 , 即便 在 
无 望 的 浩劫 岁月 里 也 是 如 此 

计算 化 学 这 门 学 科 涉及 面 极 大 , 本 书 还 只 是 匀 勤 了 一 个 基本 图 像 , 还 有 很 多 内 容 , 如 
液体 理论 . ЖИШШ. 深 剂 化 , 高 聚 物 . 波谱 学 . 分 离 过 程 、 介 观 模拟 以 及 大 量 的 应 用 实 
例 等 均 限 于 篇 幅 而 设 有 展开 , 甚至 没有 提 及 . 此外, 本 人 才 识 有 限 , 书 中 难免 有 偏颇 或 不 
足 之 处 , 诚 望 读者 不 音 指正 . 


Маа 
2008 年 6 月 于 上 海 


符号 说 明 


本 书 符号 的 采用 本 着 两 条 原则 : 首先 是 随从 大 多 数学 者 使 用 的 惯例 ; 其 次 , 着 惯例 尚 
未 形成 , 则 以 表达 清晰 为 原则 . 不 同 的 数学 量 采 用 的 字体 及 示例 见 下 表 : 


数学 量 ка: й 
_ ` Times New Roman 1 Ky Ts 
标量 ЖШ Ж Symbol RHE BT, e 
Times New Roman ШЖ rpq, 
FIK ۱ 76 ل8‎ Symbol 0+ اق رت‎ ::- 
Lucida Sans ЈЕ А.Р: :: 
жж 希腊 交 Symbol 正 黑体 ۴۰ 
矩阵 Times New Roman ЕЖ A P, ЖАНЕ 1; 
希腊 交 Symbol 正 黑体 3:0 
Г ےا( کوک‎ Ik HB, بث بطق‎ 
Кыш 希腊 文 Symbol 14 恒 等 算 符 1; p,… 
注意 事项 : 
(1) 注意 区 分 英文 Times New Roman #87 o MEHE v 与 希腊 文 Symbol 字体 的 
и 和 u; 
(2) 当 向 量 及 其 矩阵 表示 多 次 交替 出 现时 , 为 方便 计 按 惯 例 两 者 不 予 区 分 , ЫЕ 
符号 表示 : 


(з) 作为 物理 量 的 张 量 有 时 在 数学 量 张 量 符号 上 加 双向 横 箭 头 表示 , 如 Z, P 等 : 

(4) 列 和 矩阵、 矩阵 的 符号 按 惯例 不 予 区 分 , 均 用 矩阵 符号 表示 ， 有 了 时 为 节省 篇 幅 用 行 
矩阵 加 转 置 表示 列 矩阵 ; 

(5) 在 不 至 于 误解 的 场合 , Boltzmann 因子 依 惯例 写成 e-*/*s7, 不 再 写成 ee/kaT)i 

(6) 个 别 常用 方法 如 Andersen 的 恒 压 扩展 法 , 虽然 其 中 符号 不 同 寻常 , 但 是 鉴于 这 种 
方法 已 经 形成 的 影响 力 , 本 书 还 是 沿用 了 该 作者 用 的 符号 : 位置、 动量 分 别 用 ,ضبق‎ 而 
i, fi REE ЕЛШЕ 4F SH HL. 


本 书 符号 及 其 含义 的 详细 列表 如 下 : 
符号 ЯХ 
А 电子 亲 和 势 
А 8۲77 A 的 Kubo 变换 
А, 消光 系数 
Аз 分 子 的 Bader 77 


Аў | Bader 面 静电 势 正 区 的 表面 积 


= x 
Bader ڑا تا‎ ٢ لا‎ p< ۳)8 
ШЕ HE 
Н Жи] TI 
加 速度 的 简 式 符号 
МЕЕ ЫН 
Einstein 吸收 系数 
倒 易 晶 格 的 基 问 量 
刚度 张 量 
刚度 矩阵 (Voigt 符号 ) 
刚度 矩阵 的 分 量 
EERE 
EER 
浓度 
展开 系数 ; 构象 
财 座 张 量 , 刚度 系数 
随机 变量 X 5 Y 的 协 方差 
= (А (т) B ,(زام)‎ 空间 相关 函数 
国 变量 第 一 主 辆 单位 向 量 
平 动 扩 艇 系数 
BEEE (= Qir) 
(hihaha) Ma ЖЕШ EFE 
随机 变量 ХОЛ 
单位 向 量 
PRAS e, 构成 的 列 矩 阵 
电场 强度 
体系 能 量 ; 内 能 [热力 学 能 ) 
电场 强度 的 单位 向 量 
电场 强度 振 晤 ; 静态 品格 能 量 
外 辐射 场 的 能 量 
随机 变量 X 的 期 望 值 
相 空 间 中 状态 的 概率 密度 
Л 
原 胞 n 所 受 的 外 力 | 
标准 化 后 的 因 变 量 数据 矩阵 
因 变 量 的 第 1 次 残 差 矩 阵 
第 i 号 粒子 受 的 力 
ЗЯ РЕ 
两 种 运动 之 问 的 耦 癌 系数 
Helmholtz 自由 能 ; 力 
Hesse ЖЖ 
Ху (Jan 为 回归 自 HEE, fe 为 残 差 自由 度 ) 


As 
a 
(а1, 22, ta] 
а” 
В 
Bi—m 


(bi, ba, ba) 


En 
Brad 
E (X) 
fig pt) 
f. F 


EE 
符号 03 
| f 振子 强度 
fim ЈА) 到 m) 的 振子 强度 
G Gibbs 自由 能 ; 8 
G 度 规矩 阵 (= hh) HRR 
9) 简 并 座 
Ek ак 处 的 梯度 矩阵 
п (2) 概率 分 布 密度 函数 
g (u) 简 正 振动 频率 分 布 函数 ; 声 谱 
Но 未 受 微 拢 的 Hamilton 777 
H' 微 扰 Hamilton 7 
Н", Н.а 扩展 体系 的 Hamilton 量 
H 磁场 强度 
H ا‎ Hamilton 函数 
H Hesse 矩阵 
H, q, ХЕЙ Hesse 矩阵 
АН EFER FIER 
h Flanck 常量 
h h = h/ (2m) 
(hihahBa) ШЕ Miller 指数 
[h.) A ЗЕ ИЧЕ 
1 دا ای سا‎ 
Tw) 谱 密 度 
IA, Ia, Ic 分 子 3 个 主轴 的 转动 惯量 
Г, Жан 
Taha 吸收 的 光 强 度 
可 ,本 ss Lf ERE ВЕ 
了 电流 密度 
k 力 常 数 
k 倒 易 空间 的 向 量 
kp Boltzmann 常量 
k, 吸收 系数 
K ЕЕ 
K 晶 格 的 刚度 矩阵 (BH K Ж) 
7 Lagrange 函数 ; 动力 学 系数 
L 线性 变换 的 变换 年 阵 
L 经 上 典 Liouville 7 
Liar 参考 体系 的 经 典 Liouville 777 
Lik 归 一 化 加 权 位 称 振 幅 
[ 长 座 
т, Tri FT BR NL 
Мы 广 立 质量 


хх 


一 


质量 矩阵 | 
正则 变量 之 间 的 变换 矩阵 ; 原 胸中 的 质量 矩阵 
电 偶 极 矩 向 量 


Avogadro 常量 
ТРЕТ 

ЛҮК Ду + H BB КЖ 
REME AARE کو‎ 
正 态 分 布 , 高 斯 分 布 

概率 , 电极 化 强度 

从 |ü ЖЮ] |/) 坊 的 跃迁 概率 
压强 (182) 

压强 张 重 
压强 张 量 对 应 的 知 阵 

广义 动量 

ЗВУ З ЗЕ 

FEF EE 17ر‎ 00 

投影 算 符 

置换 算 符 

ALBEE [位 置 ); 质量 加 权 位 称 坐 标 分 量 
质量 加 权 振 幅 
粒子 的 配 分 函数 ; WE ЛЕ 

训 丸 验证 时 的 相关 系数 平方 
ER و‎ = (qi, qz, qa) 

ИЕ ay ا‎ B 
体系 配 分 函数 ; RFR MIK 
简 正 振动 坐标 

第 上 个 简 正 模式 的 莘 正 坐标 
扩展 体系 的 微 正 则 系 综 配 分 函数 
ЗА sP [ву а а HF 57 IE E FF 
= (m у> mi k) 

FESR THE IE 

相关 系数 

Ж; 内 学 标 亿 称 列 阵‏ اجوہ 
标准 化 后 的 相 基 矩阵‏ 
МЕ‏ 

随机 力 

le 到 |m) ВЕСЕ ARE 


Thi 
That 
N (m e°) 
RP 
Pp рух 


Р,Р 
Р 
P ورام‎ P 


qua Yi: 


n 
i,k 


an 
Са 
{© )1(( 
Q... 
R 
К, و‎ 
R. 
Н. 
RÀ 
R, (t) 
R. = (m |u| k) 


续 表 

会 义 
势能 面 中 的 域 ; ri 的 偏 相关 系数 
第 j 号 粒子 的 位 置 
位 置 的 简 式 符号 
键 长 
标准 键 长 
球状 粒子 半径 
自 变 量 列 阵 的 相 共 系数 
标 谁 化 后 的 相关 系数 
唱 格 中 的 原子 位 置 
Ma; 作用 量 ; 面积 ; 势能 超 曲 面 ; 原 胞 中 粒子 的 自由 座 
电磁 场 的 能 量 通 量 
И 
ЖШ (Voigt 符号 ); 协 方 差 阵 
体系 自由 度 ; ROT ЖААР: 
表面 元 
REK, 柔 度 系数 
总 平方 和 
HEFTA 
回归 平方 和 
样本 方差 (f 为 样本 自由 度 ) 
自 变量 71 ما ا ا‎ ЖЕ 
自 变 量 之 间 的 协 方 差 
标准 化 后 的 协 方差 
时 间 
温度 ; 动能 
自 变量 第 一 主 成 分 
Poincare 回 归 时 间 
域 的 回归 时 间 
рч ВЕ, ЖЕҢЕ 
01-7 
因子 北 后 的 近 己 演化 算 符 
势能 起 曲 面 
Bader 面 上 造成 的 静电 势 
Bader 面 静电 势 正 区 平均 值 
Bader 面 静电 势 负 区 平均 值 
分 子 的 平均 静电 势 
FEF ñi ВЕ 
9 
n FF AEF { ЖЕН] Ht 
因 变 量 第 一 主 成 分 
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U (An 


符号 说 明 


能 量 密 座 

速度 

外 场 

速度 的 简 起 符号 

体积 ; аЛа 7 

75 +4 ظط اتا 

电子 间 势 能 

随机 变量 X 的 方差 

概率 ; f (EFER virial WL) 
第 上 个 纯 态 出 现 的 概率 ; 波 数 ; 单 体 的 Rosenbluth 因子 
自 变 量 弟 一 主轴 单位 向 量 

归 一 化 Rosenbluth 因子 

从 |ü ER |) 态 的 跃迁 速度 
ШЕЖЕ; 标准 化 的 数据 矩阵 
样本 均值 

位 置 ; 自 变 量 ; 相 点 

直 骨 位 称 举 标 ; 相 宝 间 向 量 
لا تہ كت الا‎ А, 的 工分 量 
Young REM: 应 变量 

应 变量 列 阵 

HEZE REAR PE r i НЕ 

у 的 实验 值 

у 的 线性 拟 音 值 
体系 的 位 形 积分 

AH э [B] In] Bit 

演化 第 کر‎ 2 Bd HHS [н] 7 
第 i 号 粒子 的 电荷 数 
电极 化 率 ; 键 骨 ; 吸收 截面 ; {Н НЕКЕ З 
置信 水 平 

ЕШ fil 

5 =1/(ЕвТ) 
线性 回归 后 的 系数 列 阵 

摩擦 系数 ; Grüneisen Ж 
等 温 等 压 系 综 的 配 分 函数 
应 变 张 量 ; 应 变 向 量 (Voigt 符号 ) 
粒子 能 量 ; 应 变 ; 齐 电 常 数 
Жу 

HEHEHE 

HI رکز‎ МЕЕ 

Levi-Civita 张 量 

摩尔 消光 系数 


W (п) 


" xiii + 


体系 的 相 空 间 

位 形 室 间 

恒温 压 弟 系数 

电 负 性 

磁化 率 张 量 

de Broglie HEE 

ЖНА 

WHEN: Lame 系 数 ; 波长 

Lagrange [FE Р 

折 音 质量; 化 学 势 ; Lamé 系 数 ; 期 望 值 
48 

{Щр‏ تا 

频率 ; Poisson 比 ; 辜 撞 频率 ; 电荷 平衡 参数 
m 个 主 成 分 对 r; 的 贡献 率 

НЕ; 绝对 硬度‏ رکا الا 

ЖЕ 

ЖИРНЕ FE 

FERN AREN, 平均 数 密度 

体系 未 受 微 扰 时 的 密度 算 符 , 热平衡 时 的 密度 算 符 
数 密度 ; 电子 密度 

分布 函数 

M, b) ЖЭ |m) 态 的 路 迁 概率 

标准 误差 ; 势能 梯度 模 方 ; 对 称 数 

应 力 张 量 ; 约束 条 忻 列 阵 ; 应 力 向 量 (Voigt FF) 
EWJ; КА 

H‏ للا 

E ВЗ 

线性 拟 合 的 标准 误差 

电导 率 张 量 

Bader 面 静 电势 正 区 分 布 方差 

Bader 面 静电 势 角 区 分 布 方差 

Bader 面 静 电势 分 布 的 总 方差 

Einstein 特征 温度 

Debye 18۴ 

二 面前 

时 间 ; AREY la] 

Bader 面 上 甫 电势 的 平均 偏差 

TUR: 微观 状态 总 数 ; 体系 状态 简 并 诬 
2 АШ 

活性 值 


E FE > 


е 


= 
سا 


тт оз 


۳ 
تم‎ 
pir) 
pipa) 


бут 
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E 
语义 
响应 函数 
相 空 间 的 正 交 归 一 上 集 
ظ8‎ 
性 系 量子 状态 
粒子 量子 状态 
HE P 的 邻 域 ; گلا تر‎ 
液 性 中 的 摩擦 系数 
恒 等 算 符 
Ek 
为 3, ر5‎ ---, 80, 步 长 2 
Б, 如 A := B 指 把 В HERT A 
08000 EE #0 
零 矩 阵 或 零 列 阵 
混 香 谱 的 加 和 号 


ЖЕ 

经典 极限 
求 极 小 值 
RERE 


ИРА 和 B 的 对 易 子 
Poisson 插 号 

ES 

ا ئا کہ 

лж 

转 置 

ЖЕККЕН 

变 分 ; Dirac 5 لا‎ 
摩尔 标准 状态 
Е 


符号 
ФвА 
{фе (4, р)} 
ф 
|) 
|), 1%) 


i= 1(2)99 


(А (0) B (t), 
0 
5)-( 
tr(-.) 
(eu 
min {-} 
пех (7) 
[А,В] 
{4,8} 


序 
前 言 
符号 说 明 
یی ود وی امہ تر اص تع اط سی الج یھ کر وص جوا ہے کو ڑل‎ К دج کہ‎ 1 
Же دک مع لے ویر ری خر کا‎ зиз шюр شی‎ ЫН Юн وس ارہ کور شر مار سی کر کور یی‎ 7 
基本 原理 篇 
رٹ‎ (ЖИЕ OI 3SEJM وھ لہ مہ سپ صظ جا مس سیپ تی ہے ہے گا‎ н< каша خی یر‎ 11 
本 二 11 
1.2 SERIE esera араа جا ا ا‎ 15 
1.2.1 最 小 作用 量 原理 和 Lagrange ДИД 100۶ ۶ ‌ٰٛپی۱یی۷٤۷٣ت1ب‎ 16 
1.2.2 Hamilton EWM- : - + اہ‎ коруй E аа н E Е 18 
123 最 小 作用 量 原 理 与 Hamilton 正则 方程 20 
1.2.4 Hamilton-Jacobi 方程 er 21 
hs E a a a ЕРИСГОНА НИ 27 
т бб GERN سس سے‎ u u جو روص سو یپ یھو سو وو سی‎ ЛЛК КК سک‎ FRI 
2.1 Hohenberg-Kohn WIEM. مس ا ا ہے‎ СЬ, ....... 23 
ара роь 0:17 110 7 26 
221 BR8S80IKRE................... ОА, ыз зз Же. E 26 
wip ОГО ИТНА Ам и . _٦ 97 
و‎ TERE EE REEF ано ЬЯ, О КОО 29 
ад PEGA oani جح‎ r f E A 30 
241 力 场 方法 的 势能 表达 形式 .1 31 
ааа ری‎ 33. 0 00 33 
35 RPE. یو اھ بی‎ =з» ша вак жк Ne 34 
2.51 МЕЕ. ۶ ۶ت۶ 9۶۶ئ۹‎ ۳۲ 35 
25.2 .زج‎ p +5155 11ر ور رر رر‎ еа на 35 
253 ЗИН: ETTET + +. NAN И 37 
25.4 Newton-Raphson Ree 49 
20 салы, КЫЛДА ООЛ صا تر‎ Г Г. o aaah 44 
261 过渡 态 附近 的 势能 面 特征 .4 45 
Е a i ТТТТТИТОРРТРТТОГТЕ 46 


А E EA p ne T E Таре 51 
31 初等 分 子 动力 学 原理 سم ہے‎ РЫ аа сас 51 
ہو‎ ETE ہے ہو ہے‎ жанин ний ари ТРЕНИРА مب وو‎ 53 

31.07 ы Л ОО О saan ہك۰ٰ۰/‎ ۰۰) 55 
313 WE Меле Е-е لہ وھ‎ 57 
Sla Ф Мег ИЕ. кезка наа жа کا سآ‎ ал калый E a a йу جو‎ 59 
11.6 Gear Me (М) 
32 随机 动力 学 模拟 CO ee O te O می ہک‎ aps 62 
3.2.1 Langevin 方程 及 其 形式 解 -. لصف می تسس مت ات ا ا‎ 62 

3292 ВЕНЕ Е ЕВЕ Е-е 63 
33 BAERE TAJA ае 66 
331 限制 性 分 子 动力 学 模拟 66 
332 的 东 性 分 子 动力 学 模 氮 ——5НАКЕ 法: BT 

34 {н R KOP В... "жалжая рава ка ва ساسا‎ 69 
341 标 诬 变 换 恒 压 法 70 
3.4.2 (NpH) 系 综 的 恒 压 扩展 法 (Andersen Ê): 71 
3.43 MATTE (NpH) 系 综 的 模拟 一 一 Parrinello-Rahman Resse. T3 

3.5 BEME ROE sss. کت‎ 76 
3.5.1 Woodcock 变 标 度 恒温 法 76 
3.5.2 Berendsen AF HF RFI Е کر ویک‎ ааа کک ا یا اہ ہو‎ А р مک‎ EEREN i i 
353 Andersen RE مب بت ا ہے‎ reana teet лла дле e E ОЪ 7B 
3.54 恒温 扩展 法 7878777855767: RTE :0ت‎ 70 79 
355 Hoover 846: anno 84 
3.6.1 概率 密度 分 布 函 数 , Liouville 方程 ۰ 39 
3.6.2 经 典 Liouville 算 符 、 力 学 量 的 时 间 演 化 ао ч و‎ 91 
363 经 典 演化 算 符 . ВП БИЕК НЕ مت بب یتب بن ات‎ Wn 93 
364 Trotter ЯЕ А 911۔ا فی‎ 
3.7 жшн] R Fan (ИЧСЕ ЕН -e „к къ» ДО SEE اح‎ 101 
3.8 Hamilton ЖАУ НЕ ент 104 
381 Hamilton Ц аена ДА 
3.9.2 EMIR Е-е еее 105 
38.3 SE Hamilton KW. sss ہی عم می یہ وص‎ eea aa a a aa a Кр 106 
3.8.4 线性 Hamilton 体系 的 基于 Padé 通 近 的 辛 格式 .1 109 
3.8.5 ERE Hamilton 体系 的 Euler PM ERE ہیی سس سب‎ 111 
38.6 ЗИ tenaaa 112 
کٹ ٹک بک ا ا سے اع اج یں‎ 115 


8 ж куй. 


я 118‏ یی بب نب , HE TRE Eoincare 回 归 定 理‏ 30392 
ЯРАР ЕНУ ЈН. нннеее нт 117‏ 310 
119 و و و و دو او اہ اتد ا ہا ند نع ما ا لاب حا ما ra‏ کا اع ا а‏ 

第 4 章 Monte Carlo Rll... ыы 122 
41 随机 变量 一 一 ВЕНН. بب‎ не 129 

411 ВИРУ aa Taste RS a 1292 

412 ЖИ کا8 تلاران‎ FERE بت ا ات‎ ne 122 
42 REME Senn 123 
43 HERES 125 

ЕЗИ 125 

4.3 ВЕНЕ. ення 127 
4.4 Metropolis 的 Monte Carlo PR بب بب بب تاب ات‎ 128 
4.5 Monte Carlo 方法 和 分 子 动力 学 方法 的 比较 مسبت ابا ات‎ 130 
4.6 Rosenbluth 方法 一 一 位 形 偏 重 的 Monte Carlo 法 ppp131 
A РЕИС مم مہ مس‎ ы 13 

NEHE 相关 函数 134 
5.1 空间 相 美 函 业 i 134 

136 یبس بس نت مل نت با ات HMHR‏ ار لا للا اگوی 511 

5.1.2” 数 密度 及 其 涨 落 的 空间 相关 函数 .…………………………. n 138 
52 EMRA G HARARE sss nn 140 
53 FPP RENN سس نت‎ е s BOM ЗГ 149 

ЕЕ Е аан 142 

143 بب وو ”یتب یتیب نے ЗЕ ОЕ‏ خ ЗР‏ 532 

533 ВЕНЕ М ЛУН مات‎ оаа а ЕЕЕ, 0 чо. 144 
ге ва مر تب ا‎ т یتب تی‎ Ка بی یرٹ‎ 145 

第 6 章 近 平 衡 态 的 量子 统计 理论 لس ا ہے‎ 63 146 
61 ЖЕНТ... еннет 147 

611 Б-те еее наан 147 

sese 148‏ مم ڑ الاو کا ا خرس 6.12 

6.1.3 量子 Liouville 方程 149 
6.2 Green-Kubo 线性 响应 理论 ا و ا‎ 151 

151 جج ٹکٹ бслс‏ ٹ ‏ ٹ ‏ ٹک رک رر رر رر رر رر : 微 扰 污 处 理‏ 6.21 

152 رم بر بی بت لت بات АЙ ЫЙ‏ زع کر = Б Е H(t)‏ 622 


63 ”线性 响应 理论 的 应 用 155 


- xviii- H Ж 


本 157 
应 用 篇 
第 T = 热 化 学 اش‎ PE EAE REL PS he EE E ee ee ee کی کاو وی‎ 161 
ا یر و تس لجا جو‎ SERE 01010 ییيیبی‎ 37 161 
711 ТКО ЕЕ اڑا وا کات الا لا پا‎ ............................... r... بب‎ 161 
7.12 ۴ت‎ RE. 转动 的 配 分 函数 12 
二 165 
7 配 务 函数 与 热力 学 量 ..  ,ہ,ہ یی‎ 0 167 
۲.3 半径 验方 法 中 的 热力 学 量 rr 169 
74 ا‎ HEEB esses esas ہی ہی ںییہہ‎ EERE a Зулои 172 
7А1 ИШ ا[‎ И e +... %% и...» жая ява еони в 172 
742 ЗЕЕ. 1رر رر رر‎ 0000 0 173 
i We WE ekkan ше жш иша шеша sim S a sm w sm m жа ws w w s жа ка 176 
ee لہ ا ہت مود بر کو ا خر ۷× .مد ارہد‎ E E E E E 177 
ات کے‎ E r Q. یتو‎ ЧТОТО РРРРРТТРРОГ 179 
81 扩散 179 
8.1.1 Einstein REE esses 0 0 0077+ 0 179 
8.1.2 Langevin 方程 求解 Brown BER] فی بلب بین 1ت‎ F aysana y وک‎ 189 
813 MF 80۷ HES Ж H Ж الا بیو راہ‎ ЛААЛ АГУ ЛЕТА КОКУЛ TOES A EEA AAT TS 184 
8.1.4 Fourier ЗР ВИЕ ае 185 
815 ЖРЕТ ЕН ................. BS ША... 187 
816 HEE AHERN sesed ee E еее аана на 187 
BR2 ЖИЕ تا‎ oaia aa a ما و‎ o BEET CC 190 
R2J WEH - مہا‎ l... ا سی یس ما ما‎ ды i k ua وق میا ہہ‎ ШЕ 181 
822 АРАҢ {НИ p-o s sma s n з... &%® К 191 
BR23 FW TOON. کک‎ iama E ОСС N N 19% 
дол مم اڑا‎ TR SOME Q Waq 193 
825 ЖӘ. erreren anima a acae o o 194 
8.26 ЖЕ ww 的 Fermi MME 6-а занан я 195 
ЖОЛ سام ما وا ا اک ات‎ te ФА ЧЫГЫ 197 
时 “全 时 197 
Ка. O ОО С Т, NA 197 
832 Ж ارچ‎ HEPO еее аана 198 
8.3.3 $ ОГ К И 200 
8.3.4 Sommerfeld 展开 定理 :ere 201 
8.3.5 NGARARA ببس بت‎ sn 204 


ЕГИ а ug Нана еен SD AS Ша чан енна аон ерд 207 


8 录 хіх - 
第 9 章 ”分子 光谱 的 模拟 D8 
9.1 分子 的 振动 Ал. E EE 208 
9.1.1 简 正 振动 208 
9.1.2 GF EH PERE казака s m m w m s a w m m mim наанаа з-й йж اہ‎ S HOH mee m m mm m m m m s m наданий а жая 213 

9.2 Green-Kubo 线性 响应 理论 模拟 分 子 振 转 光谱 pp 217 
9.3 АН ЭНЦ ат 30 
93.1 ЕМ АН ДЖЕ sess sesa 200 
032 半 经 典 的 辐射 理论 :5 293 

т سیت یی بت مم بت ا سے الا‎ enn 299 
第 10 章 国体 材料 .pp 230 
10.1 FARE. BOE esera 2] 
10.2 REHA Sn 232 
10.2.1 MEHEA ئن رت ہے‎ sss essere 232 
10.22 一 扒 单 原子 品格 533 
1023 一 雌 上 复式 唱 梅 :0 237 
10.24 AREER., сее 243 

10.3 晶体 的 热力 学 函数 بی تیب تب ات‎ сы 40 
10.4 ЕЕ کی‎ ЕИ ss 251 
10.41 {ЖЕКА СЬ Н-не ببس‎ 251 
10.4.2 ЕНЧА ЗЕН Einstein تبرت بی ا ا ابا ات گلا‎ nnn 752 

10.4.3 ЕЗ) Debye 模型 ОЈ 253 
10.4.4 Grüneisen BEFR sesa 256 
105 hE -o sss 257 
10.5.1 固体 的 自由 电子 所 模型 یلم سی بب يضر یں مت‎ 257 
10.5.2 ФЕНА ЕЯ кое 250 
106 晶体 结构 的 建 模 i 260 
ТЕ Е ТИЕ ЕЕЕ 261 
10.62 变温 Monte Carlo J ýh иене 263 
10.6.3 Ж“ ДД ЫЕ ین ارت‎ tenner s 26-4 
10.7 Ewald IRU - еа Аня 366 
10.71 正 负 电荷 重心 重合 时 的 Ewald 加 和 بب ری بب بلب نک ات‎ 267 
10.7.2 ”个 极 子 情况 下 的 Ewald 加 和 ۹ کٹ ٹ ٹک ب...۔‎ 272 
10.8 国体 力学 性 质 的 模 氢 یرت بت یی بی ین تن مت بت‎ 979 
10.8.1 压强 , 应力 . Яе еннан 970 
10.8.2 | ПК ہے‎ неее ненне ен а 275 
1083 БР РИ Щ НАНА 280 
10.8.4 Г- Ў Hooke 定律 281 
1085 Voigt чуй جع ہے اس و اص ا ا اما ا‎ еее Ер . 982 
10.8.6 ”桓温 - 恒 压 系 综 的 virial HRA مب بب یملس بب بب با‎ 285 


289 ٰٰٰٰى؟؟9 FEHR‏ ارز ا و رو 7ا 

eo ER LESTE O وف رو‎ SS РА Кык SA 201 
第 1138 ال کے کے وو‎ 材料 设计 上 的 应 用 293 
111 统计 数学 方法 te a حر‎ misa a کی‎ RS 295 
ПЕ گیا اجک‎ E кене E DD TERE A و‎ gaa suyanay وت او‎ E E A E کی‎ 295 

11:12 ا ت نار کا‎ e یو یھی ٘ھہ یریم ہا ا‎ aS IGT 

11.1.3 HEERE EREE 1ء‎ ٣9۳ 304 

МЛ -E EE a شا ا ا‎ EON наза обе 0000:0000 00ل‎ ٠.07 

316 سو واج ور وو نر مس رکم مور کور boR ASE sl TS TSS uuu OW‏ وا تھا ЕБ‏ 

11.2 定量 构 效 关系 (QSAR) ----------- нне РРР РЕЯ 394 
ڑا‎ ER OSAN عم ہار ھا گا ھت‎ а зыш دہ‎ еалт акшаны са же SE ES 325 

11.2.2 ШЕТТЕ سب ہے‎ 1۷" жж жж яа жа 00 327 

ТОЕ наа 331‏ ا 2ی 

HI ЖЧК Se иа ЧА Сын» ралышы 0 333 
103.3 1 وا وہ ہت‎ e лияш ьш ижа кка ашшы шш اہو‎ га ашым 333 

1133 رات دا سو را‎ i ا‎ еее а алана анааан ананна ааа 334 

11.3.3 表征 静电 势 分 布 特征 的 物理 量 .… sees 334 

11.3.4 Folitzæer f] СІРЕ ۷٣۷۱ 0 733101 1 1 بب‎ / ۸ ван 335 

11.4 功能 分 子 设计 中 的 QSPR PE یبن رہ‎ 有 335 
ne ЧЕ 336 

附 = 

附录 A 普 适 物理 常量 ...........…... | 
附录 н #Е Ж :..+........... 4-2... یی مسوم‎ оТ @ 0 7492 
FE C ЫЙ. sKEE.............................. Жк» h ЖОО وی‎ А9 345 
附录 卫 微分 . PDR ......... ККК, 9 Жж Л КЁ 350 
HR E Legendre 011 “+۹ 9 ۶)٦ 355 
MEF Eulér ا ری‎ <8 eg E oa 360 
附录 G Dirac ó EM. Heaviside MRAR سیب یتس بب ا ا ہت‎ 361 
附录 Н Lagrange FERTA o РПА و ارت رھ ا ہے‎ 364 
МЗ Т Fourier FR. Laplace #F3&..................... CO 366 
HEJ ELMER ..:.......................... Sa 371 
MWEE وا کا چا‎ ОЛО ГС КК ТК ТТ ما یی‎ ТАМ. _... 378 
区 让 了 380 


ж 


“用 物理 的 火炬 照 亮 化 学 的 瞳 室 .” 
— Friedrich W. Ostwald (1909 年 Nobel 化 学 奖 得 主 , 物理 化 学 学 科 葛 基 人 ) 


了 路 


“人 们 持久 的 希望 之 一 就 是 , 找到 几 条 简单 而 普遍 的 规律 , 来 解释 具有 其 所 
有 表面 上 的 复杂 性 和 名 样 性 的 自然 为 什么 会 如 此 .” 
Steven Weinberg (1979 年 Nobel HEFE) 


关于 计算 化 学 (computational chemistry) 这 门 学 科 应 该 包括 哪些 内 容 , 国内 外 不 同 
的 学 者 有 着 不 同 的 理解 和 说 法 ， 同样 叫做 《计算 化 学 》 的 书 却 有 着 很 不 相同 的 内 容 . 不 
过 , 计算 化 学 目前 有 好 几 份 学 术 刊 物 , 还 有 几 套 书 也 是 非 看 不 可 的 . К. B. Lipkowitz 和 
D. B. Boyd 主编 的 从 书 Reviews in Computational Chemistry (1990 年 以 来 每 年 出 一 两 卷 ， 
至 令 已 经 出 到 第 23 ЗЕ Wiley-VCH 出 版 社 )， J. Leszczynski 主编 的 从 书 Computational 
Chemistry: Reviews of Current Trends (1996 年 以 来 至 今 出 版 了 10 ##, World Scientific 出 
版 社 ) 和 P. von R. Schleyer 等 主编 的 Encyclopedia of Computational Chemistry (五 着 本 ， 
John Wiley & Sons 出 版 公司 , 1998 年 ) FA. 这 些 刊物 从 书 的 内 容 相当 一 致 地 突显 了 
计算 化 学 的 主线 , 那 就 是 以 第 一 原理 为 基本 方法 、 通过 计算 来 解决 化 学 学 科 的 核心 问题 . 

20 世纪 80 年 代 以 来 , 计算 机 已 经 成 为 所 有 分 支 领域 化 学 家 的 必 备 工具 , 事实 说 明 ， 
不 能 再 把 计算 化 学 这 门 学 科 仅 仅 理解 成 “计算 机 在 化 学 中 的 应 用 ”. 其 原因 不 是 如 何 定 义 
一 个 学 科 的 问题 , 而 是 科学 发 展 的 要 求 , 只 有 具备 足 驶 学术 的 深度 才能 名 副 其 实地 担当 起 
该 学 科 可 持续 性 发 展 的 重任 . 计算 化 学 需要 有 一 个 坚实 的 学 术 基 点 , 确保 它 始终 处 于 化 学 
科学 的 主流 , 而 不 是 停留 在 “计算 机 辅助 ”的 角色 . 实际 上 , 当今 人 们 已 经 认识 到 : “计算 ” 
已 经 与 实验 、 形式 理论 一 样 能 够 发 现 新 的 科学 现象 . 新 的 科学 概念 , 从 而 “计算 ”已 经 成 
为 第 三 条 科学 发 现 的 途径 . 


实验 , 形式 理论 和 计算 是 科学 发 现 的 三 大 支柱 


1953 年 著名 的 Fermi-Pasta-Ulam 的 计算 机 实验 , 研究 了 动力 学 体系 非 线性 项 的 微 扰 
是 如 何 改变 单一 的 周期 振动 行为 的 ， 结 果 出 人 意料, 回归 初始 状态 的 时 间 竟 然 远 远 比 想 
BE Poincaré 回 归 时 间 短 得 名 . 这 个 计算 机 实验 开创 了 “计算 物理 ”这 门 新 学 科 . 更 为 重 
要 的 是 , 从 此 信 们 明白 除了 实验 、 形式 理论 这 两 条 能 够 创造 、 发 现 新 的 科学 概念 的 途径 之 
外 , 还 存在 第 三 条 途径 一 一 模拟 计算 . 相当 多 的 场 台 , 一 个 演绎 表 式 不 能 让 科学 家 立刻 感 
悟 到 其 中 隐藏 的 科学 概念 , 但 是 可 以 通过 模拟 计算 发 现 它 . 另外 还 有 三 个 例子 : 1967 F, 
Orban 等 用 分 子 动力 学 模拟 一 个 由 100 个 硬 球 组 成 的 体系 对 Loschmidt 伴 雇 做 出 了 有 说 
服 力 的 解释 , 指出 了 运动 方程 的 微观 可 道 性 与 Boltzmann 的 H 定理 所 指出 的 宏观 不 可 道 
性 是 不 矛盾 的 回 ; 1970 年 , Alder 和 Wainwright 的 计算 实验 发 现 可 能 存在 “分 子 潮流 ", 这 


2. ж ой 


是 过 去 证 有 想到 的 向 ,1993 年 , Crommie 等 在 铀 (111) 表面 上 把 48 AEUR T HREH, H 
扫描 隧道 显微镜 测量 隧 穿 电流 , ЖК ЫЕ E ERRA ШИЕ ТЕШЕҢ Н Schrödinger 方 
程 计 算 , 得 到 的 解 (ER Bessel 函数 ) 的 平方 与 实验 值 符合 得 极 好 , 确认 实验 中 测 到 的 “水 
波 " 不 是 别 的 就 是 被 铁 原 子 散 射 的 电子 中 所 以 , 郝 柏林 院士 早 就 强调 : “计算 物理 学 的 目 
的 不 是 计算 , 而 是 理解 、 预 言 和 发 现 新 的 物理 现象 ." 回 计算 不 只 是 给 出 数值 解 , 还 创造 、 
发 现 新 的 科学 概念 . 当今 物理 科学 界 中 已 经 普遍 认为 “物理 学 的 三 大 支柱 是 实验 、 形式 理 
论 和 计算 ”. 

同样 , 化 学 作为 原子 、 分 子 层次 的 物理 科学 , 实验 、 形式 理论 和 计算 也 是 化 学 的 三 大 
支柱 . 1998 年 诺 贝尔 化 学 奖 颁奖 公告 及 其 附录 首次 公开 指出 形式 理论 在 化 学 中 的 支柱 作 


H: “...... 量子 化 学 已 经 发 展 成 为 广大 化 学 家 所 使 用 的 工具 , 将 化 学 带 入 一 个 新 时 代 , 在 
这 个 新 时 代 里 实验 和 理论 能 够 共同 协力 探讨 分 子 体 系 的 性 质 . " “化 学 不 再 是 纯粹 的 实验 
科学 了 . < 整个 化 学 正在 经 历 着 一 场 革命 性 的 变化 "四 . 这 里 所 说 的 量子 化 学 应 当 是 


指 整 个 理论 化 学 . 于 是 计算 化 学 作为 理论 化 学 的 执行 者 , 理论 化 学 的 延伸 , 各 种 化 学 体系 
的 模拟 计算 近年 来 发 展 很 快 , 随 之 壮大 形成 一 门 新 的 学 科 .“ 计 算 ” 正在 成 为 化 学 领域 的 
支柱 . 与 形式 理论 一 样 , 计算 化 学 的 目的 也 是 “理解 ,预言 和 发 现 " 新 的 化 学 现象 和 概念 . 
它 将 不 断 地 推翻 纠正 老 的 化 学 概念 , 揭示 、 建立 新 的 化 学 概念 . 

尽管 人 人 们 对 计算 科学 的 发 展 趋势 还 有 各 种 看 法 , 但 是 这 已 成 历史 定局 , 一 定 会 有 更 多 
的 科学 家 涌 入 计算 这 个 新 领域 . 不 仅 是 化 学 , 而 且 在 整个 科学 、 工程 领域 都 是 如 此 ，2005 
年 , 美国 总 统 的 信息 技术 顾问 委员 会 给 总 统一 份 长 篇 报告 , 题目 就 是 《计算 科学 确保 了 美 
ЕЈ 4 77) (Computational Science Ensuring America’s Competitiveness). “计算 ”不 再 
是 科学 发 现 的 辅助 前 色 了 . 


赁 什么 相信 计算 


什么 是 计算 所 依据 的 “第 一 原理 ” 呢 ? 尽管 人 们 依然 认定 科学 理论 最 后 肯定 离 不 开 实 
验 的 检验 , 但 是, 当今 人 们 已 经 不 再 把 实验 当 作 科学 新 思想 、 新 概念 的 唯一 来 源 . 整个 20 
世纪 现代 物理 学 和 化 学 科学 发 展 的 结果 , 使 人 们 现在 相信 :“ 当 今 的 物理 学 的 状况 是 处 于 
这 样 的 局 面 , 看 来 不 大 可 能 再 看 到 一 种 基本 的 普遍 理论 会 在 全 部 抛弃 的 意义 下 被 取代 , 也 
许 例外 的 是 像 宇宙 起 源 说 那样 的 历史 理论 ." 0 中 人 们 解释 客观 世界 的 活动 , 有 意 无 意 地 都 
从 经 验 领域 沿 着 一 个 箭头 深入 下 去 , 实质 上 指向 物理 学 的 基本 原理 . 从 牛顿 以 来 的 三 百 多 
E, 至 少 是 关于 无 生命 物质 世界 第 一 原理 的 框架 已 经 建立 , 这 就 是 量子 力学 和 统计 力学 . 

第 一 原理 具有 公理 结构 , 从 很 少儿 条 公理 假设 出 发 , 经 过 数学 和 逻辑 演绎 而 得 到 关于 
物质 的 形式 理论 体系 , 再 从 形式 理论 出 发 利用 物理 模型 近似 、 二 次 形式 化 和 计算 , 得 到 理 
论 预 计 值 , 最 后 再 去 与 实验 结果 核对 . 结果 , 以 量子 力学 、 统计 力学 为 核心 的 第 一 原理 已 
经 在 最 近 100 年 来 经 受 了 各 种 领域 实验 事实 的 检验 . 这 些 领 域 儿 乎 包括 从 微观 到 宏观 物 
质 世 界 的 所 有 方面 , 在 时 间 、 空间 尺度 的 数量 级 跨度 均 达 到 1043. 量子 力学 、 统 计 力学 所 
经 受 实验 检验 的 程度 之 深 、 领域 之 广 是 任何 自然 科学 学 科 中 其 他 理论 所 远 远 不 能 相 比 的 . 
所 以 , 以 物质 世界 为 对 章 的 计算 化 学 必然 要 尽 可 能 地 依据 第 一 原理 , 赁 第 一 原理 来 处 理 物 
理 模型 , 这 样 的 计算 结果 人 们 才 会 相信 . 

“实践 是 检验 真理 的 唯一 标准 ”是 人 类 历史 的 总 结 , 是 完全 正确 的 . 它 指 出 人 类 对 客 


# W ا‎ 
观 世 界 的 任何 物理 学 、 化 学 的 理论 都 要 接受 整个 历史 长 河中 的 全 部 实验 事实 来 检验 ， 即 
接受 过 去 . 现在 还 包括 将 来 的 实验 事实 来 检验 . 必须 着 重 指出 : 人 们 在 对 特 自 然 科学 理论 
时 通常 所 谓 “用 实验 事实 来 检验 理论 ", 实际 上 用 的 是 过 去 和 现在 两 段 时 间 内 积累 的 实验 
事实 , 还 没有 也 不 可 能 包括 将 来 的 实验 事实 . 即便 被 当前 实验 事实 检验 , 那 还 不 能 解决 当 
前 的 所 有 问题 ,当前 实验 不 足以 检验 当前 理论 正确 与 天 的 事情 发 生 已 经 并 不 稀 军 .实际 
上 , 经 常 需要 通过 理论 去 设计 实验 来 检验 理论 , 还 经 常 需要 改进 和 扩大 实验 事实 , 在 将 来 
的 时 间 里 继续 检验 科学 理论 . 

既然 不 可 能 用 将 来 的 实验 来 检验 现在 的 理论 , 那么 是 否 就 无 法 建立 正确 的 自然 科学 
理论 、 只 能 陷入 单纯 等 待 实验 结果 的 被 动 境地 呢 ? 不 是 的 .提供 答案 的 不 是 哲学 ， 而 是 
大 自然 ， 客观 世界 从 其 物质 构成 而 言 就 是 仅仅 由 电子 和 原子 核 组 成 的 . 正 因 为 这 种 物 
质 基础 的 统一 性 , 当今 人 们 能 够 扬言 原则 上 可 以 用 一 个 理论 来 解释 至 少 无 生命 世界 的 所 
有 问题 . 旧时 那 种 采用 相互 间 没 有 联系 的 多 种 “理论 ”来 分 别 解释 物质 的 不 同性 质 的 做 
法 , 起 码 在 无 生命 的 物质 科学 领域 内 已 经 被 抛弃 . 如 果 有 两 个 理论 分 别 都 能 够 解释 同一 个 
无 生命 物质 世界 领域 的 科学 问题 , 那么 人 们 总 能 够 在 数学 上 证 明 它 们 是 等 价 的 . 所 以 说 ， 
30 世纪 的 最 大 科学 成 果 是 人 们 得 到 了 无 生命 物质 世界 的 统一 理论 , 即 第 一 原理 的 基本 框 
w 一 量子 力学 和 统计 力学 . 在 物理 上 是 如 此 , 在 化 学 上 也 是 如 此 . 

自我 批判 是 科学 的 生命 力 所 在 .科学 家 们 必须 老实 行事 ， 尽管 量子 力学 、 统 计 力 学 
的 成 就 如 此 辉煌 , 他 们 对 第 一 原理 如 此 有 情 心 , 但 是 他 们 全 都 公开 承认 现 有 的 理论 还 不 完 
善 . 从 非 相 对 论 的 量子 力学 发 展 到 相对 论 的 量子 力学 . Prigogine 揭示 了 量子 力学 在 时 间 
方向 性 上 的 局 限 性 . 20 世纪 то FER, Dirac Wit: “...... 不 应 认为 量子 力学 的 现在 形式 
是 最 后 的 形式 "011，50 年 代 , Heisenberg Wil: “量子 力学 中 还 没有 对 应 于 生物 进化 的 算 
符 , 不 能 用 于 生物 学 "03. 总 之 , 第 一 原理 在 不 断 发 展 之 中 . 


计算 化 学 的 宗旨 : 首先 选用 物理 模型 , 不 得 已 才 用 数学 模型 


在 运用 第 一 原理 的 时 候 , 选用 适当 的 模型 才能 执行 计算 . 这 里 必须 强调 : 物理 模型 比 
数学 模型 重要 得 和 多, 只 有 在 暂时 无 法 构筑 物理 模型 的 场合 才 不 得 已 采用 数学 模型 . 

量子 计算 机 的 葛 基 人 、 和 牛津 大 学 量子 物理 教授 D. Deutsch 指出 : “预言 事物 或 描述 
事物 , 不 论 多 名 准确 , 也 和 理解 不 是 一 回 事 . .………… 物理 学 家 研究 并 形成 理论 的 真正 动机 
EERE ELERE" U 理解 就 是 要 求 得 到 物理 模型 . 数值 上 准确 的 模型 不 见 
得 机 理 上 也 正确 , 机 理 上 正确 的 模型 数值 上 一 定 准 确 . 剑桥 大 学 物理 系 教授 J. С. Taylor 
说 :“ 当 人 们 在 设想 物理 模型 的 过 程 中 陷入 绝境 时 , 有 时 会 倒退 回 数 学 领域 "04 数学 模型 
只 是 寻找 科学 真理 的 第 一 步 , 它 只 是 在 理论 预计 的 数值 上 与 实验 值 相符 而 已 . 物理 模型 还 
要 求 在 客观 机 理 上 也 要 尽量 正确 . 物理 学 是 严密 科学 (exact science), 化 学 也 正在 步 和 人 严 
密 科 学 . 所 谓 严 密 科 学 ,“ 严 * 字 指 机 理 正 确 ," 密 ” 字 指 数值 准确 . 

近年 来 , 随 着 计算 机 软件 的 普及 , 黑箱 方法 得 到 广泛 使 用 . 应 当 承 认 , 在 技术 . 工程 领 
域 , 数学 模型 有 广泛 应 用 , 经 济 效 益 特别 明显 . 可 是 , 有 人 居然 在 已 经 能 够 用 第 一 原理 处 
理 物理 模型 的 场 人 下, 还 另辟蹊径 , 采用 专家 系统 和 数据 挖掘 之 类 的 黑箱 方法 , 如 实现 该 
谱 模拟 等 , 声称 开拓 了 新 的 交叉 学 科 . 其 实 , 此 类 方法 本 质 上 是 构筑 数学 模型 , 是 基于 小 
样本 数 的 统计 数学 方法 , 严谨 的 统计 数学 家 早已 告 诚 人 们 要 警惕 “统计 陷阱 ”, 不 要 滥用 


‚4. i = 
oC 人 CC 
统计 方法 . 搞 数学 模型 的 方法 , 也 完全 可 以 用 来 “算命 ". 统计 力学 是 样本 数 N ~ 1023 的 
“ЖИ”, 相对 标准 误差 约 为 1/ N ~ 10-9%_ 而 黑箱 方法 的 样本 数 通 常 只 有 N ~ 102, 
对 标准 误差 竟 达 VN ~ 10%. 显然 后 者 无 法 与 前 者 相 比 , 只 有 前 者 才 称 得 上 严密 科学 . 
把 黑箱 方法 提高 到 不 适当 的 高 度 会 迷失 科研 的 方向 . 

科学 家 的 价值 观 不 同 于 经 济 学 家 、 工 程 师 的 价值 观 ， 无 论 经 济 效益 多 么 诱 人 , TES 
案 客 观 规律 的 问题 上 , 科学 家 只 有 在 无 法 找到 物理 模型 的 处 境 下 , 不 得 已 才 抱 着 谨慎 的 态 
度 使 用 数学 模型 . 例如 , 在 药物 设计 领域 内 , 由 于 第 一 原理 对 于 生命 过 程 目前 还 无 能 为 力 ， 
所 以 才 大 量 使 用 黑箱 方法 . 材料 科学 中 的 QSPR 也 属于 此 类 方法 .生命 科学 领域 目前 还 
只 有 在 对 接 、 动态 结构 演化 、 局 部 小 范围 内 的 化 学 反应 等 不 名 的 场合 下 能 够 部 分 结合 第 
一 原理 的 方法 . 


计算 化 学 的 目的 在 于 理解 、 预言 和 发 现 新 的 化 学 现象 及 其 物理 本 质 


世界 上 无 论 哪 个 化 学 物质 都 是 由 电子 和 不 同 电荷 的 原子 核 组 成 的 , 物质 世界 的 “ 统 
一 性 ”就 在 于 此 . 所 以 科学 家 对 “ 雍 一 性 ”的 追求 并 不 是 主观 的 脐 想 , EERE ЖЕ 
ЖЕ. 不 断 接近 和 符合 客观 实际 的 结果 . 20 世纪 物理 学 和 化 学 的 最 大 成 功 之 处 就 在 于 此 . 
理论 化 学 就 是 化 学 领域 的 第 一 原理 ， 科 学 理论 具有 强大 的 预见 能 力 , 它 能 动 地 启发 我 们 
获得 科学 的 新 思想 、 新 概念 . 这 种 强大 的 预见 能 力 远 远 超出 人 们 的 想象 ， 

计算 物理 可 以 说 是 理论 物理 的 执行 者 . 同样 , 既然 理论 化 学 是 分 子 体 系 的 理论 物理 ， 
所 以 计算 化 学 也 应 当 是 理论 化 学 的 执行 者 . 计算 物理 与 计算 化 学 两 者 有 类 似 的 学 科 结 构 . 
计算 化 学 的 目的 不 是 计算 , 而 是 理解 、 预言 和 发 现 新 的 化 学 现象 及 其 物理 本 质 . 

计算 化 学 也 是 理论 化 学 的 自然 延伸 .发 展 初期 , 量子 化 学 是 理论 化 学 的 主要 研究 内 
容 . 正 因为 要 进一步 用 来 模拟 计算 实际 化 学 体系 , 要求 与 宏观 现 鱼 联系 起 来 , 于 是 理论 化 学 
也 逐渐 关注 统计 力学 方法 .原先 作为 统计 力学 两 大 计算 手段 的 分 子 动力 学 方法 和 Monte 
Carlo 方法 就 成 了 化 学 模拟 的 中 心 内 容 . 进一步 的 发 展 , 其 子 和 统计 融合 成 量子 统计 力学 . 
采用 Green-Kubo( A RRL) 理论 和 分 子 动力 学 方法 模拟 各 种 波谱 、 输 运 性 质 就 是 一 例 . 
由 此 , 计算 化 学 也 推动 了 理论 化 学 的 发 展 . 国际 上 著名 的 Sanibel 会 议 就 是 这 样 的 , 在 50 
年 代 其 内 容 是 纯粹 的 量子 化 学 , 陆续 发 展 到 包括 统计 力学 . 计算 量子 化 学 . 分 子 模拟 和 计 
算 化 学 领域 了 . 

严密 科学 无 法 避免 数学 

数学 往往 是 许多 书 中 最 不 受 欢 迎 的 语言 , 可 是 本 书 不 打算 避免 数学 语言 出 于 强调 
物理 意义 的 目的 , 怡 怡 就 要 求助 于 数学 . F. Dyson 教授 说 过 : “数学 带 热 人们 的 想象 力 远 
远 超 出 人 们 的 想象 力 . ”本 书 力图 让 读者 感受 这 一 点 . 虽然 数学 源 于 纯粹 理性 思维 , 不 属 
于 自然 科学 , 可 是 化 学 家 还 是 可 以 逐步 练 就 一 套 从 形式 理论 的 数学 语言 中 获取 物理 意义 
的 能 力 . 尽管 数学 有 时 也 从 经 验 获 取 灵 感 , 可 是 一 旦 数学 的 公理 体系 建立 了 , 在 这 个 基础 
上 就 可 以 独立 发 展 起 整 幢 数学 大 厦 , 而 与 经 验 无 关 . 数学 抽 鱼 能 够 让 我 们 对 更 名 的 自然 问 
题 有 一 个 统一 深入 的 物理 认识 , 把 经 验 再 提高 一 步 . 

实际 上 , 用 数学 传达 的 思想 最 少 发 生 歧 义 和 误 解 . 回避 数学 的 做 法 并 不 能 在 相当 多 数 
场合 把 物理 问题 阐述 透彻 , 搞 不 好 还 会 误解 . 例如 , 如 果 没 有 量子 力学 的 形式 理论 , ЖЫП 


ып 3 „Б. 
终 只 能 把 量子 力学 大 师 Niels Bohr 的 “互补 原理 ”(complementary principle) 误 认为 是 量 
子 力学 思考 问题 的 起 点 , 永远 把 这 个 “神话 ” 当 作 真实 的 , 一 代 一 代 传 下 去 1051. 

本 书 努 力 想 达到 的 另 一 个 目的 是 从 化 学 这 个 视角 领略 第 一 原理 的 数学 美 ， 那 是 一 
个 涉及 科学 真理 观 的 问题 P. Dirac 认为 “物理 学 定律 必须 具有 数学 姜 (mathematical 
beauty)"， 他 在 普遍 意义 下 比较 了 经 验 归纳 方法 和 数学 误 绎 方法 之 后 , 认为 在 物理 学 中 
后 者 更 为 重要 , 因为 它 “ 能 够 使 人 们 推导 出 尚未 做 过 的 实验 的 结果 "04 ۔‎ 尽管 人 们 还 不 知 
道 是 理应 当 接 受 Dirac, Weyl 等 如 此 关于 科学 真理 的 数学 美原 理 , 但 是 数学 美原 理 的 确 提 
供 了 一 个 重要 的 探索 真理 的 工具 , 几 十 年 来 结 出 了 丰硕 的 、 带 根本 性 的 科学 成 果 . 化 学 领 
域 也 一 样 , 人 们 通过 对 理论 的 学 习 , 不 得 不 承认 越 是 高 级 的 . 概括 力 强 的 物质 科学 理论 越 
是 体现 了 理论 结构 的 数学 美 , 不 得 不 承认 它 对 科学 真理 的 通 近 程度 大 大 超出 人 们 通常 的 
预期 . 理论 化 学 大 师 . 瑞典 诺 贝 尔 物理 奖 评 判 委员 会 委员 P. О. Löwdin 教授 1985 年 5 H 
15 日 在 北京 科学 会 堂 的 演说 中 , 把 物质 理论 的 数学 结构 看 成 是 “基础 研究 ”, 比喻 成 科学 
这 棵 大 树 的 主干 , 至 于 量子 化 学 . 光化学 . 波谱 . 固体 物理 , 核 物 理 , 高 能 物理 等 他 认为 都 
是 “应 用 研究 ", 都 是 在 大 树 主 干 上 生长 出 来 的 树叶 或 小 树枝 . 笔者 当时 是 他 报告 的 现场 
口译 , 越 往 下 翻译 越 感 到 含义 深 让 、 振 谷 发 职 . 主讲 者 正在 给 中 国 听众 打开 一 肩 窗户 , W 
外 的 别 样 气息 令 人 感到 分 外 清新 , 感到 中 西方 对 科学 的 认识 竟然 如 此 不 同 . 

计算 化 学 是 理论 化 学 的 执行 者 , 倘若 对 理论 化 学 的 数学 语言 没有 一 定 的 了 解 , 实际 上 
不 可 能 在 执行 过 程 中 系统 , 完整 . 创造 性 地 考虑 问题 . 虽然 不 分 场合 强调 高 级 数学 语言 不 
， 是 各 适 的 做 法 , 但 是 我 们 总 不 至 于 甘心 让 数学 成 为 一 道 墙 垣 把 化 学 家 长 入 隔绝 在 现代 科 
学 之 外 吧 . 


ab initio 就 是 第 一 原理 


不 知 科 学 文献 中 何 时 开始 出 现 “frst principle” 一 词 . 但 是 ， 同样 意思 的 词 “ab initio” 
五 十 包 年 以 来 在 化 学 界 经 常 出 现 ， 那 是 个 拉丁 词 , 现在 汉 译 为 “从 头 计算 ". 业 师 徐 光 罕 
院士 的 名 著 《量子 化 学 一 一 基本 原理 和 从 头 计 算法 》 是 最 早 在 汉语 世界 中 正式 用 “从 
站 计算 * 作为 书 名 的 ， 为 什么 说 “ab initio” 与 “first principle” 是 同一 个 意思 呢 ? 业 师 
Robert G. Parr 院士 授课 时 说 起 这 样 的 故事 : 他 的 博士 后 导师 R. S. Mulliken F7 KAY 
Parr ЇЙ: “You are the King of ab initio!” Parr 以 为 Mulliken 在 跟 他 开玩笑 , 连忙 解释 说 : 
E A TT HEE? 我 连 拉 丁 文 都 不 懂 . Mulliken 教授 生性 谨慎 .谈吐 林 讷 , 哪里 是 开玩笑 的 
A, 当即 指出 最 早出 现 “ab initio” 一 词 的 文章 就 是 Parr 在 1950 年 化 学 物理 杂志 上 发 表 的 
tH 那 是 一 篇 关于 蒜 低 激发 态 的 构 型 相互 作用 的 分 子 轨 道 计算 的 文章 (J. Chem. Phys., 
1950, 18: 1561~1563.). 情 然 之 余 , Parr 教授 说 : 那么 这 个 ар initio 国王 只 能 是 此 文 的 胃 
一 作者 伦敦 大 学 学 院 的 D. P. Craig 博士 , 只 有 英国 绅士 会 遗 用 拉丁 词 . Зааж г 
篇 文章 , 显然 其 中 ab initio 的 意思 就 是 文章 中 声明 的 “non-empirical”*, 就 是 指 不 折 不 扣 的 
量子 力学 , 也 当然 是 first principle. 可 见 从 头 算是 ab initio 的 狭义 所 指 , 而 其 广义 的 意思 
就 是 第 一 原理 . 

Parr 教授 虽然 不 懂 拉 丁 文 , 但 第 一 原理 是 他 长 期 追求 的 目标 . Parr 教授 是 一 位 将 整 
个 化 学 理论 植 根 在 电子 密度 活 函 理论 基础 上 的 先行 者 和 开拓 者 . 继 分 子 轨道 理论 之 后 , 给 
整个 化 学 从 唯 象 科学 转变 到 严密 科学 的 道路 上 打开 了 又 一 条 通道 . 至 于 Parr 把 传统 的 电 


“6. Жж 言 
E === n. E 
负 性 、 软 硬 酸 碱 改造 成 严格 的 科学 概念 , 只 是 他 整个 科学 成 就 中 容易 被 人 理解 的 几 个 站 
HAME. 


科学 首先 有 它 的 自我 目的 


从 一 定 意义 上 讲 , 生活 在 当今 时 代 的 人 是 值得 庆幸 的 , 因为 科学 前 辈 给 我 们 发 现 了 统 
一 理论 , 构建 了 第 一 原理 的 框架 ， 第 一 个 追求 第 一 原理 的 是 L Newton RE, 第 一 个 明确 
以 统一 理论 为 目标 的 是 Einstein. 设想 Maxwell, Boltzmann 到 Bohr, Born, Schrödinger, 
Heisenberg -... 如 果 只 讲 下 海 经 商 、 发 财 , 不 来 做 学 问 的 话 , 当今 文明 将 倒退 一 百年 , Ж 
决 不 是 夸张 的 说 法 . 今天 我 们 能 够 把 第 一 原理 视 为 科学 的 目标 , 当 深 切 感恩 前 辈 科 学 家 的 
REF. 

19 世纪 中 叶 Wilhem von Humboldt 曾经 指出 : 科学 首先 有 它 的 自我 目的 , 至 于 它 的 
实用 性 , 其 重要 意义 也 仅仅 是 第 二 位 的 0?. 科学 史 研 究 表明 ; 正 是 在 Humboldt 倡导 的 这 
种 教育 改革 思想 指导 之 下 , 德国 从 一 个 被 拿破仑 打败 、 百 废 待 兴 的 国家 进步 到 世界 居 首 
的 地 位 , 开创 了 19 世纪 中 叶 之 后 直至 20 世纪 30 年 代 德 国 “ 在 科学 的 各 个 领域 中 , 无 一 
例外 地 居于 【世界 ) 领先 地 位 ”的 局 面 , 就 是 在 这 样 的 环境 氛围 下 建立 了 量子 力学 、 统 计 
力学 . 历史 经 验 说 明 , 对 真理 进行 的 这 种 目标 自由 式 的 探求 , 恰恰 能 导致 经 常 是 最 重要 的 
实用 性 知识 , 并 服务 于 社会 . 那 种 轻视 科学 、 把 科学 当成 装饰 品 , 只 顾 实 用 目标 , 却 又 售 念 
不 态 庶 贝尔 奖 的 做 法 是 不 可 取 的 . 我 们 曾经 因 无 知 而 嘲笑 过 “为 科学 而 科学 ”的 经 验 , Ж 
不 知 那 是 一 条 多 少 科 学 大 师 们 以 毕生 的 经 历 总 结 出 来 的 经 验 , 应 当 替 它 正名 ， 更 信人 担 
忧 的 是 一 旦 将 称 量 黄 金 的 天 平 来 作为 衡量 科学 价值 的 判 据 ,， 从 而 科学 失去 了 它 的 尊严 之 
№, 那 再 也 不 是 出 更 韦 金 钱 能 够 轻易 买 回来 的 . 科学 是 一 个 需要 整个 社会 长 期 尊重 . 支持 
和 培育 的 事业 . 科学 需要 一 片 社会 土壤 , 在 这 片 土壤 上 连 皖 地 捧 小 站 娘 也 都 懂得 要 看 文学 
й. 

科学 的 确 曾经 受到 社会 生产 需求 的 推动 . 但 是 长 期 以 来 , 我 们 误 以 为 生产 发 展 就 必然 
会 推动 科学 前 进 ， 其 实 不 然 , 在 康 乾 盛 世 之 前 中 国 的 经 济 在 世界 上 曾经 领先 过 好 几 个 世 
纪 , 那么 何以 解释 现代 自然 科学 为 什么 不 在 当时 的 中 国 诞生 呢 ? 至 少 中 国 也 该 参与 部 分 
现代 目 然 科 学 的 创 生 呀 . 我 们 不 得 不 承认 世俗 利益 的 压倒 优势 是 阻碍 科学 在 中 国立 足 的 
重要 原因 , 尤其 是 理论 科学 . 更 谈 不 到 为 科学 真理 走 上 火 刑 架 了 .至今 已 经 有 то 万 中 国 
学 生 留 学 先进 国家 , 数 以 几 亿 计 的 中 国人 学 过 外 语 , 只 要 认真 , 应 当 能 够 学 到 世界 上 最 优 
秀 的 思想 和 最 珍贵 的 经 验 . 


计算 化 学 将 被 肢解 的 化 学 统一 起 来 


二 十 多 年 来 化 学 正在 被 肢解 , 肢解 为 药物 、 材料. RH. AN. 生命 .……… 被 分 割 成 
许多 孤立 的 分 支 , 彼此 之 间 的 关系 变 得 更 加 松散 . 物理 化 学 这 门 化 学 各 分 支 学 科 的 核心 和 
纽带 被 边缘 化 ， 本 书 力图 通过 计算 化 学 在 不 同化 学 分 支 的 应 用 , 使 人 们 相信 化 学 学 科 的 
有 机 统一 是 这 门 学 科 的 固有 特点 , 化 学 的 生命 力 依 赖 于 它 各 部 分 的 联系 -..... 肢解 它 就 
扼杀 了 化 学 学 科 的 创造 力 . 继 物 理化 学 理论 化 学 之 后 , 计算 化 学 又 一 次 使 人 们 从 科学 的 
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本 质 上 看 到 化 学 是 不 应 该 被 肢解 的 2311. 
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第 1 章 体系 的 经 典 力学 描述 


“我 庄严 地 要 你 回 符 、 宣 拆 ， 是 否 能 使 体 用 真诚 的 良心 承担 如 下 的 许诺 和 
iE 你 将 勇敢 地 去 担 卫 真正 的 科学 , 特 其 开 扫 ,为 之 添彩 ; BL 2 S 38 PT 
BE. FFARR ERM, ЖЕТА ЕЕК КЖ. ЖАХ." 

——1884 年 Königsberg 大 学 校长 为 D. Hilbert( 1862-1943, 20 世纪 最 有 影响 
的 数学 家 ) 获得 PhD 学 位 时 宜 读 的 宜 暂 词 


计算 化 学 是 理论 化 学 的 执行 者 和 延伸 ， 由 此 , 一 开始 就 必须 在 严密 科学 的 框架 中 予 
以 介绍 , 使 读者 领略 现代 化 学 理论 的 严 说、 续 密 , 对 基于 演绎 法 的 形式 理论 在 化 学 学 科 中 
的 重要 性 有 个 全 新 的 认识 . 此 外 , 非 如 此 严谨 不 足以 使 习惯 于 归纳 法 的 人 们 相信 , 计算 也 
能 与 实验 一 样 发 现 新 的 科学 现象 . 

鉴于 本 书 读者 已 经 具备 热力 学 、 量 子 力学 、 统 计 力学 的 基础 ,而 可 能 对 经 典 力学 的 
严密 形式 反而 认识 淡薄 . 所 以 本 章 比 较 详 细 地 介绍 经 典 力学 对 体系 状态 演化 规律 的 描述 . 
事实 上 , 经 典 力 学 的 形式 理论 恰恰 对 于 分 子 动力 学 模拟 方法 的 高 级 发 展 具有 决定 性 的 推 
动作 用 . 而 分 子 动力 学 模拟 又 是 计算 化 学 中 的 主要 模拟 手段 之 一 . 过 去 的 二 十 多 年 来 , 人 
们 本 能 地 强调 模拟 方法 的 应 用 , 忽视 形式 理论 的 作用 , 因而 曾经 一 度 走 了 弯路 , 延缓 了 科 
学 的 发 展 . 所 以 本 章 从 描述 体系 的 基本 概念 着 手 , 接着 介绍 经 典 力 学 的 理论 框架 L~"7l. 


11 基本 概念 


化 学 这 门 学 科 , 从 研究 对 银 上 说 是 研究 从 宏观 到 分 子 、 原子 层次 物质 世界 的 学 科 , 也 
可 以 称 为 “分子 科学 ". ST ROBAR, 先 要 明确 以 下 基本 概念 . 

Жж: 物质 世界 里 普遍 存在 着 相互 作用 , 从 相互 作用 的 众多 物体 中 划分 出 来 进行 研 
究 的 那 一 部 分 称 为 “体系 ”. 

环境 : 所 有 与 体系 存在 相互 作用 而 又 不 属于 该 体系 的 物体 通称 为 “环境 *, 体系 与 环 
境 的 划分 由 如 何 解决 问题 方便 的 需要 而 定 . 

体系 的 宏观 状态 与 微观 状态 : 任何 体系 都 是 由 很 大 数目 的 微小 粒子 组 成 的 , 每 个 微 
粒 都 是 在 周围 微粒 的 相互 作用 和 热 运动 的 影响 下 不 停 地 运动 . 无 论 体系 在 宏观 上 处 于 非 
平衡 态 还 是 平衡 态 , 体系 的 微观 力学 状态 (简称 “微观 状态 ") 总 是 不 断 变化 的 , 整个 体系 
的 宏观 状态 总 是 所 有 组 分 粒子 各 自 微观 状态 的 集体 表现 ， 

OLER: 体系 所 有 粒子 的 位 置 (r 00]; = 1,2,.… N 通常 用 直角 上 举 标 分 量 (2,00) 
= 1,2,.… ,3N} = т( а'А1етЬег& 位 形 ) 来 表示 . 但 是 为 了 最 简单 地 解决 问题 , 首先 要 
明确 决定 问题 所 需 的 最 少 变 量 , 即 确定 体系 的 独立 变量 , 抛弃 元 余 变量 . 这 就 要 引入 广汉 
坐标 (BDP XE) 的 概念 . 为 此 往往 要 从 问题 的 对 称 性 着 手 . 例如 , 在 == 平面 运动 的 单 
摆 问 题 , 由 于 揭 长 一 定 , 于 是 独立 的 变量 只 需 取 摆 长 到 铅 垂 方向 z [ЖЮ 0 一 个 即 可 , 而 
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不 是 取 摆 锤 的 位 置 (x, 2) 两 个 变量 . 又 如 , 两 个 原子 质量 为 m,m 的 双 原 子 分 子 的 振动 
问题 , 总 可 以 变换 到 等 效 于 一 个 折合 质量 ےے‎ 一 一” 的 物体 相对 于 质心 的 振动 问题 . 
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剔除 体系 元 余 的 变量 , 使 得 问题 简化 . 独立 的 位 置 变量 {q (t) |i = 1,2,.… s) = q RAP 
XEF ( 即 Lagrange 位 形 或 位 形 ), 其 个 数 s 称 为 体系 的 自由 度 . 


s= N — М, (1.1-1) 
Hp, N. 为 约束 条 件 的 数目 . RW АКИНГЕ fq e kay ST Ар с [B] 5 
数 关系 

m (gq)‏ = پچ 


体系 的 微观 状态 取决 于 所 有 组 成 粒子 的 力学 状态 :经 典 力学 认为 : 如 果 体 系 的 每 个 
组 成 粒子 的 动力 学 状态 {以 下 简称 力学 状态 )、 电 磁 学 状态 确定 的 话 , 那么 体系 的 微观 状 
态 就 可 以 完全 确定 下 来 . 为 简单 计 , 讨论 不 存在 外 场 的 全 同 粒子 体系 的 情况 . 即使 构成 体 
系 的 所 有 自由 度 在 某 个 时 刻 上 的 广义 坐标 即 广 光 位 置 


q و‎ = {q 8) 2 (2) y" وا‎ (t)) )1.1-2( 


都 已 经 确定 , 但 是 该 体系 的 粒子 在 下 一 时 刻 还 可 以 朝 不 同 的 方向 运动 , 从 而 下 一 时 刻 到 达 
的 位 置 还 是 无 法 确定 . 于 是 整个 体系 在 t 时 刻 的 力学 状态 还 没有 完全 确定 . 显然 , 为 了 确 
定 整 个 体系 在 t 时 刻 的 力学 状态 , 必须 还 要 知道 RAFF А ЕН ERT RE n) Et 


q(t) = {dı (t) ġa (E), °°° 0,9 (E)} (1.1-3) 


只 有 这 样 才 可 以 确定 下 一 个 时 刻 所 有 粒子 的 位 置 . 是 不 是 还 需要 更 多 的 变量 来 描述 体系 
的 微观 状态 呢 ? 不 需要 了 .因为 每 个 自由 度 上 粒子 运动 所 服从 的 Newton 方程 是 二 阶 微 
分 方程 (F = ma, 加 速度 a 是 位 置 的 二 阶 导数 ) 只 要 两 个 初始 条 件 确定 , 其 解 就 确定 
Т. 所 以 经 典 力学 观点 认为 , 体系 的 微观 状态 取决 于 所 有 组 成 粒子 的 广义 坐标 和 广义 速度 
(400,4 (0). 

1835 年 , 爱尔兰 数学 家 W. R. Hamilton 证 明 : 为 了 更 反映 力学 的 本 质 , 可 以 等 价 地 
用 + 时 刻 所 有 粒子 的 广义 位 置 (1) 和 广义 动量 


p(t) = (p (t) ,pa (f), °° ,ps (t)} (1.1-4) 
作为 独立 变量 来 描述 体系 的 力学 状态 , 其 中 , 广义 动量 定义 为 


pi 三 i= 1,2,۰۰ )1.1-5( 

这 里 工 Lagrange 函数 . 于 是 , 可 以 用 Hamilton 的 25 维 向 量 z = (q, p} 作为 独立 变量 

来 表示 体系 的 微观 状态 .而 与 过 去 用 {а.а} 作为 独立 变量 来 表示 体系 的 微观 状态 是 等 价 
的 (We WL 1.2 节 ). 

相 空 间 : 由 z = {g,p} 张 成 的 空间 称 为 “ 相 空间 ”, 记 为 Г. “$H 就 是 微观 { 动 ) 力学 

状态 . 对 于 一 个 由 N 个 粒子 组 成 的 体系 , ЖЕН 3N 个 自由 度 , 则 体系 的 相 空 间 (T 室 间 ) 
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是 个 6N 维 的 空间 , 体系 每 一 个 微观 状态 可 用 r 空间 中 的 一 点 z fl( 称 为 相 点 ) 来 表示 . 
体系 的 力学 状态 随时 间 的 演化 相当 于 相 点 在 相 空间 中 移动 的 一 条 曲线 , 这 条 曲线 称 为 相 
凡 在 相 空间 的 演化 轨迹 . 

力学 量 : 既然 体系 中 的 尾 意 可 观测 量 COA B) 在 体系 的 每 个 微观 状态 下 都 有 确定 的 
数值 , 而 体系 微观 状态 又 由 (q.p) RE, 所 以 任意 可 以 用 2 个 变量 (q.p) 表示 的 可 观测 
量 B (q.p) 称 为 动力 学 量 , 即 力学 量 ， 

体系 的 宏观 状态 : 经 验 告诉 人 们 , 从 宏观 上 看 描述 体系 的 平衡 态 实际 上 只 要 用 少数 
宏观 参量 即 可 . 例如 , 热力 学 中 采用 体系 的 体积 V. 压强 р. BE Т. ВЕ E. 外 电场 E. 
外 磁场 H. 电极 化 强度 М. 磁极 化 强度 Р 等 作为 宏观 参量 就 足够 描述 体系 的 宏观 状态 . 

即使 从 这 些 少数 宏观 参量 上 来 看 体系 已 经 处 于 同一 个 宏观 状态 , 但 是 由 于 体系 由 大 
量 粒子 组 成 的 ,从 微观 上 来 看 仅仅 热 运动 就 可 以 使 体系 不 断 地 、 极 其 高 速 地 变更 它 的 微 
MRS. 所 以 体系 的 一 个 宏观 状态 包含 着 为 数 极 大 的 微观 状态 . 

涨 落 : 既然 体系 的 任意 力学 量 在 每 个 体系 微观 状态 下 都 有 确定 的 数值 , 而 体系 的 一 个 
宏观 状态 包含 着 为 数 极 大 的 微观 状态 . 所 以 体系 的 各 个 力学 量 , 如 压强 、 能 量 等 都 会 随 者 
时 间 不 断 变化 , 在 平均 值 左右 不 断 极 快 速度 地 随机 变动 , 这 种 现象 称 为 “ 涨 落 ". 随 着 粒子 
数 增多 , 涨 落 和 平均 值 的 比值 即 相 对 涨 落 变 小 ， 当 粒子 数 足够 大 时 , 相对 涨 落 将 小 得 微 不 
足 道 , 那 时 平均 值 就 足以 代表 每 一 瞬间 的 真实 值 . 涨 落 在 相 变 过 程 中 起 着 关键 的 作用 , 如 
气 液 相 变 临 界 点 附近 密度 的 涨 落 发 生长 距离 的 空间 相关 . 涨 落 问题 、 输 运 问题 (如 导热 、 
导电 Pp Rk. REE) 和 混沌 问题 是 非 平衡 过 程 研究 中 的 三 大 问题 . 

宏观 测量 得 到 的 值 实际 上 是 时 间 平 均值 : 无 论 实际 测量 的 时 间 间 隔 名 么 短 , 被 实验 
测量 的 区 域 是 多 人 么 小 , 宏观 测量 具有 两 个 特点 : 一 是 在 空间 尺度 上 总 是 宏观 小 (足以 分 辨 
性 质 随 空间 的 变化 )、 微 观 大 【仍然 包含 足够 大 量 的 粒子 ); 二 是 在 时 间 尺 度 上 总 是 宏观 短 
{足以 分 辨 性 质 随时 间 的 变化 ), 微观 长 (经 历 足够 多 次 的 微观 状态 的 变化 ). 于 是 在 时 间 尺 
度 上 可 以 认为 , 实验 对 体系 某 个 任意 力学 量 B 的 测量 值 实际 上 是 在 测量 的 时 间 范 围 内 众 
多 微观 状态 下 力学 量 В 的 瞬时 值 B (4) 的 时 间 平 均 值 (p), ШШ 


1 T 
(В) = 3 dtB (t) (1.1-6) 


非 平衡 定 态 : 经 验 表 明 : 体系 处 于 环境 不 变 的 情况 下 , 经 过 一 定 的 时 间 后 , 体系 必 将 
达到 一 个 宏观 上 不 随时 间 变 化 的 状态 , 尽管 还 不 一 定 是 平衡 态 , 但 体系 将 长 久 地 保持 这 样 
的 状态 , 这 种 状态 称 为 非 平 衡 定 态 , 简称 定 态 或 稳 态 (stationary state). 注意 这 里 所 谓 “ 环 
境 不 变 的 情况 ” 指 恒定 的 外 场 . 不 变 的 体系 体积 等 , 不 表示 环境 的 宏观 状态 不 变 . 这 里 所 
谓 体 系 “ 宝 观 上 不 随时 间 变 化 ” 是 指 体 系 的 所 有 宏观 性 质 都 保持 随时 间 不 变 , 确切 地 讲 ， 
22) =й (1.1-7) 
因为 “ 宪 观 性 质保 持 不 变 * 并 不 是 要 求 各 处 (Б) 都 相同 , 所 以 定 态 只 是 时 间 的 偏 导数 , 而 
不 是 导数 . 例如 , 两 端 刘 在 不 同 温度 无 限 大 热源 中 的 金属 板 , 当 处 于 稳定 热传导 的 情况 时 ， 
金属 板 这 个 体系 在 宏观 上 处 于 定 态 , 还 不 是 平衡 态 . 它 的 内 部 存在 热流 . 可 以 证 明 ; 在 不 
变 的 环境 条 件 下 , 定 态 是 使 体系 的 米 产 生 率 最 小 的 宏观 状态 , 而 且 对 于 小 的 环境 扰动 , 定 
态 是 稳定 的 . 定 态 是 非 平衡 态 中 最 容易 研究 的 一 种 , 它 不 是 平衡 态 . 
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平衡 态 : 若 处 于 定 态 的 体系 , 同时 它 的 环境 的 宏观 状态 也 不 变 , 则 这 个 体系 称 为 处 于 

“平衡 态 ” 体系 的 所 有 宏观 性 质 都 保持 随时 间 不 变 , 确切 地 讲 ， 
d(B) 
dt 
当 体系 从 非 平衡 态 变 到 平衡 态 时 , 描述 体系 宏观 状态 所 需 的 宏观 参量 的 个 数 达 到 最 少 . 处 
于 平衡 态 的 体系 , 其 内 部 允许 出 现 某 种 微观 不 均匀 性 , 但 是 不 能 出 现 某 些 “ 流 ", 如 粒子 流 、 
热流 等 , 因为 既然 体系 的 宏观 状态 已 经 不 变 , 那么 这 些 流 必然 给 环境 的 状态 带 来 变化 , 于 
是 这 样 的 体系 仅仅 是 处 于 定 态 而 不 是 平衡 态 . 

广 延 量 和 强度 量 。 描述 体系 宏观 状态 所 需 的 所 有 宏观 参量 , 按照 是 否 与 体系 的 质量 
有 关 , 可 以 分 为 两 类 : 和 质量 成 正比 的 宏观 参量 称 为 广 延 量 , 如 能 量 、 体积 、 自 由 能 等 ; 另 
外 一 类 宏观 参量 它们 与 体系 的 质量 无 关 , 如 压强 、 温 度 等 , 称 为 强度 量 . 

外 参量 和 内 参量 : 宏观 参量 还 有 一 种 不 是 太 重要 的 分 类 法 , 即 按照 是 否 只 取决 于 环 
境 而 与 体系 无 关 把 宏观 参量 可 以 分 为 两 类 : 外 参量 和 内 参量 

“外 参量 " 是 指 一 类 只 取决 于 环境 而 与 体系 无 关 的 宏观 参量 . 例如 , 体系 体积 、 体 系 
的 外 形 、 外 电场 、 外 磁场 等 

“内 参量 " 是 指 一 类 取决 于 体系 内 部 粒子 的 特征 以 及 运动 状态 的 宏观 参量 例如 , Ж 
系 压力 , 它 取决 于 体系 内 部 粒子 的 热 运动 、 粒 子 之 间 的 相互 作用 和 体系 各 处 的 数 密度 . 又 
如 , 电介质 的 电极 化 强度 取决 于 分 子 的 电 偶 极 矩 及 其 取向 . 再 如 , 处 于 重力 场 中 气体 体系 
质心 的 位 移 (相对 于 不 存在 重力 场 的 情况 ) 取决 于 体系 全 部 粒子 坐标 的 分 布 . 内 参量 有 体 
系 的 压力 、 电极 化 强度 、 磁极 化 强度 、 温度 、 能 量 等 

物 态 方程 : 经 验 表明 , 体系 处 于 平衡 态 时 内 参量 依赖 于 外 参量 . 不 过 , 仅仅 用 外 参量 
还 不 足以 完全 确定 体系 的 平衡 态 , 还 必须 加 上 一 个 内 参量 . 例如 , 加 上 体系 的 温度 或 能 量 
气体 、 液 体 或 简单 的 固体 的 平衡 态 可 以 用 压强 P、 体积 V 和 温度 T RHE. 实验 表明 , 这 
三 个 参量 并 非 独立 , 它们 满足 一 定 的 关系 式 


= Ü (1.1-8) 


f (Pp, V.T) = 0 (1.1-9) 


这 个 关系 式 称 为 气体 的 “ 物 态 方程 ". 物质 其 他 形态 下 的 物 态 方程 在 工程 界 有 时 也 称 为 本 
构 方程 . 

讨论 

(1) 力学 量 与 物理 量 ， 既 然 企 图 计算 一 切 物理 量 (至 少 是 指 无 生命 领域 的 所 有 物理 
化 学 性 质 ). 那么 上 述 力 学 量 与 物理 量 的 差别 又 在 哪里 呢 ? 上 述 力学 量 是 指 经 典 意义 下 的 
力学 量 , 是 可 以 表 为 位 置 和 动量 的 函数 , 即 В q.p). 不 属于 这 样 经 典 力学 量 的 物理 量 至 
少 还 有 微观 粒子 的 自 旋 . 例如 , 电子 的 自 旋 现在 知道 不 是 “ 转 ” 出 来 的 , 而 是 它 本 身 具有 
ВО. “WW 的 . 自 旋 是 第 一 个 与 经 典 意义 上 (q.p) 无 关 的 力学 量 ， 不 过 既然 电子 目 旋 角 
动量 可 以 与 轨道 角 动 量 看 合 , 可 见 自 旋 还 是 普通 空间 中 的 向 量 . 总 之 , 电子 上 自 旋 和 其 他 微 
观 粒 子 的 自 旋 都 不 属于 经 典 力 学 的 物理 量 . 

(2) 那么 把 所 有 经 典 的 力学 量 加 上 与 微观 粒子 自 旋 有 关 的 所 有 物理 量 在 一 起 , 是 否 就 
包括 了 “一 切 物 理 量 " 呢 ? 这 种 看 法 在 整个 物理 科学 来 说 是 不 对 的 , 还 有 被 遗漏 的 物理 量 . 
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但 是 , 至 少 对 于 目前 化 学 科学 领域 来 说 , 不 属于 这 个 范围 的 物理 量 而 被 遗漏 几乎 是 不 存在 
的 , 或 者 说 , 即使 存在 也 不 影响 化 学 性 质 . 可 以 说 , 计算 化 学 领域 涉及 的 物理 量 或 是 可 以 
表 为 位 置 . 动量 函数 的 力学 量 , 或 是 与 微观 粒子 自 旋 有 关 的 物理 量 (如 自 旋 角 动 量 、 轨道 
RAK. ETRE. EKE). 


1.2 经 典 力 学 
定义 Lagrange 函数 工 ( 又 称 Lagrangian) 为 体系 动能 了 与 势能 U 之 差 
L (q.q,t) = T - U (1.2-1) 


其 中 , تل“‎ q(t) = {q (t) , qa (0)... ,qs (t)) 是 足以 确定 体系 粒子 位 置 的 一 组 独立 变 
量 , s 为 体系 的 自由 度 , q (t) = {dı (t) مف,‎ (t) gs (D) 为 对 应 的 广义 速度 . 

悄 若 体系 的 势能 U 使 得 体系 粒子 受到 的 力 F = -VD 与 粒子 速度 无 区 (BH F (q,t)), 
这 种 力 称 为 保守 力 . 自然 界 中 的 基本 力 都 属于 保守 力 , 对 应 的 这 类 体系 称 为 保守 体系 . Ж 
体系 粒子 受到 的 力 还 与 速度 有 关 (BH Figg ,رر‎ 则 称 为 非 保 守 力 , 对 应 的 体系 称 为 非 保 
FR 非 保守 力 中 分 为 两 种 力 : 耗 散 力 和 非 耗 散 力 . 总 是 对 体系 做 负 功 从 而 消耗 体系 能 量 
的 力 称 为 耗 散 力 , 如 摩擦 力 . 总 是 对 体系 做 正 功 从 而 增加 性 系 能 量 的 力 称 为 非 耗 散 力 ,如 
磁力 、 爆炸 力 . 但 是 在 模拟 化 学 体系 时 ,只 要 是 在 做 看 得 到 原子 层次 的 模拟 【 即 所 谓 原 子 
模拟 , atomistic simulation), 那么 体系 中 不 可 能 存在 摩擦 力 , 当 又 无 外 磁场 存在 , 则 总 是 保 
TR. 

在 介 现 模拟 (尺度 为 102nm ~ ium) 中 , 不 可 能 作 原 子 模拟 , 而 是 对 原子 经 过 粗 粒 化 
后 作 模 拟 , 这 些 粗 粒 化 的 粒子 之 间 充 许 出 现 HEB". FEES AME “摩擦 系数 ”的 耗 
散 项 , 模拟 所 依据 的 运动 方程 就 要 从 Newton 方程 改 为 Langevin 方程 (W. 3.2 Чї). 0 
溶液 体系 的 模拟 , 把 研究 的 重点 溶质 作 原 子 模拟 , 同时 将 数量 极 大 而 叉 不 是 研究 重点 的 溢 
剂 作 连 续 介 质 近 羽 处 理 , 这 样 也 要 出 现 省 有 随机 力 项 和 耗 散 力 项 的 Langevin 方程 . 这 类 
体系 就 属于 非 保 守 系 . 

以 下 均 讨论 保守 系 . 保守 体系 的 Lagrange 函数 可 表 为 


L(q,q) =T (g) — U (q) = 37тай -] (q 


Я 15; уњ = = =k — U (q) = ; у, Мыдьф = U (9) (1.2-2) 


¿=1 کال‎ k=] 


这 里 {rt 为 d'Alembert 位 形 , 其 中 , FP XARE Мы 定义 为 


3N 


дт; дт; 2 
Мы = i , kisl, رق‎ 1.2-3 
ki سا‎ qk да ' 8 ( ) 


可 见 Lagrange 函数 的 动能 部 分 只 是 广义 速度 的 二 次 型 函数 , 而 与 广义 坐标 无 基 . 


‚16. 第 1 章 ”体系 的 经 典 力学 描述 


1.2.1 最 小 作用 量 原理 和 Lagrange 方程 


经 暴力 学 的 Newton 力学 形式 F = ma 只 能 用 于 简单 的 场合 , 所 以 现在 介绍 更 普遍 
的 经 典 力学 形式 . 这 里 从 最 小 作用 量 原理 【又 称 Hamilton 原理 ) 开始 导出 Lagrange JÉ 
式 的 经 典 力学 

设 体系 在 n 时 刻 从 点 4 出 发 , ERE q(t) TE t 
时 刻 到 达 点 BE 1.2.1-1). 对 于 每 条 可 能 的 路 径 g(t) 可 
以 定义 必用 量 (action) 为 


sta = f Leama азал) 


显然 作用 量 S 是 个 标量 , 它 是 路 径 q(t) 的 泛 函 . 

对 于 给 定 的 起 点 A MAR B اس‎ 6 但 
是 对 于 给 定形 式 的 Lagrange 函数 ( 即 给 定 的 动能 和 势能 )， 
粒子 实际 上 会 走 哪 条 路 径 昵 ? 除了 用 Newton 形式 来 解 
{ 那 将 是 非常 麻烦 的 ) 之 外 , 可 以 等 价 地 用 如 下 的 最 小 作用 


量 原理 来 解 此 极 值 问 题 : 
最 小 作用 量 原理 : 在 各 种 可 能 路 径 中 , 粒子 实际 走 的 真实 路 径 应 当 是 “选取 ”作用 量 
最 小 的 那 条 路 : 
min w Liq, ġ) а} (1.2.1-2) 


式 (1.2.1-2) 表示 改变 可 能 的 路 径 q (t) 使 作用 量 S 达到 极 小 值 . 

这 样 问 题 就 归结 为 一 个 有 约 东 的 变 分 问题 : 设 可 能 路 径 q (1) 作 无 穷 小 的 、 想象 的 虚 
HE ôg it), Вр q(t) — q(t) + وف‎ (t), EEA. SE 8007ا کر‎ qti) = 5g 人 ta)=0 的 约 东 
下 , 改变 虚 位 移 وخ‎ (t) 使 得 作用 量 的 变 分 55 = 0. 于 是 对 式 (1.2.1-1) 两 边 求 变 分 得 到 


ta эв. МО. 
58= | di (Zsu + Sai) 121-3 
7 > ш Əqi š I ) 


i=l 


从 و‎ )( — a (O + 8g (O 可 见 , 它 是 指 在 同一 时 刻 中 的 变 分 , 故 这 是 等 时 变 分 . 可 以 证 
明 在 等 时 变 分 中 , 变 分 算 符 8 可 与 时 间 微分 算 符 Š 对 易 , 即 پور‎ = E = Чы, M 


(эк)‏ کا سو 


将 此 式 代入 式 (1.2.1-3) 右边 第 2 项, 再 积分 得 到 
ا یہ ای‎ (ar) 
+ | eee (ax а (80) 
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因为 约束 ӧд: (ti) = ðq (ta) = 0, 故 上 式 右 边 第 1 项 为 零 . 最 小 作用 量 原 理 要 求 堪 边 
的 作用 量变 分 55 = 0. 最 后 因为 路 径 的 变 分 бе; 是 任意 的 , 故 必 定 有 
جج‎ -号 = а (1.2.1-4) 
PA Lagrange 方程 . 

讨论 

(1) Lagrange 方程 使 得 对 动量 的 认识 更 为 深入 .因为 式 (1.2.1-4) 左边 第 2 项 为 第 i 
号 粒子 受到 的 力 , 故 第 1 项 也 必定 为 力 . 利用 动量 的 时 间 导 数 为 力 的 概念 得 到 广义 动量 
的 定义 

nagp Vi=10)s )1.2.1-5( 


它 与 广义 位 置 g; 对 应 , MATE “ЭЕ”. 动量 的 时 间 导 数 是 力 , 这 样 定义 的 动量 概念 
要 比 动量 p = то 更 为 本 质 , 后 者 只 适用 于 非 相 对 论 的 情况 . 

(2) 如 果 体 系 受 到 外 力 , 则 只 要 把 式 (1.2.1-4)Lagrange 方程 右边 的 零 改 成 该 自由 度 上 
受到 的 外 力 的 分 量 fet 就 行 , BH 
s) = эк = ур, Мі = 1,2,::- 8 (1.2.1-6) 
这 就 是 受到 外 力 的 体系 的 Lagrange 方程 , 是 保守 系 中 粒子 实际 服从 的 运动 方程 . 

从 式 [1.2.1- 介 一样 可 以 得 到 通常 的 Newton 方程 : 来 源 于 保守 体系 内 部 相互 作用 而 施 


加 在 i 方向 的 力 为 势能 的 负 梯 度 在 该 方向 的 分 量 , و‎ = -E = 2 又 因为 2 =, 


а УТ ала ер 
m کے‎ (92) -Pi - یں‎ 于 是 对 于 保守 体系 , 式 (121.6) 可 改写 为 


ты = fi" + fe Yi=1,2, ود‎ 


这 就 是 通常 的 Newton 方程 , 质量 m 的 粒子 在 i 方向 受到 的 力 m 为 外 力 f" 和 来 自 
体系 内 部 势能 造成 的 力 fi? 的 合力 . FIN Lagrange 方程 与 Newton 方程 在 力学 上 是 等 价 
的 , 只 是 用 一 组 s 个 二 阶 联 立 微分 方程 组 代替 了 一 组 3N 个 联 立 二 阶 微分 方程 组 【附加 
N 个 约 东 条 件 )， 

Lagrange 方程 的 优点 在 于 它 是 关于 独 了 并 变量 之 间 的 方程 组 , 而 Newton 方程 通常 不 
是 独立 变量 之 间 的 方程 组 . 

(3) Lagrange 函数 L (а, q,t) 的 不 确定 性 . 

求证 : FEN Ligg, t) 是 Lagrange 方程 ( 见 式 (1.2.1-4)) 的 解 , 而 另 一 个 函数 


La (4,4) =1(44,0 + 57040) (1.2.1-7) 


其 中 , f(q.t) 为 广义 位 置 和 时 间 的 任意 函数 , 则 函数 La (9,0,1) 也 是 Lagrange 方程 的 解 . 
这 个 性 质 称 为 Lagrange 函数 的 不 确定 性 . 
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证 明 将 式 (1.2.1-7) 代入 式 (1.2.1-4) 的 左边 , 得 到 
d (ðL) _ ھ9‎ а df 8 df 
; dq: zaa) a + f) 
а еа 
dt \ðġ аад, дд Әф (г) 


日 /df df 
- 25: (E) - AE ۹ سواہ‎ 


RA flat) 为 广义 位 置 和 时 间 的 函数 , 故 É = gt + 下 ， 将 此 式 分 别 代 入 式 
(1.2.1-8) 右边 的 第 1. 2 项 , 得 到 


ә /df аа |< ау а јар | ة۵‎ ۶ 
ia (ж) = а Douh- ifia) -а (0) 


Pf‏ ر 
آ9۵ ` و۵,وق نج 


j=1 


df ð | ар. ðf Ëf. #f 
Oq, راج‎ ШЕ ч وق‎ 4 7 Эти, К 
再 将 它们 代入 式 (1.2.1-8) 右边 , 得 到 
d /BLa\ аһ 
dt ( дф: ) Bq 
(4) 从 最 小 作用 量 原理 得 到 Lagrange 方程 , 而 不 是 从 Newton 定律 得 到 Lagrange 7 
程 , 使 得 我 们 走出 单纯 唯 象 的 做 法 而 进入 力学 的 理性 深 处 . 
1.2.2 Hamilton 正则 方程 
Legendre 变换 是 一 种 把 函数 的 一 组 独立 自 变 量 中 的 一 部 分 换 成 同样 个 数 的 另 一 组 独 
立 自 变量 的 数学 方法 【 见 附录 E). 可 见 式 (1.2-1) 定义 的 Lagrange 函数 Ligg t) 的 独立 
变量 也 可 以 换 成 男 外 一 组 独立 变量 ， ا مھ‎ L 对 于 老 变量 的 偏 导数 . 所 以 
可 以 把 Ligg O 中 的 变量 ون‎ 换 成 2 = р. 记 {pi} = р, 并 接 照 附录 E 中 的 式 (Е.1-3), 
定义 


= 8, با ڑل ,0= 


H (q,p,t) = Ур — L (9,0,0) (1.2.2-1) 


ü=] 
H (q, p, t) راتا‎ Hamilton AX (Hamiltonian function), 其 中 , 广义 位 置 g 和 广义 动量 
p 构成 了 描述 体系 力学 状态 的 另 一 组 独立 自 变量 . Hamilton 函数 H (q, p,t) 是 Lagrange 
函数 Liq, q,t) 经 过 Legendre 变换 之 后 的 产物 . 在 式 (1.2.2-1) 中 共有 4 种 自 变量 ہو‎ 让 ,mi 
将 式 (1.2.2-1) 等 号 两 边 分 别 对 这 4 种 自 变 量 求 偏 导数 得 到 
ӨН ðL 


n ` a (1.2.2-2а] 
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ðH аг 
= 一 一 一 1.2.2-2b 

Ӧд: Эф ) 
ӨН ÖL 

— =l = pa سی‎ 1.2.2-2с 
89, Pi дб; ( ) 
=a = ф (1.2.2-24) 

Pi 


得 到 式 (1.2.2-2d) 的 根据 是 22 = 0. 将 式 (1.2.2-2c), 式 (1.2.2-2b) 先后 代入 Lagrange 77 
程 (1.2.1-4) 得 到 | 


== )1.2.2-3( 
式 (1.2.2-3) 与 式 )1.2.2-20( 一 起 
4 87 
= s 2 | 
` ƏH Yi = 1,3, ,8 (1.2.2-4) 
Pi Ba’ 
Fl Hamilton 正则 方程 . 
讨论 
(1) 能 量 守恒 体系 中 的 Hamilton 函数 : 根据 式 (1.2-2), 保守 系 的 Lagrange 函数 可 表 
为 
&(а4,4 = 5 У) Мыйй— U (q) (12.24) 
1م‎ 


其 中 , 广义 质量 Mu = سے کے و‎ == (kyl و‎ 2 ,3). 可 见 {Мы} 仅 与 广义 位 置 有 关 ， 


而 与 广义 速度 无 关 , ВП سیب‎ 0+0 Бе: АЕ Н) ان‎ RN. 

根据 数学 中 m W Euler 齐 次 函数 的 定义 (Ж Ж F): F (Ат, Aza, ° ATN) = 
А" (n, aa, ошм), ود,د)ظ/ لال‎ отм) 称 为 mm 次 了 Euler 齐 次 函数 . m IK Euler 齐 次 
pR ЖАН FE ph 


N 


>` 27, = mf (Z1, 32, EN) 


1=1 


记 式 (1.2.2-5) Lagrange 函数 的 动能 部 分 为 


T= - X. Merdkd (1.2.2-6) 
k,1=1 
可 见 动能 T 是 二 次 Euler ہس سا ار رر ار‎ = 2T. 再 由 
k=1 
zÉ (1.2.2-1) 得 到 


H (q.p.t) 588 L= سو‎ 2T-(T-U)=T+U=E (122-7) 
=1 
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可 见 在 保守 系 的 情况 下 , H 就 是 体系 总 的 机 械 能 . 对 于 能 量 守恒 的 体系 , Hamilton 函数 就 
是 体系 总 能 量 E. 

(2) 对 于 保守 体系 , 动能 只 是 动量 的 函数 , 而 势能 只 是 位 置 的 函数 . 因此 , 式 (1.2.2-4) 
的 第 1 个 表达 式 代 表 速 度 的 方程 : 等 式 左边 是 速度 , 右边 是 总 能 量 对 动量 求 导 . 对 于 保守 
体系 实际 上 就 是 动能 对 动量 求 导 , 也 是 速度 . A (1.2.2-4) 的 第 2 个 表达 式 代表 了 力 的 方 
程 : 等 式 左边 动量 的 时 间 导 数 是 力 , 右边 是 总 能 量 的 负 梯 度 , 对 于 保守 系 就 是 势能 的 负 梯 
E, 当然 也 是 力 . 

(3) {р.а} = {pi روص‎ q.) 是 描述 体系 运动 的 一 组 独立 变量 , 称 为 正则 变量 . 
由 {p,q} 张 成 的 空间 称 为 相 空间 , 记 为 Г. 相 空间 中 的 向 量 (p. gj( 即 Г 空间 中 的 一 个 相 
FA) 实际 上 就 是 体系 的 一 个 微观 力学 状态 ,“ 相 ”就 是 体系 的 微观 状态 . 体系 的 微观 力学 状 
态 随 时 间 的 变化 就 相当 于 相 点 在 相 空 间 中 移动 的 一 条 曲线 , 故此 轨迹 称 为 时 间 演 化 轨迹 

(4) Hamilton 正则 方程 的 时 间 反 演 不 变性 : 在 时 间 反 演 (t -e 的 变换 下 , 相应 地 
dt = —dt, q ¬ q, p = =p, El q — -4 É p — 对 于 保守 体系 , 得 到 工 一 工 和 


GH. ния Hamilton 正则 方程 ( 见 式 (1.2.2-4)), 可 见 Hamilton 正则 方程 ġ = pe 
йа پت‎ 在 时 间 反 演 的 变换 下 是 不 变 的 


5) 因为 Hamilton 正则 方程 来 自 Lagrange 方程 , 而 后 者 及 来 自 Hamilton RE. 在 
其 他 科学 领域 同样 感受 到 能 量变 分 原理 起 着 一 种 更 为 本 质 的 作用 , 使 人 们 看 到 “能 量 * 是 
比 “ 力 ”更 为 本 质 的 物理 量 . 原来 的 Newton* 力 学 ”似乎 改造 成 了 “能 学 ". 尽管 两 者 等 价 ， 
但 是 Hamilton 力学 更 为 本 质 . 
1.2.3 ”最 小 作用 量 原理 与 Hamilton 正则 方程 

也 可 以 用 最 小 作用 量 原理 得 到 Hamilton 正则 方程 . RAA (1.2.1-1). 式 )1.2.1-2 和 
式 (1.2.2-1), Ж 

55 = Ji Ldt = :| (Ean = н) dt (1.2.3-1) 
ЁЛ ti 


按照 最 小 作用 量 原理 ,粒子 是 在 同一 固定 的 时 间 范 围 内 (t 一 ts) 比较 不 同 的 路 径 
qı (t) 使 作用 量 S 达到 极 小 值 , 即 设 路 径 q (t) 作 无 穷 小 的 变化 q (t) 一 q (t) + ôq (t), 在 路 
径 始 端 、 终端 虚 位 移 为 零 的 约 东 下 , 使 得 作用 量 的 变 分 85 = 0, 也 即将 式 (1.2.3-1) EE 
分 应 该 为 零 , 即 


0= %5 = B کو عو سا‎ s. (22 Bgi + А ôn) ba 
考虑 到 (рб) = pêq: + کہ‎ (5) = ӧд, + pêd, 故 可 继续 写 为 


(Boa + on) bar‏ دک - Dba‏ 2 اس 
a | EL E) + (aja‏ 


تہ © 
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因为 始 端 , 终端 的 虚 位 移 وت‎ 为 零 , 故 上 式 第 1 MAF. 于 是 


1 ¿=1 


根据 式 ااووووں‎ = ф;, Vi, 故 


Әр; 
Z. age. BEV 
0 = یق‎ = – |. 22 б + аг) 9ة‎ (1.2.3-2) 
因为 各 路 径 变 分 {ба} 都 是 任意 的 , 故 上 式 成 立 的 充分 必要 条 件 是 
МЕ ...لاس‎ ,8 )1.2.3-3( 
дч 
于 是 , 根据 最 小 作用 量 原理 从 Hamilton 正则 方程 的 速度 方程 得 到 了 它 的 力 方程 (AA 
(1.2.2-4)). 
讨论 


(1) Hamilton 正则 方程 是 与 Lagrange 方程 等 价 的 经 典 力 学 运动 方程 , 设 有 本 质 的 差 
别 . 把 s 个 二 阶 微分 方程 组 (后 者 ) 换 成 了 2s ЛЮ Л EH (ЙТ Ж). Hamilton 函数 


与 Lagrange 函数 两 者 之 间 由 Legendre 变换 H (q.p.t) = Y фр - L (q,q,t) 联系 起 来 ， 


i=] 
独立 变量 由 (g.g. t} 换 成 了 {q p, t}- 


(2) 式 (1.2.2-2а) کے‎ = - 表示 Hamilton 函数 是 否 显 售 时 取决 于 Lagrange 函数 


EE RAR. 不 过 , 无 论 如 何 (Н + L) BETEAN, 即 必 有 
Ә(Н +L 
سے‎ ) 20 (1.2.3-4) 

(3) Hamilton 正则 方程 在 建立 理论 框架 上 有 优势 : 正 因为 Hamilton 函数 H (q, p, t) 
的 独立 变量 {9g,p,t} 对 应 的 是 由 т = (q.p) 张 成 的 相 空间 Г, 而 r 相 空间 体积 元 关于 正 
则 变换 具有 不 变性 . 如 果 用 2s 个 变量 (а, a} 张 成 高 维 室 间 , 则 不 具有 这 种 不 变性 . 

(4) 这 里 关于 Hamilton 正则 方程 的 形式 理论 采用 了 吴 大 内 的 正确 观点 由, 而 不 是 党 
见 的 Goldstein .اق الا‎ 原因 在 于 , 在 变 分 中 各 种 不 同 ба 的 路 径 必 须 在 同一 时 间 段 t 到 
to 内 完成 , EER {oq} 是 任意 的 , 那么 {5p;} 就 不 能 是 任意 变动 的 . 


1.2.4 Hamilton-Jacobi 方程 


作用 量 S 是 Lagrange 函数 对 时 间 t 的 定 积分 . 现在 讨论 Lagrange 函数 对 时 间 ص٠‎ 
定 积分 的 含义 . 对 于 能 量 守恒 的 体系 , 根据 式 (1.2.2-7)Hamilton 函数 就 是 体系 总 能 量 E, 


8 
° Н = у. iP  ]ر سے‎ Е (1 .2.4-1) 
ا‎ 


定义 函数 | 
5 = |: (q, Q, t) dt )1.2.4-2( 
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对 于 能 量 守 恒 的 体系 ， 


5 = |: (9,4,1) dt = [位 qipi 一 3 dt = sima - Et (1.2.4-3) 


=1 i=l 


可 见 函数 S = 5 (9,1) EF 


385 
z =-E=-H (1.2.4-4) 
和 
55 ы (1.2.4-5) 
函数 S 称 为 Hamilton 作用 函数 . 再 从 式 (1.2.4-4) 和 式 (1.2.4-5) 得 到 
85 8s ` 
ҮН (a да” ) = 0 (1.2.4-6) 


FA Hamilton-Jacobi 方程 . 从 这 个 方程 可 以 解 得 函数 S (q.t), 维 而 代入 式 (1.2.4-4) 和 
式 (1.2.4-5) 求 得 此 体系 的 能 量 和 动量 {pi (q, 0), 最 后 得 到 广义 位 置 q, = q. (q.t). 这 样 求 
解 广义 位 置 的 方法 尽管 相当 复杂 , 但 毕竟 还 是 经 典 力学 动力 学 方程 的 一 种 表达 形式 . 
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第 2 章 势能 IRE 


“我 们 不 说 那些 由 基本 原理 推 ( 导 ) RHR. " 
录 自 略 兴 林 教授 的 书 《 高 等 量子 力学 》, 高 等 教育 出 版 社 1999 年 版 , 第 80 页 


本 章 从 介绍 Hohenberg-Kohn 第 一 定理 开始 , 在 严格 的 量子 理论 的 基础 上 建立 “结构 
决定 一 切 ” 的 思想 . 明确 了 对 于 处 于 基态 的 化 学 体系 , 只 要 知道 它们 的 核 骨架 即 分 子 结 构 ， 
原则 上 就 能 以 此 为 起 点 着 手 计 算 该 体系 的 所 有 化 学 性 质 . 核 骨架 就 是 位 形 空间 中 心 位 形 ， 
由 此 引出 势能 超 曲面 , 简称 势能 面 . 分 析 势 能 面 的 几何 特点 , 尤其 是 其 中 的 极 小 点 ( 即 构 
9) Ж as. 

通常 分 子 模拟 的 第 一 步 都 是 在 计算 机 上 采用 各 种 分 子 设计 软件 构建 分 子 模型 , 接 下 
来 再 进行 儿 何 优化 、 构象 分 析 以 期 得 到 分 子 的 基态 结构 为 此 本 章 再 介绍 几 种 能 量 优化 
的 方法 : АЙШЕ ТЕ. 最速 下 ШЕЕ, 共 辆 梯度 法 、Newton-Raphsonm 法 以 及 寻找 过 渡 态 的 几 
种 方法 . 


2.1 Hohenberg-Kohn 第 一 定理 


由 很 多 个 电子 和 不 同 种 类 的 多 个 原子 核 构成 的 体系 称 为 “多 电子 体系 ". 化 学 体系 就 
其 物质 的 根本 组 成 来 说 也 是 一 种 多 电子 体系 . 化 学 家 在 其 为 数 不 雪 的 科学 判 据 中 , 很 久 以 
来 就 有 一 条 结论 : 分 子 结构 决定 了 分 子 的 性 质 . 这 是 化 学 家 长 期 以 来 根据 实验 事实 归纳 
得 到 的 经 验 , 从 来 也 没有 被 严格 证 明 过 . 1964 年 , 加 利 福 尼 亚 州 大 学 的 Walter Kohn 教授 
和 Hohenberg 博士 从 Schrödinger 方程 出 发 “严格 ”地 证 明了 它 , 构成 了 Kohn Rik 1998 
年 详 贝 尔 化 学 奖 的 部 分 成 就 

Hohenberg-Kohn 第 一 定理 ”多 电子 体系 若 其 基态 是 非 简 并 的 , 则 该 基态 体系 中 核 
与 电子 的 相互 作用 势能 vir) 唯一 地 取决 于 体系 的 电子 密度 pfr] (只 差 一 个 无 关 紧 要 的 常 
او‎ 

证 明 УХ, 体系 核 骨架 的 几何 形状 决定 了 (r). 从 Schrödinger 方程 出 发 , 用 反 证 
法 求证 如 下 : 

假设 以 上 定理 不 成 立 , 则 一 个 多 电子 体系 的 电子 密度 p (r) 必定 对 应 着 至 少 两 个 不 同 
核 骨 架 形状 的 体系 . 这 两 个 基态 体系 的 差别 仅仅 是 核 位 置 的 不 同 . 其 中 核 与 电子 的 相互 作 
用 能 算 符 分 别 设 为 v(r) 和 vw (т). 令 这 两 个 基态 体系 ( 记 为 体系 1 和 体系 2) 的 Hamilton 
Жї. 体系 波 函 数 和 能 量 分 别 为 H. کبس‎ 和 ,راس‎ Ж, 


H = T+ v + Tee (2.1-la) 


H = T + vv +w. (2.1-1b) 
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其 中 , TAT 分 别 是 体系 1 和 体系 2 中 电子 和 原子 核 的 动能 算 符 , ve Av 是 两 体系 中 
“电子 一 电子 " 之 间 的 势能 算 符 . 从 量子 力学 原理 可 知 

(1) 形式 上 , 量子 力学 算 符 T = T, ve = ve MAARE н 和 Hr 算 符 的 差别 就 在 
vir) 和 v (r) E, 进而 有 


Н= Н +у-у ИН =Н+ү -v (2.1-2) 
(2) 基态 体系 1. 体系 2 分 别 服从 Schrödinger 定 态 方程 , 即 
нр = ФЕ (2.1-3a) 
HV’ = اس‎ | (2.1-3b) 
(3) 体系 1. 体系 2 的 电子 密度 o (r) 分 别 是 波 函 数 的 复 平方 , 但 题 设 两 体系 密度 相 
|а], 
对 于 体系 1: 
р(т) = #* (r) Ф (r) = [0 (r) (2.1-4a) 
对 于 体系 2: А 
p (r) = P" (r) 更 (т) = |Ф' (r)| (2.1-4Ь) 


(4) 量子 力学 变 分 原理 说 明 , 如 果 体 系 准确 的 基态 波 函 数 p 已 经 找到 , 则 基态 能 量 
可 以 按照 E = ( |H] Р) 得 到 , 即 对 于 体系 1、 体 系 2 分 别 有 


E = (F |H| F) (2.1-5a) 
E" 一 《时 | 本 | ш) (2.1-5b) 
ШАО ЕС p 没有 找 准 , 则 因 题 设 基态 非 简 并 , METH E < (р ну). 于 是 对 于 


体系 1 有 
E = (Ë |н Ф) < (Ф'|н| 更 人 = (Ф'|Н' + v — v'| ¥) = (| B+ |v | pn 
= E' (| — v| р") 
注意 到 核 与 电子 的 相互 作用 能 算 符 v (r) 和 v (r) 只 是 普通 的 乘积 算 符 , 故 其 中 第 2 


项 为 
(Ф |v 一 到 | Y’) = |а P (r) (v — v) F' (r) = far (v — v") 7° (r) اس‎ (r) 
= | ar (v - vot) 
于 是 
E = (PF |B| ) < (ри FY} = ار‎ + | ar (v = м) (r) (2.1-6a) 
同样 对 于 体系 2 有 不 等 式 


E = )' |B'| E°) < (Ф|НҤ | P) = (Ф|Н+у' — v| p) = (P |H| P) + (ë |v — v| 5) 
=E +F |у = v| ڑکا‎ 
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同 理 , 其 中 第 2 项 可 写 为 
(ш |а’ у #)= | dr 更 * (r) fw м) 7 (r)=|ar (v'—v) Ф" (r) 7 (r)= а (у'—ч)р(т) 
于 是 
Е' = (Ф'|н'| Ф'у < (Ф|Н | Ф}=Е- |а (v = v')p (r) (2.1-6b) 
将 式 (2.1-ба) 和 式 (2.1-6b) 相 加 得 到 
E + E! < E + E' 


AE 1с 078510. 所 以 , 以 上 一 个 多 电子 体系 的 电子 云 密度 р (r) 对 应 着 至 少 两 种 不 
同 核 骨 架 的 假设 不 成 立 , 即 一 个 о(т) 只 可 能 对 应 着 一 种 核 骨架 , 于 是 必定 v = v. п 


讨论 
1) 尽管 上 面 定理 是 在 基态 非 简 并 的 条 件 下 证 明 的 , 但 是 进一步 的 研究 可 以 证 明 即使 
是 简 并 的 基态 以 上 定理 也 成 立 Bl 


(2) 推论 : لکن ہک‎ о т p (r). 其 原因 是 : 
既然 基态 多 电子 体系 的 电子 云 密 度 p (r) 与 外 场 v (r) 是 一 一 对 应 的 , 于 是 pfr) 只 可 能 对 
应 着 一 个 Hamilton 算 符 . еме еа ہمد‎ E 是 密 麻 的 唯一 证 函 


ƏN 
ФЕ еме 
Rê). 等 都 随 之 决定 了 , 其 他 所 有 性 质 也 都 定 


电 负 性 x = 一 (бє). 绝对 硬度 7 = z 
Ta | 

(3) 这 是 一 个 非常 简单 、 漂 亮 的 理论 证 明 . 基态 体系 的 核 骨架 决定 了 体系 的 一 切 物 
理化 学 性 质 {BF}, 即 “ 结 构 决 定 一 切 ”. 这 一 点 化 学 家 似乎 早 就 默认 了 , 但 是 从 来 没有 被 严 
格 证 明 过 . 一 定 意义 上 , 整 幢 化 学 科学 大 厦 就 建立 在 此 基础 上 . 现在 Hohenberg-Kohn 第 
一 定理 证 明了 .只 要 Schrödinger 方程 和 变 分 原理 威 立 , Hohenberg-Kohn 第 一 定理 也 就 
成 立 . 

W. Kohn 是 赁 两 篇 文章 荣获 1998 年 诺 贝尔 化 学 奖 的 , 上 面 这 一 段 就 是 第 一 篇 , 配 得 
EFF SRE. 当然 Kohn 的 那 两 篇 文章 在 最 初 的 十 多年 里 引用 率 相 当 低 .这 也 是 常 
EE; AFRE, 无 法 立刻 看 懂 , 引用 率 就 必然 低 . 另 一 个 类 似 的 例子 是 1984 年 我 国 数学 家 
RERI “Hamilton Ж ЖЕРЕ” (ШЖ, 3.8 节 ), 这 项 对 世界 科学 的 不 朽 贡 献 被 人 理解 也 费 
了 十 几 年 的 周折 . 这 就 是 硬 科 学 (hard science) 与 软 科学 (soft science) 的 差别 . 这 个 道理 
肯定 也 是 硬 道 理 . 

(4) 1968 年 , E. B. Wilson Jr. 说 : “我 们 相信 能 进一步 把 任何 物理 量 的 计算 归结 到 一 
阶 约 化 密度 о (те) 的 计算 , 这 就 是 通常 的 三 维 空间 中 普通 意义 上 的 电子 密度 . "向 .1968 Е, 
J. R. Platt Yi: “FW 30 年 之 后 我 们 还 整 在 Schrödinger PEER? 这 从 来 就 不 是 为 多 电 
了 于 体系 设计 的 . Fermi, Pauli, Pauling 没有 把 它 当 作 教 条 . Bohr 在 ‘经典 对 应 原理 ' 里 也 没 
有 把 它 当 作 教 条 . "| 

(5) 虽然 这 里 讲 的 是 量子 力学 , 不 过 它 与 经 典 力学 在 如 下 意义 上 是 “自治 "的 : Hohen- 
berg-Kohn 第 一 定理 表明 所 有 原子 核 的 位 置 只 能 决定 基态 的 所 有 性 质 , 还 不 能 决定 激发 
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态 的 所 有 性 质 . 这 样 , 是 不 是 理论 还 缺 了 点 什么 呢 ? 悄 车 可 以 证 明 所 有 原子 核 的 位 置 也 能 
HUE MESE MA, 那么 就 意味 着 只 要 知道 体系 所 有 原子 核 的 位 置 , 连 它们 的 回 度 都 不 必 知 
ІН, 就 足以 决定 体系 的 全 部 微观 状态 , 那 就 与 经 典 力学 中 位 置 加 动量 才 决 定 微观 状态 有 了 矛 
گا‎ Г. 所 以 可 以 从 经 典 力学 猜测 那 种 基于 激发 态 的 Hohenberg-Kohn 第 一 定理 是 几乎 不 
可 能 被 证 明 的 . 

(6) 既然 基 访 的 分 子 结构 决定 其 一 切 性 质 , 所 以 基于 基态 体系 的 一 切 化 学 计算 , 模拟 
必定 要 先 从 结构 着 手 . 这 也 是 本 书 首先 要 推出 Hohenberg-Kohn 第 一 定理 的 道理 , 在 一 个 
坚实 的 基础 上 面 营 造 计 算 化 学 这 由 大 厦 . 


2.2 ”分子 结构 文件 表达 方法 


在 利用 计算 机 处 理化 学 问题 时 , 首先 过 到 的 问题 是 如 何 让 分 子 的 三 维 结构 数据 能 以 
字符 格式 记录 下 来 , 以 便 将 来 可 以 从 中 得 到 唯一 的 结构 表达 . 分 子 结构 的 文件 表达 方法 不 
是 唯一 的 ， 它 纯粹 是 人 为 的 , 只 要 求 能 够 用 计算 机 图 形 学 的 方法 把 它 得 到 变 成 唯一 的 结 
构 表 达 即 可 . 分 子 结构 文件 的 格式 分 为 两 类 : 直角 举 标 法 、 内 坐标 法 ( 即 Z-matrix j4). 
至 于 常用 的 具体 软件 输入 文件 格式 则 有 许多 , 具体 参见 表 2.2-1 中 所 列 的 文献 . 它们 大 部 
分 用 ASCII 码 写 成 , 所 以 把 文件 打开 与 分 子 结构 对 比 就 可 以 大 致知 道 格 式 的 写法 . 以 下 
简单 介绍 常用 的 直角 坐标 法 和 内 坐标 法 格式 . 


ж 2.2-1 ”常用 软 性 输入 文件 格式 的 亦 献 


HAIE 软 性 名 或 较 件 公司 ва ٭٭‎ 

* gjf, ®.соп Gaussian98/03, Gauss View [1,2], http://www gaussian.com/ gurm in put. htm 
* ent, *.pdb Protein Data Bank [3], http://www. wwpdb.org/docs. html 

“mol MDL 4] 

* mol2 Sybyl Mal2 format http://www. tripos. com; data; support; mol? pdf 

* amt МОРАС Z-matrix [5] 

其 他 http://openbahel.arg/wiki/Category:Formats 


Foresman J B, Frisch A. Exploring Chemistry with Electronic Structure Methods: A Guide to Using‏ [۱1:٭ 

Gaussian, Second Edition, Gaussian, Inc., Pittaburgh, РА, USA, 1996. 

[2| Hehre W J, Radom L, Schleyer P v R, et al. Ab Initio Molecular Orbital Theory. New York: John 
Wiley & Sons, 1986. 

[3] Protein Data Bank Contents Guide: Atomic Coordinate Entry Format Description, Version 3.1, 
July 19, 2007; Version 3.1, February 11, 2008. 

[4] MDL Information Systems, Inc., CTFile Formats, 14600 Catalina St., San Leandro, CA 94577, 
2003. 

[B] Stewart J J P. MOPAC Manual, Sixth Edition, United States Air Force Academy, CO 80840, USA, 
October 1990. 


2.2.1 直角 坐标 表达 法 


N 个 原子 核 的 分 子 有 3N 个 坐标 [ri ۷د‎ = 1(1) N}, 将 它们 排 成 表格 如 表 2.2.1-1 
即 可 . 
X 射线 晶体 衍射 法 得 到 的 非 氧 原子 坐标 的 输出 文件 往往 采用 此 格式 . 因为 X 射线 入 
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射 实际 上 “看 ”不 到 原子 核 , X 射线 衍射 是 它 与 电子 云 相互 作用 的 结果 . 衍射 得 到 的 “ 原 
子 核 ”的 位 置 实际 上 是 分 子 中 每 个 原子 周围 电子 云 的 质心 位 置 . 对 于 原子 序数 大 的 原子 
来 说 两 者 的 差别 还 比较 小 , 可 是 对 于 氧 原子 来 说 两 者 就 往往 差别 较 大 , 故 X 射线 晶体 入 
射 法 无 法 得 到 氧 原子 核 的 坐标 位 置 , 需要 通过 结构 化 学 的 知识 , 把 氧 原子 坐标 补 上 , 或 者 


通过 中 子 衍射 实验 测量 氨 原 子 的 位 置 . 
Ж 2.2.1-1 
原子 编导 | г 7 ži 

1 TI 1 31 

2 T3 Ya 9 

М | EN YN IN 
2.2.2 ”内 坐标 法 

内 坐标 法 就 是 通过 价 键 的 连接 关系 和 键 长 r、 键 和 a. 二 面前 6 来 表示 原子 核 的 位 

置 的 方法 . 


(1) ZBA: 键 长 r 是 两 个 原子 之 间 的 几何 关系 , ئل‎ a 是 三 个 原子 之 间 的 几何 关 
Ж, 而 四 个 原子 ABCD 之 间 的 几何 关系 用 二 面 角 (dihedral angle WER torsion angle) Ж 
表示 (图 2.2.2-1), В ABC 和 BCD HM FERX 0 = (A-B-C-D). 其 定义 域 为 
—180° < 0 < 180°. 8 的 正 负 值 由 IUPAC 和 IUB 两 个 国际 组 织 作 出 约定 如 图 2.2.2 1 所 
کہ‎ 从 前 一 个 原子 4 到 后 一 个 原子 D. 顺 时 针 方 向 为 正 值 , 道 时 针 方 向 为 负 值 四 . 


LUMET TEE 
AAD) 


图 222-1 MARES 
(2) 分 子 结构 的 内 坐标 法 : 这 里 通过 图 2.2.22 的 化 台 物 不 难看 出 如 何 得 到 如 表 22.2 1 


所 示 的 内 坐标 法 输入 文件 格式 . 

GH 
3F Үй AF 28 ы 
| | | _ чч | 
БН ан 226 

TCI oH H 
Сїт 
图 2.2.2-2 


对 于 会 N 个 原子 的 分 子 , 由 于 并 不 关心 质心 的 位 置 及 分 子 的 方位 ( 共 6 个 自由 度 )， 
所 以 内 坐标 表示 法 中 标 出 3N — 6 个 几何 参数 ; 每 一 个 原子 位 置 都 要 靠 此 前 已 经 确定 了 位 
置 的 原子 来 确定 , 所 以 表 2.2.2-1 中 最 后 3 列 的 i, j,k 是 指 在 确定 某 个 原子 的 位 置 时 所 依 
据 的 其 他 原子 的 编号 , 如 表 中 的 7 号 Cl 原子 位 置 的 确定 依据 三 项 : 7 一 1 号 两 个 原子 间 的 
键 长 , 7 一 1 一 2 号 三 个 原子 之 间 的 键 前 和 7 一 1 一 2 一 6 号 四 个 原子 之 间 的 二 面 衣 . 可 见 表 
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2.2.2-1 最 后 3 列 的 i, j,k 是 甘于 分 子 中 原子 连接 关系 的 信息 . 与 之 对 比 , 直角 坐标 法 的 内 
RERA N 个 几何 参数 , 没有 连接 关系 . 两 者 信息 含量 是 不 同 的 . 

有 时 内 坐标 法 也 可 以 用 表 2.2.2-2 所 示 的 Z 矩阵 法 (Z-matrix) 作为 输入 文件 的 格式 
(模型 分 子 与 图 2.2.2-2 所 示 的 一 样 , 只 是 编号 略 有 不 同 ). 


表 2.2.2-1 分子 的 内 坐标 表示 法 的 输入 文件 格式 


编号 原子 rÀ а/(°) ТЕ i j k 
1 0 = = = 
2 C 1.54 - => 1 = 
3 F 1.36 109.5 == 1 2 
4 H 1.09 109.5 180 2 1 3 
Б Н 1.09 109.5 80 2 1 3 
G H 1.09 109.5 — 2 1 3 
7 СІ 1.28 109.5 180 1 2 ü 
ñ F 1.36 109.5 180 1 2 5 


М | 4: 
表 2.2.2-2 采用 Z 矩阵 内 坐标 囊 示 法 对 模型 分 子 ” 写 出 的 输入 文件 


原子 编号 i rÀ j ax (°) k arie) 
C1 ; 
С? Cl 1.54 
F1 Gl 1.36 С? 109.5 
H1 ca 1.09 Cl 109.5 71 180. 
H2 C2 1.09 Cl 109.5 Е1 60 
H3 Со 1.09 C1 109.5 Е1 —60. 
СИ С1 1.2В сә 109.5 H3 180. 
F2 С 1.36 c2 109.5 H2 180 
٭‎ RMT 
H3 
Fl. 1| „F2 13۳1 o 
B | a 
H2 н „ЧА | 
сп Hz 817 


分 子 的 内 坐标 法 和 直角 坐标 法 各 有 各 的 用 处 .不 过 在 能 量 优化 的 算法 中 内 坐标 法 往 
往 用 较 少 的 选 代 次 数 就 可 以 达到 同样 的 能 量 收 黎 赣 值 中 (4 2.2.2-3). 


表 2.2.2-3 直角 坐标 和 内 坐标 文件 格式 在 能 量 忧 化 过 程 中 的 比较 


ê ЕЕЕ В ا‎ 

и | БЫР 直 朋 坐标 格式 ШЕ 
EH Ca Ha 了 9 

ЈЕ Cao Hi 23 8 
Spiro|2,2]octaplane Сә. Ha 54 20 
E 0:۱819 88 18 
ШЕ: و‎ х Ca Haa 189 23 
AFI Car Нав №2 Оз 258 45 
RTE Саз Нав 246 35 


0 Ca2 Haa Na 6 642 60 


23 势能 面 及 其 特征 如， 


内 坐标 法 的 输入 文件 还 有 另 一 种 形式 : 先 用 “变量 ” 先 代入 , 最 后 将 变量 赋值 . 这 里 
还 以 图 2.2.2-2 所 示 的 化 合 物 为 例 , 这 种 形式 的 输入 文件 如 表 2.2.2-4 所 示 . 


用 变量 表示 的 内 坐标 法 输 六 文件 格式‏ 2.3.2-4 کان 


С 1 ٥08ج‎ 

Е 1 CFlength 2 Tangla 

H 2 CHlangth 1 Tangle 3 180.0 
H 2 CHlength 1 Tangle 3 60.0 
H 2 GHləngth 1 Tangle 3 -60.0 
21 1 CCllength 2 Tangle 6 180.0 
F 1 CFlength 2 Tangle Б 180.0 
CGlength 1.54 

CHlangth 1.09 

CFlength 1.36 

GCllangth 1.28 

Tangle 109 ,5 


23 势能 面 及 其 特征 


分 子 的 势能 U = U ({qi}) 是 指 在 无 外 场 时 单个 自由 分 子 的 势能 , 即 分 子 内 部 运动 的 
势能 , CE 3N - 6 个 核 坐 标 (a) 的 函数 ( 当 线 型 
分 子 时 为 3N -5 个 ). REF {а} 张 成 的 空间 称 为 
{195 [B] (configuration space). 位 形 空间 Г, {Ж 
系 相 空间 Г 的 子 空间 , 其 中 , 每 一 点 就 是 一 个 核 骨 
架 , 即 一 个 分 子 结构 . 现在 将 位 形 空 间 加 一 维 (内 部 
运动 势能 U) 构成 一 个 新 的 空间 (图 2.3-1), 同一 个 
分 子 的 不 同 结构 [即位 形 空间 中 每 个 不 同 的 点 ) 的 
势能 构成 的 曲面 称 为 势能 超 曲面 S, 简称 势能 面 . 

势能 面 上 关心 以 下 几 种 具有 特殊 性 质 的 点 , 包 


括 平 衡 点 . 极 小 点 、 构象 、 稳 态 点 和 过 渡 坊 ， 以 下 9 ں٤‎ 
40. 
(1) 平衡 点 : 势能 面 上 , 满足 势能 U 关于 核 坐 标 g 的 一 阶 导数 等 于 零 的 点 , 即 
2. =0, Vi (2.3-1) 


都 称 为 平衡 点 , 记 为 gs, ۳ ر750‎ ERA. BSA ( 即 驻 点 ) 和 过 渡 态 . 
(2) 极 小 点 ; 势能 面 上 满足 


.30 ， Жэй 势能 IN 


m =0 Н. L > 0, 8 (2.3-2) 
的 点 称 为 局 部 极 小 点 或 称 为 构象 (conformation). 所 有 局 部 极 小 点 中 势能 最 低 者 称 为 全 局 
极 小 点 .全 局 极 小 点 只 是 同一 个 分 子 中 势能 最 低 的 构象 ,往往 是 但 不 一 定 是 最 稳定 的 构 
Ж. 在 时 间 演 化 中 出 现 概率 最 大 的 构象 才 是 “最 稳定 的 构 章 ". 这 个 说 法 无 懈 可 击 但 又 看 
HARE, 正 说 明 其 中 内 容 丰 富 , 它 在 统计 力学 的 系 综 原理 里 有 最 清楚 的 论述 . 
常见 书 中 用 “ 单 键 旋转 造成 分 子 中 原子 的 不 同 排 布 " 来 定义 构象 , 那 不 是 严谨 的 说 法 . 
(3) ESRA (FEA): 势能 面 上 满足 


8 


且 对 于 一 部 分 ; u < 0, 而 为 一 部 分 i 有 


ал = 0 )2.3-3( 


ВО Вал BR :ار‎ 

(4) 5 (transition state): رو ظا‎ КЛ 

AU 

д 
上 且 只 有 一 个 q 方向 上 满足 a <0, 而 其 余 方向 

0] 

дч; 
7 的 点 称 为 过 渡 态 ， 在 过 渡 态 的 这 个 极 大 方向 上 

tg 2 势能 面 形 如 图 2.3-2, 


此 时 势能 = Uo + (а — qo)”, ЭЖЕ < 


0, دہ‎ v — -Q 为 虚数 (如 


i350em 1). 于 是 判断 过 小 态 的 判 据 为 : 当 对 某 个 

当 且 仅 当 有 一 个 虚 频 率‏ نکاس 
时 则 该 结构 为 过 渡 态 的 结构 .‏ 

图 2.3-2 在 过 波 坊 极 大 方向 上 势能 前 面 图 既然 过 渡 态 分 析 取决 于 分 子 的 振动 分 析 ， 所 

以 本 节 讲 的 只 是 严格 理论 的 扼要 介绍 ， 严 格 的 

分 子 振动 分 析 理 论 参 见 9.1.1 小 节 . 所 有 在 本 节 

讲 的 核 坐 标 { 只 是 示意 而 已 , 在 严格 意义 上 它们 应 该 是 指 9.1.1 小 节 中 简 正 振 动 坐标 Q. 


24 力 场 方法 
力 场 (force field) 方法 是 一 种 只 用 于 分 子 势能 近似 计算 的 方法 .分子 势 能 的 精确 计算 


肯定 要 根据 量子 力学 . 但 是 作为 量子 力学 的 一 种 粗粮 近似 , 同时 大 多 数 场合 人 们 不 关心 分 
子 势 能 的 绝对 值 , 而 是 只 关心 分 子 势能 的 相对 改变 . 这 时 力 场 方法 是 简单 方便 的 选择 . 例 


= Ü 


(2.3-4) 
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Ш, 在 分 子 模拟 的 前 半 段 一 构建 分 子 模型 , 大 量 需 要 的 工作 是 粗略 计算 分 子 能 量 的 相 
对 变化 , 以 便 得 到 大 致 处 于 势能 最 低 处 的 核 骨 架 (所 谓 “ 合 理 的 分 子 结构 ") 这 时 经 常 采 
用 力 场 方法 来 完成 10 


2.41 “ 力 场 方法 的 势能 表达 形式 


从 Hohenberg-Kohn 第 一 定理 知道 , 基态 分 子 的 所 有 人 性质 取 决 于 它 的 核 骨架 . 分 子 的 
核 骨架 可 用 组 成 原子 之 间 的 键 长 7, BH a. Л Ө 来 表示 . 键 长 代表 两 个 键 连 原 子 之 
间 的 美 系 , 记 为 (1,2); 键 前 代表 3 个 键 连 原子 之 间 的 关系 , BA (1,3); 二 面 角 代 表 4 个 键 
连 原 子 之 间 的 关系 , 记 为 (1,4). (1, > 5) 原子 之 间 首 尾 两 个 原子 之 间 的 作用 能 称 为 “ 非 键 
连作 用 " (nonbonded interaction, 以 区 别 于 “ 非 键 轨道 ”中 的 * 非 键 相 互 必用 ”nonbonding 
interaction). 

假设 有 一 个 理想 的 “标准 ” 分子, 它 具 有 的 键 长 r. BEH a. ШЙ 0 都 等 于 标准 键 
长 . 标准 键 前 和 标准 二 面 角 , 且 其 (1,> 5) 原子 间 的 van der Waals 能 和 (1, > 5) 原子 间 
的 静电 能 都 不 计 , 这 样 的 分 子 令 其 势能 为 0, 也 即 能 量 零 点 设 在 这 样 的 “标准 分 子 ” 处 . 

在 不 同化 合 物 中 同一 种 化 学 键 的 键 长 (如 C H 单 键 的 键 长 ) 有 微小 的 差异 . 所 谓 
“标准 "C 一 H 单 键 键 长 r? 就 是 在 尽 可 能 大 量 的 化 合 物 中 对 其 中 C 一 H 单 键 键 长 作 平 均 得 
到 的 键 长 . 同样 的 方法 得 到 所 谓 标准 键 角 a0、 标 准 二 面 角 09. 真实 分 子 的 结构 显然 要 偏 
离 上 述 的 标准 分 子 , 真实 分 子 比 标准 分 子 高 出 的 势能 值 U 可 以 比较 合理 地 分 解 为 以 下 5 
项 之 和 : 

(1) 各 个 键 长 偏离 标准 值 所 引起 的 势能 升 高 .ا‎ 

(2) 键 角 偏离 标准 值 所 引起 的 势能 升 商 Ua. 

(3) 二 面 角 偏离 标准 值 对 势能 的 页 献 Uo. 

(4) 非 键 连 原子 对 之 间 的 уап der Waals 作用 能 بے‎ ( PR 7:088 BE). 

(5) 非 键 连 原子 对 之 间 的 静电 作用 能 Dab -aq( 又 称 库仑 能 )， 


U = U, + Ug + Ug + Unevow + Unta (2.4.1-1) 


其 中 , 对 于 稳定 分 子 可 以 假定 


1 borla 


(i) „=; У` k (н 0) +0 | (r = г) (2.4.1-2) 
r-r 为 分 子 的 第 i 根 键 的 键 长 偏离 对 应 的 标准 键 长 的 值 , А 为 该 键 伸缩 的 力 常 数 . 如 果 
在 平均 键 长 l 附近 则 上 式 可 以 略 去 三 阶 小 项 . 留 下 简 谐 振子 的 二 次 势能 项 (图 2.4.1-1), 
这 里 对 所 有 键 长 加 和 |. 


angle 


(ü) Ua = І >, ka (aj — a)” + O [lo 2; o9) | (2.4.1-3) 


aj — al 为 分 子 的 第 i 个 键 角 偏离 对 应 的 标准 键 角 的 值 , 为 该 键 角 改 变 的 力 常数 。 如 
果 在 平均 键 角 ag 附近 则 上 式 可 以 略 去 三 阶 小 项 . 留 下 二 次 势能 贡献 项 , 这 里 对 所 有 和 键 角 
mA. 


32. | 第 2 章 势能 面 


(Ш) Uo = > 5 ke [1 + cos (п0)] (2.4.1-4) 
8 


п 代表 二 面 角 的 周期 性 , 如 在 乙 烷 中 绕 sp" — sp? 碳 原 子 情况 , п = 3, 即 U, = : У koll+ 
7 


cos(39)|( 图 2.4.1-2). 


2 03 
TA 
= 
型 
pl 
180 мп 
= A) 
图 2.4.1-1 在 平均 键 长 r? 附近 每 个 键 伸缩 图 2.4.1-2 ” 乙 烷 内 旋转 的 势能 后 
的 势能 贡献 项 Ur 可 以 用 简 谐 振子 来 近 己 ka = 2.93kcal/mol (lcal=4.1868]) 


(iv) 非 键 连 原子 对 之 间 的 van der Waals 作用 能 采用 Lennard-Jones 经 验 势 形式 


(һәй уу B. 
Unt-vow = 3 | > 3 )2.4.1-5( 
igj rij lij 


这 里 对 所 有 的 (1.2 D'ETH - ; 加 和 , 参数 Aj Bg RRF j 的 原子 类 型 , 前 者 代 
sai f- [B] van der Waals 能 中 的 排斥 能 ， 后 者 代表 原子 间 van der Waals 能 中 的 吸引 能 . 


(у) 非 键 连 原子 对 之 间 的 静电 作用 能 
(15) qq 
= At 
Uata = > 9 (2.4.1-6) 


qa q; 分 别 代表 这 两 个 原子 上 的 净 电 荷 . 通常 可 以 在 各 种 量子 化 学 方法 中 的 Mulliken 的 布 
居 分 析 法 吕 或 Löwdin 的 布 居 分 析 法 03 从 分 子 轨 道 的 布 居 分 析 (population analysis) Ж 
得 , 也 可 以 用 粗糙 一 些 的 Gasteiger-Marsili 方法 从 电 负 性 求 得 [13l. 

当然 , zÑ (2.4.1-1) 分 割 成 5 种 对 势能 的 贡献 项 , 这 有 人 为 因素 , 有 的 力 场 分 为 6 项 . 
其 实 5 种 或 6 种 贡献 之 间 的 区 别 并 不 是 本 质 的 . 各 种 贡献 之 间 还 存在 概念 的 重 嫩 . 不 过 
一 旦 势能 分 割 方 案 决 定 后 , 余下 的 任务 就 是 通过 条 元 统计 , 在 最 小 二 乘 意 义 上 拟 全 得 到 各 
种 力 常数 和 Lennard-Jones 参数 的 数值 . 注意 ; 力 场 方法 中 每 项 的 物理 会 义 是 不 严格 的 ， 
不 能 过 分 信赖 . 例如 , AFERAN "Ser 概念 就 难以 与 van der Waals 作用 区 分 , ج7‎ 
以 与 非 键 静 电 作 用 相 区 分 . 严格 的 概念 只 有 通过 量子 力学 来 剖析 . 

需要 明确 的 是 : 数据 拟 侣 得 再 好 的 唯 象 理 论 也 不 见得 就 是 科学 真理 ， 就 一 定 能 够 避 
人 饮 概 念 的 误导 . 科学 概念 的 产生 与 其 说 是 通过 数值 上 预计 准确 , 还 和 不 如 说 是 通过 正确 的 解 
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f (D. Deutsch, 绪 言 的 文献 [13])， 目 前 还 不 是 所 有 的 化 学 家 都 承认 这 样 的 基本 思想 . R 
管 在 科学 发 展 的 道路 上 , 有 的 做 法 实 属 无 奈 之 举 , 创造 了 一 些 貌 似 “ 实 用 " 但 不 严格 的 概 
S, 沿用 多 年 . 例如 , Pauling 的 电 负 性 、Pearson 的 软 硬 酸 碱 概念 等 这 样 的 例子 在 化 学 
领域 相当 多 . 但 是 面 对 如 此 众多 的 唯 象 理论 , 化 学 家 应 该 保持 警惕 , 要 有 意识 区 分 物理 模 
型 与 数学 模型 的 差别 , 形式 理论 与 物理 模型 的 差别 . 如 果 不 保 持 警惕 , 将 会 使 我 们 在 某 个 
早上 发 现 整 幢 思维 大 厦 怎么 会 营造 在 一 片 沙 滩 上 ， 长 久 以 来 , 化 学 似乎 是 一 门 与 数学 有 
距离 的 学 科 , 在 化 学 家 寻找 科学 真理 的 探索 过 程 中 , 就 更 容易 发 生 沉浸 在 数学 游戏 中 迷失 
物理 意义 的 倾向 . 这 里 强调 的 是 第 一 原理 与 唯 象 理论 的 差别 , 并 不 是 强调 区 分 哲学 家 的 绝 
对 真理 与 相对 真理 


2.4.2 力 场 方法 的 本 质 和 改进 


力 场 方法 的 特点 : 

(1) 力 场 方法 是 拟 合 分 子 真实 势能 的 产物 , 本 质 上 是 唯 象 的 , 即 经 验 的 . 实际 上 不 可 
能 存在 一 个 适合 所 有 类 型 物质 计算 的 “万 能 " 力 场 . 力 场 方 法 一 般 采 用 二 次 函数 拟 合 , Ж 
用 到 三 次 函数 拟 合 的 力 场 方案 , 商界 雇 为 “新 一 代 力 场 ”. 

(2) 力 场 实际 上 就 是 一 套 “ 原 子 类 型 ”的 规定 、 一 个 势能 的 分 割 方案 (如 式 (2.4.1-1)) 
和 一 套 力 常数 和 Lennard-Jones 参数 的 数值 . 参数 拟 合 需要 各 种 类 型 分 子 的 势能 数据 , 原 
则 上 可 以 来 自 量 子 化 学 计算 也 可 以 来 自分 子 光 谱 的 实验 数据 , 实际 上 可 以 通过 前 者 得 到 
相当 完整 的 势能 数据 , 而 后 者 是 不 完整 的 . 考虑 到 数据 来 源 的 同一 性 , 还 是 采用 量子 化 学 
计算 . 

(3) 力 场 方 法 的 成 功 , 其 原因 来 源 于 分 子 中 各 组 成 部 分 对 能 量 页 献 近似 的 可 转移 性 
(transferability). 例如 , 不 同 分 子 中 sp? 杂 化 的 碳 原子 与 sp? 杂 化 的 氧 原子 之 间 的 键 长 都 
近似 相同 . 无 机 化 学 体系 的 可 转移 性 经 常 比 有 机 化 合 物 差 , 所 以 力 场 方法 首先 在 有 机 化 合 
物 中 取得 成 功 . 在 各 类 相互 作用 中 , 近 程 作用 的 可 转移 性 好 于 远程 的 相互 作用 , ВОЩЕ З НЕ 
看 相互 作用 能 хот”, п EK, 力 场 方法 的 近似 越 易 成 功 . 离子 型 化 学 键 中 Coulomb fE 
用 能 为 主 , < тст, 可 转移 性 最 差 

(4) 力 场 方法 也 可 以 认为 是 “ 伪 化 ”了 的 量子 力学 , 不 能 计算 波 函 数 , 即 不 能 得 到 电子 
的 行为 , 如 不 能 用 来 研究 过 渡 态 、 新 型 化 学 键 等 。 凡 是 建 并 力 场 时 没有 “学 习 ” 到 的 分 子 
类 型 也 无 法 计算 . 以 此 换取 到 的 优点 是 极 大 地 方便 了 计算 , 可 以 用 于 上 王 个 原子 的 分 子 体 
Ж. 正 因为 如 此 , 力 场 方法 又 被 称 为 分 子 力学 (moleeular mechanics). 显然 , HEA ‘DHE 
甚至 “力学 ” 都 有 过 普 之 嫌 . 

(5) 不 过 , 技术 的 发 展 有 时 出 于 人 们 的 预料 ，20 世纪 то ERR, 制造 大 型 计算 机 的 
IBM 公司 瞧 不 上 Atari 等 小 公司 造 的 游戏 机 Atari400、Atari800, 但 不 料 游戏 机 突然 发 展 
为 微机 , 改变 了 世界 . 同样 , 理论 化 学 家 一 开始 就 瞧不起 “异常 " 粗糙 的 力 场 方法 . 可 是 0 
年 代 正好 是 微机 大 发 展 的 时 期 , 通过 力 场 方 法 计算 【而 不 是 通过 即使 最 简单 的 量子 化 学 方 
法 计算 ) 很 快 就 得 到 大 致 合理 的 分 子 结 构 , 然后 可 以 在 屏幕 上 显示 出 三 维 的 分 子 图 形 . 这 

新生 技术 立刻 受到 所 有 化 学 家 的 重视 “分 子 模拟 ”应 运 而 生 , 极 大 地 提升 了 理论 在 化 
学 家 中 的 地 位 , 这 是 理论 化 学 家 所 始 料 不 及 的 . 
力 场 方法 的 改进 可 以 包括 两 部 分 : 
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(1) 如 上 所 述 力 场 拟 侣 从 二 次 函数 提高 到 3 2k. 4 次 等 或 更 复杂 的 函数 . 
(2) 在 势能 分 割 方 案 中 引入 “交叉 项 ” 的 贡献 . “交叉 "就 是 不 同 运动 方式 之 间 实 际 上 
是 牵连 的 , 而 式 (2.4.1-1) 隐 合 着 键 长 伸缩 运动 、 键 角 张 侣 的 运动 以 及 二 面 衣 的 扭 动 运动 
三 者 之 间 是 互相 独立 的 意思 . 由 此 为 了 更 加 符合 真实 分 于 的 情况 , 就 要 引入 “交叉 项 ” 代 
表 不 同 运动 方 式 之 间 的 牵连 即 “ 耘 合 "， 
现在 以 键 长 伸缩 运动 与 键 前 张 合 运动 之 间 的 相互 作 
用 为 例 讨 论 两 者 之 间 的 艳 合 (图 2.4.2-1): 考虑 到 键 角 从 
ZAOB 变 小 到 ZA'OB', 于 是 AB 原子 之 间 的 排斥 作用 增 
Ж. EÊ 4 原子 和 B 原子 的 位 置 分 别 移 到 д’ 和 B', 即 键 
长 АО 变 长 到 4O、 同 时 键 长 BO 变 长 到 B'o 所 以 式 
(2.4.1-1) 的 分 子 势能 中 可 以 增加 以 下 “ENT RESHMA 
表 键 长 伸缩 运动 与 键 前 张 台 运动 之 间 的 耦合 : 


В 2421 键 长 伸缩 运动 与 


ОРИ PR bond angle 
EAE SEAN E е r 2 7 (т Ре r?) (a; 7 а) (2.4.2-1) 
j 


i 


待定 参数 F. AAR GERE. 同样 , 可 以 对 其 他 的 看 合作 用 (MEK Бу AR 
合 等 ) PER AES Ж. 
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利用 分 子 设 计 商 品 软 件 可 以 构建 分 子 模型 , 但 是 无 论 哪 一 种 软件 在 构建 原理 上 都 不 
是 靠 第 一 原理 的 . 通常 它们 是 靠 所 谓 标 准 的 键 长 、 键 角 数据 ， 而 后 者 是 从 大 量 分 子 的 实 
测 数据 平均 得 到 的 . 软件 构建 分 子 模型 还 依靠 根据 已 往 化 学 知识 总 结 出 来 的 结构 化 学 知 
识 , 主要 是 各 种 化 学 元 素 在 化 合 物 中 可 能 的 成 键 行为 , 如 碳 在 烷 , Mh. REL AH 
以 sp", sp”, sp 杂 化 轨道 成 键 等 . 所 有 标准 的 键 长 , 键 前 数据 和 元 素 的 成 键 行为 知识 存储 
在 软 忻 的 数据 库 内 . 

所 以 , 用 软件 构建 出 来 的 分 子 往往 还 不 是 目标 化 人 台 物 的 稳定 结构 . 此 后 的 第 一 步 , 就 
要 用 更 系统 的 方法 改变 核 坐 标 {a}, 通过 分 子 内 部 运动 的 势能 U = U (gih 下 降 的 办 
法 , 使 得 核 骨架 lq.) 进一步 逼近 稳定 的 分 子 结构 . 这 类 方法 称 为 能 量 极 小 化 方法 (energy 
minimization), ХА: TRH (geometry optimization). 这 是 量子 化 学 最 成 功 的 应 用 之 一 . 
一 般 等 级 的 量子 化 学 方法 就 可 以 达到 键 长 误差 +0.02A、 键 角 误 差 +5° 之 内 . 

其 实 , 所 有 的 能 量 极 小 化 方法 中 的 “能 量 ” 实际 上 指 的 就 是 势能 , 不 是 别 的 . 在 势能 
超 曲面 上 所 有 的 极 小 点 ( 即 局 部 极 小 ) 中 只 有 全 局 极 小 点 代表 着 势能 最 小 的 分 子 结构 . 在 
这 里 介绍 的 能 量 极 小 化 方法 只 是 求 局 部 极 小 的 方法 : | 

所 有 的 能 量 极 小 化 的 方法 通常 分 为 两 类 : 第 一 类 基于 势能 一 阶 导数 = 0 的 原理 ， 
如 最 速 下 降 法 . Newton-Raphson Fletcher-Reeves 法 (ЭЖ Ж ЛЕ). Davidon-Fletcher- 


Powell 法 ( 变 尺 度 法 ) 1 第 二 类 方法 不 是 根据 势能 一 阶 导 数 为 零 的 原理 , 它们 有 单 
纯 形 法 (simplex $), 
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2.51 单纯 形 法 


单纯 形 法 是 1947 年 Dantzig 提出 的 . 现在 通过 一 个 实例 介绍 单纯 形 法 [simplex) Ж 
函数 的 极 小 值 ( 求 极 大 值 的 原理 也 一 样 ). 

例 f(z.) = z? + 2х([ 2.5.1-1(а)). 显然 从 解析 法 看 , 极 小 点 在 (0,0) 处 , 不 过 
现在 要 从 数值 上 求解 . 

PRI 任 取 一 点 如 #1 = (21,20) = (9,9), 该 点 函数 值 f (#1) = 92 + 2 -. 92 = 243. 

PR? Mel 点 出 发 任意 改变 到 其 他 两 点 #2 和 #3, W #1 2127 #3, #3 = (11,9), 
#3 点 函数 值 7 (83) = 283; 同时 #1 22727 #2, #2 = (9,11), #2 点 函数 值 f (#2) = 323. 

步骤 3 以 上 3 点 构成 一 个 三 角形 , 从 函数 值 最 大 的 点 (FEEL max) 向 对 边 中 点 作 
平行 四 边 形 , 得 到 新 的 点 #4( 图 2.5.1-1fb))， 新 的 点 #4 = (11,7), 其 函数 值 J (#4) = 
112 十 2.72 = 219. 

步骤 4 弃 去 步骤 3 中 函数 值 最 大 的 点 #2, 将 余下 的 两 个 点 #1, #3 和 新 的 点 4 
构成 新 的 三 角形 (图 2.5.1-1(c))， 从 其 中 函数 值 最 大 的 点 #3 向 对 边 中 点 作 平 行 四 边 形 ， 
得 到 新 的 点 #5: 新 的 点 #5 = (9,7), 其 函数 值 У (#5) = 9° + 2 x 7? = 179. 

步骤 5 重复 步骤 4, 即 弃 去 步骤 3 中 函数 值 最 大 的 点 #3, 将 余下 的 两 个 点 #1, #4 
和 新 的 点 #5 构成 新 的 三 角形 (图 2.5.1-1(d)). 从 其 中 函数 值 最 大 的 点 #1 向 对 边 中 点 作 
平行 四 边 形 , 得 到 新 的 点 #6: 新 的 点 #6 = (11,5), 其 函数 值 f (#6) = 112 十 2x 52 = 171. 

步骤 6 重复 以 上 平行 四 边 形 找 新 点 的 步 又 , 不 断 下 去 即 可 允 近 函数 的 极 小 点 (0, 0). 


#2: 323 #1 243 


3 j 
бза птах) # 


ОЁ 
179 "s 


1 
Г, 


5 Зб 
(9, Т) 219 (11, 5) 


{ај 


图 2.5.1-1 单纯 形 法 


单纯 形 方法 虽然 简单 , 但 是 计算 效率 低 . 改进 方法 ہو‎ 
之 一 , 可 将 平行 四 边 形 的 新 点 #4 在 对 角 线 方向 左右 7 
调整 得 到 最 利于 函数 值 降低 的 点 (图 2.5.1-2). з 


2.52 ШЕ ТЕ 


最 速 下 降 法 求 能 量 极 小 点 的 原理 如 下 : 根据 能 量 
梯度 的 负 值 —V E (q) 指出 的 方向 进行 一 维 搜索 达到 极 
小 ， 然后 再 求 第 二 次 的 -VE (q), 再 沿 它 指出 的 方 同 进 B] 2.5.1-2 
行 一 维 搜索 到 极 小 , 继续 下 去 直到 符合 预 设 的 能 量 收 
化 标准 . 

设 起 始 分 子 体系 的 核 位 置 在 40) = [1974077 -T 处 , s 为 体系 的 自由 度 . 于 是 在 


#1 "==... 
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q) 点 势能 负 梯 度 直线 方向 上 任意 点 的 位 置 为 
q = اپ‎ – 2% V E| о (2.5.2-1) 


改变 参数 a 的 值 就 可 以 得 到 该 梯度 方向 上 的 所 有 点 ， 它 们 的 能 量 为 (4). FEF 
以 作 “ 一 维 搜索 ", 即 沿 着 该 线 上 找到 其 中 使 得 能 量 E (gq) 最 小 的 点 , 即 一 维 搜索 到 满足 
min {E (9)} 的 点 gq. 这 是 最 速 下 降 法 的 第 1 2. 第 2 步 从 q ,کر‎ 从 该 点 处 的 能 
量 梯 度 得 到 gq 点 处 势能 负 梯 度 直线 方向 上 任意 点 的 位 置 


а' === 4) = аб) УЕ | а (2.5.2-2) 


再 作 一 维 搜索 , 得 到 满足 min (E (97) 的 点 q, 完成 了 第 2 Ж. 不 断 进行 下 去 就 完成 了 
最 速 下 降 法 的 能 量 优化 . pe 
以 二 维 问题 为 例 (图 2.5.2-1): 设 起 始 状态 点 在 ао = [д a$] ‚ 于 是 在 势能 面 负 梯 


度 直线 方向 上 任意 点 的 位 置 为 
T 
)_ ӨЕ 
اج‎ (4 = да» نپوا‎ ) (2.5.2-3) 


ш 4)" = [Q -a 92 
接着 求 得 沿 着 梯度 方向 上 任意 点 的 能 量 E(t), MANE 25.21), 其中， 满足 
min (E (qf, 4)} 的 点 就 是 图 2.5.2-1(a) 中 的 C 点 ， 这 样 就 完成 了 最 速 下 降 法 的 第 1 步 
然后 从 C 点 出 发 作 最 速 下 降 法 的 第 2 Ж. 不 断 进行 下 去 , 完成 全 部 最 速 下 降 法 (图 2.5.2- 
1(b)). 


Eigi q+) 


TF 


1 
(а) 最速 下 降 法 的 一 维 搜 索 (b) Йй 
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可 以 证 明 最 速 下 降 法 的 能 量 优化 搜索 路 径 中 的 每 一 步 的 方向 都 垂直 于 前 一 步 的 方向 . 
于 是 在 接近 极 小 点 附近 就 会 产生 振东 (也 就 是 搜索 过 头 ), PEU, 或 者 是 在 势能 面 
ПЧК ҮТЕН ЖЕ ИЛЕК, 也 发 生 这 样 的 现 银 , 这 是 最 速 下 降 法 的 缺点 . 最 速 下 降 法 的 缺点 来 源 
于 它 只 依靠 梯度 计算 . 可 是 正 因为 如 此 , 也 造成 了 它 的 优点 : 方法 的 鲁 棒 性 好 , 即 不 管 势 
能 面 处 于 非常 偏离 二 次 型 曲面 的 地 方 , 还 是 可 以 顺利 计算 . 所 以 在 能 量 优化 过 程 的 初期 ， 
也 就 是 结构 偏 高 能量 极 小 点 很 远 ， 或 者 刚刚 完成 化 台 物 的 模 建 ， 然 后 往往 首选 最 速 下 降 
法 作 初 步 的 能 量 优 化 (例如 , fE 10-100 次 优化 ), 以 后 再 接 其 他 精细 的 能 量 优化 方法 继续 
优化 . 
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改进 的 办 法 如 下 : 

(1) 在 一 维 搜索 的 时 候 不 要 一 直 搜索 到 极 小 才 改 变 搜索 方向 , 而 是 适时 改变 搜索 方 同 ， 
减少 振荡 . 

(2) 分 子 模拟 时 的 能 量 优化 , 其 中 , 最 慢 的 一 步 是 计算 能 量 , 所 以 尽 可 能 在 一 维 搜索 
时 用 尽 可 能 少 的 点 数 . 即使 一 维 搜索 过 头 点 也 可 以 宽容 . 不 必 在 每 一 步 一 维 搜索 中 取 许 多 
点 计算 能 量 . 一 维 搜索 粗 糖 点 , 尽管 选 代 次 数 要 增多 些 也 无 妨 , 这 样 反而 能 够 大 大 降低 总 
的 能 量 计 算 次 数 , 提高 效率 "91. 


2.5.3 ЖЕЖ 


ЖЕ زا‎ FETE(conjugate gradient method) 是 1952 年 Hesteness 和 Stiefel 为 求解 线性 
方程 组 提出 的 , 后 来 用 于 求解 无 约 东 极 值 问题 n445. 它 是 一 种 重要 的 优化 方法 . ЭКЕН 
法 的 基本 思想 是 把 最 速 下 降 法 与 二 次 函数 共 二 方 向 结合 起 来 , 利用 已 知 位 置 处 的 梯度 构 
造 一 组 共 罗 方向 , 并 沿 着 这 一 组 方向 进行 一 维 搜索 , 求 出 目标 函数 的 极 小 点 . НА ЗЕЕ 
方向 ? 这 得 先 要 介绍 "ЭЖ" КИҢ. 
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圆 的 切线 方向 与 圆周 上 任意 一 点 到 圆心 连 线 方向 相互 垂直 , 即 两 者 为 正 交 的 关系 . Bi 
圆 圆 周 上 任意 一 点 的 切线 方向 与 这 一 点 到 椭圆 中 心 连 线 方向 之 间 的 关系 就 是 所 谓 共 思 的 
关系 . 椭圆 的 概念 是 圆 的 概念 的 推广 . 相应 地 , 共 罚 的 概念 是 正 交 概念 的 推广 . 

在 接近 势能 面 极 小 点 附近 的 势能 可 以 用 核 位 置 а 的 二 次 函数 У (а) 来 近似 表达 , 所 
以 这 个 区 域 势能 面 的 等 高 线 都 可 以 看 成 高 维 椭 贺 形 .所 以 要 求 算 势能 面 极 小 点 的 问题 就 
ЖАЗ. 

如 图 2.5.3-1 所 示 , 设 O 为 椭圆 中 心 , AB 和 CD 分 别 是 通过 О 点 的 两 根 线段 , ho 为 
过 A В 点 切线 方向 的 向 量 . 同时 , CD 平行 于 ho, CD//ho, W AB 与 CD RAAHE 
Ф. AB 与 CD #01. 

对 于 n 维 空间 的 高 维 二 次 函数 可 表示 为 


| 1 2 1 2 
f (q) = 921191 + 0129192 + + ааа | + 922202 + ++: + Mandan 


+. + ann + bıqı + baqa +++ baqa + c 


2 
we B ۸ 
= 5 (4 ا یں‎ : : | +ib ball 1 [+e 
üni ٠.٠. ünn Jn Jn 
8 
f (q) = qT وھ‎ + b"q +c (2.5.3-1) 


(图 2.5.3-2). 车 fla) 为 凸 函 数 , 则 矩阵 A 必 为 对 称 正定 矩阵 , 即 q Aq > 0. 


图 2.5.3-1 УА 图 2.5.3-2 高 维 二 次 函数 f (و)‎ = 
; "Aq + b"q +e ЇЇ ӨЕ ho 与 hi 


定理 2.5.3-1 ”对 于 高 维 二 次 函数 1 (q) = ja مد‎ + brq + e, 给 定 方向 ho 和 两 个 
初始 点 ао. ао. ҒА رو‎ = qo + Азро #1 q; = ао + Аһ PIN Ao 和 № 由 下 式 决 定 ; 


J (qı) = min f (qo + Aho) 
مسر مات‎ (2.5.3-2) 
Jf (qı) = min f (Qo + АҺ) 
А(>0) 
上 面 第 1 个 表达 式 是 指 在 给 定 ho 和 qo 的 条 件 下 , 改变 和 使 مو)۶‎ + Aho) 尽量 降低 的 那 
个 А TERRA Ao. 同时 , 由 此 得 到 的 مو‎ + 和 ho A qı. ЖЖ. 
那么 荐 令 方向 hi = à, — qi, 则 有 


hi Aho = 0 (2.5.3-3) 


证 明 BX f(a) = 5q7Aq + bTa + с, ЖАНЕ ОГГЕ q Ж 
导 , 得 到 


v f (а) = 元 و"‎ +b'a+e] = Aq +b 
再 因为 切线 方向 与 梯度 方向 正 交 , 故 V f (qu) ho =0 Ë V f (а) ho = 0, 8р 
û = {Vf (رق)‎ - Vf (qı)} ho = (Ад, + b) - (Aq, +b)} ho = {А (à آ(ررو-‎ ho 


再 因为 A КЕРЕ, = à: — qi, 所 以 hTAho = 0. ш 
定义 2.5.3-1 向量 hi, h,- ,hn € Н", 对 称 正 定 上 矩阵 A ë R" e Rn. 

(1) 车 ҺГАҺ: = 0, 则 称 向 量 hi 与 hs 是 АЖ ЕЙ. 

(2) Æ hf Ah; = 0(Vi # jij = 1,--. n), ШЖ hiha- h, 是 A 8 
量 集 . 

显然 当 A =1 时 , {hi|i= 1… пр 是 一 组 正 交 向 量 . REESE. 

W {hili= 1,… (ہ,‎ 是 A ЗЕ, 则 向 量 集 {hi li = 1,.… n) 具有 如 下 性 质 ; 

性 质 2.5.3-1 向量 集 {hi|i = 1… n) 线性 无 关 . 

ЫРАА RE, 者 مطیق+- ۰.-+وطوق+ بط رم‎ =0, 则 得 到 ҺТА (Ah tht (مطلیق+‎ =0. 
HA {hilî - 1,... n) 是 А E, 故 有 ظط۸ تم‎ = 0 (vi). FH A 的 正定 性 , 得 到 
h; Ah; > 0 Vi, 所 以 必 有 A, = 0,۷۷۰. 故 向 量 集 {hı li = 1,… n) 线性 无 关 . m 

ТЕЖ 2.5.3-2 8 {hili=1,.…,n} Ж A KEM, 若 相 继 在 向 量 ط, ... وط, وط‎ 的 
方向 搜索 ,搜索 标准 为 f(a) = min f (ак + Аһ), 则 必 有 Vf (ал+) = 0 和 极 值 解 
q* = qan lE f 为 二 次 函数 ). 


25 能 量 极 小 化 | >8 - 


ШЕВА (1) 一 维 搜索 满足 VF (ак) hy = 0, Vk = 1,2,.… ,n. 
(2) HA vf (q) = Aq + b, 故 


Vf (чк+1) =Ад,„.,+(М/ (чк+:)- Aq,.)= V f (9+1) + А (qk+i — qk) 
= f (а) + АһАҺь 


根据 (1), (2) 及 (h (ا‎ <-1,--۰ n) Ж A ЖП], 得 到 
VJ ۶(بہو)‎ h; = (Vf (qn) + АҺ, } h; = {vi (qa)! + МВГА } h; 
= {Vf (ан) + МАТА + بط‎ Ah ہے رط‎ 


= {Vf (чу) + ААТА + +В A} ,2ت ے ز۷ ,0= رط‎ 


于 是 得 到 v f (qn+1) = Ü 或 极 值 解 д" = t]n+1: 这 是 f 为 二 次 函数 的 情况 ， 者 Í RENK 
数 , 则 极 值 解 ے‎ = ал... ш 


2.5.3.2 Жал) 


由 于 势能 面 在 极 小 值 附 近 都 可 以 用 核 位 置 q 的 二 次 函数 f (а) 来 近似 表示 , 于 是 其 
等 高 线 都 旦 椭圆 形 . 既然 是 椭圆 就 可 以 利用 上 述 共 辆 的 概念 求 极 值 . 

如 何 构造 n HET ) Е? 设 A Жоп x n 阶 对 称 正 定 和 矩阵 ,go 为 任意 向 量 . EXN 
其 序 列 {ei}, {hi} 如 下 : 


go = ha 
Bitl = Bi 一 NAN, (2.5.3-4) 
hipi = gia + 70: 


选择 N. y 使 得 g 了 gi = 0( 正 交 ) 和 hf, Ah; = О(А ЗЕН), 所 以 
Û = gigi = (g; — (بطشرد‎ gi = ET g: — Mh; Ag, = E; E; -Ag Ah; 
最 后 一 步 考虑 到 hTAg, 是 一 个 数 , 故 hbTAg, = {hTAgi) = بد تع‎ 
0 = hb] Аһ; = (gı + ihi)" Ah; = لس‎ Ah; + һу АҺ, 


因此 ET Ei = NET АҺ; = Ü 
gI Ah; +%hTAh,=0 ` 


т 
"ыз Е, Bi 
м = TAN 
M (2.5.3-5) 
+ = _ E Ah; 
Е h" Ah; 
可 以 证 明 
T 
E, E; = Ü, © йт» و‎ 
Vi ¿+ Ü gi j= T 2.5.3-6 
| hTAh; = 0, °з j ( ) 
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即 集 合 {gi;} 是 互相 正 交 的 ; 集合 {hi} 是 互相 A XM. 这 是 关键 的 性 质 ， 可见 每 一 次 
搜索 方向 都 与 以 前 的 搜索 方向 共 罗 . 而 根据 上 述 向 量 集 {hi |i = 1,..- n) 的 性 质 2.5.3-2, 
对 于 n x n 阶 的 矩阵 A 只 需要 n 次 搜索 就 可 以 收 黎 . 当然 ,上述 讨论 的 共 辆 方向 及 其 性 
质 包括 收 敏 性 质 , 对 于 二 次 函数 才 是 严格 的 . zü (25.3-4). zÉ (2.5.3-5) 是 构造 正 交 向 量 集 
ЖЕЕ а Е y yE, 称 为 Gram-Schmidt 正 交 化 方法 . 

为 了 尽 可 能 不 使 用 矩阵 А, 先 求证 如 下 引 理 : 


Б АҺ; = hb Ah; 
(2.5.3-7) 


E ih, = Ü 


ШЕВА ”根据 式 (2.5.3-4) 可 得 到 | 
(1) h; АҺ; = (gi + ih; i)" Ah; = БТАҺ, +711 , Ah; = (Бу + ibe) Аһ; = 
gTAhi. 这 里 最 后 一 步 引 用 了 式 (2.5.3-6), ШШ {hy} 的 A HEE. 


(2) gabi =, (Bi 十 下-1ha-1) = gibi r-i = Ду (6:1 + رےو(وےیطرے‎ 


= (gf, h. s) 271 = 1+ = (gho) "о "27-1 = (El, iEo) “ү = Ü 
推导 中 第 2 步 到 第 6 步 都 引用 了 式 (2.5.3-6), 即 {g} 的 正 交 性 , 最 后 第 2 步 引用 式 
(2.5.3-4). m" 
现在 可 以 把 式 (2.5.3-5) 改写 为 
k = EE: 
"САТАМ, 
K (2.5.3-8) 
3 Б: 1+1 
E, Bi 


证 明 (1) 根据 式 (2.5.3-4), кн: = gi (gi + NAb;) = NET Ah; = NhTAh;. 这 里 


第 2 步 和 第 3 步 的 根据 分 别 为 {g;} 的 正 交 性 和 式 (2.5.37). 进而 A; = کی‎ 


(2) 根据 式 (2.5.3-4), gigi = ЕД. (8: - АҺ) = -Agi طف‎ # gr Ah; = 


T 
Евн ہے‎ 
— 进而 


Yi = _ Er Ah, 9 ں اک‎ Ei+1 7 Bi 1Bi+1 Е h. El Bi} " 
hî Ah: AhfAh; ( EiB: \ тар EE 
لط‎ Ah; Р š 


2533 Жн 


由 式 (2.5.3-4)、 式 (2.5.3-5) 构成 的 向 量 集 {hi} 是 互相 A ЗЕ, {g;} 是 互相 正 交 
的 . 当 令 gi = -V f (qi) 时 , 以 下 求 极 值 的 算法 称 为 共 斩 梯 度 法 : 
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Qk+1 = Qk + Akhk, 


„ — Ê 
hT Ahk’ 
k= Û, 1,2, -:: (2.5.3-9) 
بط‎ = Ek+1 + %khk, ho = go 
T 
үе Ek+1Ëk+1 _ (Ekti БЕ) برع‎ 
| Bi Bk Bi Bk | 


初始 值 为 qo, ho = مع‎ = —V f (qo), 其 中 , g, A k 点 处 函数 ۷٣۶۴ (д) 的 梯度 , ЗЕЕ АЈ رط‎ 
М k 点 开始 一 维 搜索 的 方向 . 

因为 V f (q) = Aq + b, 所 以 

кы = —V f (qeı) = -Aggy — b = —А (ак + Akhk) — b = Bk — А„Аһ 

将 等 式 两 边 用 gk (-) AR, 得 到 gl gk = 0 = gi (gk — АКАН) = gfe = Акш, 有 hk W 
м = BEEE 就 是 式 (2.5.3-5). 可 见 式 (2.5.3-9) 满足 式 (2.5.3-5). 

E, АҺ 

"4 JES БЕЛЕ ЕЙ (2.5.39) 中 取 用 +, = 时 , 称 为 Fletcher-Reeves 算法 (F-R 

k 


T 
法 ). 当 式 (2.5.3-9) PRA ye = — بی‎ 时 , 称 为 Polak-Ribiere 算法 (P-R 法 ). 
k Bk 


理想 情况 下 , 即 对 于 严格 的 二 次 型 函数 , 满足 正 交 条 件 gEgk+1 = 0, 于 是 两 种 方法 完全 等 
Т. 但 是 在 一 般 的 函数 条 件 下 , 会 偏离 正 交 , 故 两 种 算法 略 有 不 同 , 一 般 P-R 法 更 好 些 . 
共 辑 梯度 法 的 算法 框图 如 图 2.5.3-3 所 示 . 

对 于 一 般 的 函数 在 极 值 Р 附近 , 总 是 可 以 作 Taylor 展开 


= буу _ e) ка 
f (a) (P+ ور‎ 85 (э С 


1 
= e+ b" 十 zT Aq (2.5.3-10) 


2 
其 中 , e= f (P), b= Vf (P) M (A); = (222) 5 


为 避免 求 算 二 阶 偏 导数 矩阵 A, 可 以 采取 一 维 搜索 求 算 л, 
f (Qa + Axha) = min f (qa + АҺ) (2.5.3-11) 


但 是 一 阶 导数 V f (чь) 还 是 必须 求 的 . 

对 一 般 函 数 (а), MEEKER (2.5.3-9) 有 限 步 收 敏 几乎 是 不 可 能 的 . 如 果 选 代 
k 步 达 到 了 精度 (k < п), W| q, 就 作为 严格 解 q* 的 近似 . 当 经 过 n 步 造 代 仍 不 可 能 满足 
要 求 时 , Ф q = ہو‎ 和 ho = مع‎ = -Vf (qn) 再 进行 第 2 次 循环 . 当 在 极 小 点 附近 是 一 个 
高 度 偏心 的 二 次 型 函数 , 或 在 极 小 点 附近 或 稍 远 处 不 是 二 次 型 函数 等 情况 都 会 造成 收 敏 
的 困难 . 


HEE BERA q. =a h, 
fi) = min f (qt Ah) 


zs EE+1IÉk+1 >x (BRL 一 Ek) Ёк-+1 
Ek Ek Ek Ek 
Беа = Ek+1 + bk 


“Yk 


ВА 2.5.3-3 8 
2.5.4 Newton-Raphson 法 
Newton-Raphson #1419 的 原理 ; 
(1) 基于 势能 梯度 了 = о, 
(2) 在 势能 极 小 点 附近 近似 展开 成 为 二 次 型 函数 , 再 用 5; = 0,wi 求 得 此 二 次 函数 
的 极 小 值 . 设 目标 函数 为 fq) = (д, °°° ,gw) 二 次 可 微 , 其 中 ， 


T 
а=|а e + ам | (2.5.4-1) 
又 设 真正 的 解 为 q*; 求解 过 程 中 对 as 的 第 上 ЮНИ ТШЕ A 
а= | (a, ah e ad) )2.5.4-2( 
回顾 一 元 函数 f (q) ТЕ q = qa 处 的 Taylor 展开 为 


1 g 
/(4) = 1%) + 32 @-% + 57 


(49) + O |ia- qo)" | — (2.5.4-3) 
а 70ےپ‎ 

لاق of‏ — وك 
它 在 дд = 0 É дт > О EHA 值 .‏ 
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同样 , 当 考 虑 多 元 函数 f (9) 在 q = qx 处 的 Taylor 展开 , 得 到 
f (а) = f (чь) + gz (q — qx) + = (9 = ہو‎ H, (q =) + O [ë — qe | (2.5.4-4) 
其 中 , 一 阶 导数 即 梯度 


T 
| = TH 2.5.4.5 
х= Е а=а, 19-а, ŽAN lazan) سی‎ ra 
二 阶 导数 即 Hesse 年 阵 [又 称 力 常数 矩阵 ) 
ГА : | 
H, = = ر‎ (qk) 2.5.4-6 
k 090 8 f (к ( ) 
' NXN 

(这 里 的 ij 表示 行列 编号 .) 略 去 式 (2.5.4-4) 的 三 次 小 量 , 得 到 二 次 型 函数 

f (я) = f (ae) + gË (a - qe) + z (q - чк)” H, (а - ax) )2.5.4-7( 
即 

f (ак+) = f (аһ) + ЕЁ (qeı = qe) + эу (anı = qe)” НА (aksi = q) (2548) 


在 求 第 к WRI а, 之 后 , 将 式 (2.5.4-7) 对 а RT, 然后 在 q = ашы: ARH, 令 
Vf (ак+1) = 0(0 为 零 列 矩阵 ) 就 可 以 求 得 第 有 +1 KIRE акуыз. 即 


Уз یں‎ Z کیج‎ 1, 
0= Vf (9+1) = Ek + 5 (9 — к) ну] سے‎ + 3 (He (q – بریو-وا(٭‎ 


HI برع-‎ = Н, (qe, — чк) (对 列 矩 阵 求 导 的 数学 公式 见 附录 B.2 W). 20ا للا‎ 2670 7۴ 
H. ' (.), 再 整理 得 到 
Чк+1 = qk 一 Н gk (2.5.4-9) 

上 式 表 示 第 k+1 KILM qe 可 以 通过 第 大 次 近似 解 qe. 梯度 g, 和 Hesse ЖЕ Н. 
来 求 得 . 又 预 设 选 代 的 收 敏 值 为 近 于 零 的 很 小 正 数 , 如 sz = 1.10-3. 当 通 近 到 梯度 的 
Ж Пе < 时 停止 运算 . 梯度 的 模 等 于 Пе = 4/ Тек. Newton-Raphson 法 的 算法 图 如 
图 2.5.4-1 所 示 . 

例 ” 求 函数 (x) = f(mi,z2) = (zi — 2)*+ (ту – 222)" 

解 ”从 代数 法 可 得 极 小 点 的 解析 解 为 x* = [2 1|". 现在 试 从 Newton-Raphson 法 
来 求 数值 解 . 

步骤 1 任意 取 初 值 解 如 xl = [0 3J'. 

#2 求 一 阶 导数 的 第 一 次 近似 值 gl 和 二 阶 导数 的 第 一 次 近似值 H: 


af 
" ۵71| | 4 (zi — 2) + 2 (11 — 2т») | | —44 | 
Е: = = = 
әј 2-2) |а | 34 
дт жї 


= 


“44. 第 2 章 势 能 面 


图 2.5.4-1 Newton-Raphson 法 的 算法 图 


رق ر0 
жы; Ör? ƏziƏmə |m 一‏ 
af af -4 8‏ : 
L radri Әх x1=|?|‏ 
再 求 Hi 的 道 阵 ( 见 附录 B.4 节 ): HEF A = (ag), E IA] # 0, ДА: = 7 (Агу) ха»‏ 


| Е 1 [в 4 
其 中 , A Жа 的 代数 余子 式 . 故 求 得 нї = сщ, 1ہ‎ 

步骤 3 求解 的 第 一 次 近似 值 

| 1 [8 4 -4] [o 0.67 | [0.67 
mn وٹ‎ ГЛ ТГ у ee 
且 检 验 一 阶 导 数列 阵 的 模 ， 将 它 与 预 设 的 = = 1. 10 比较 , lell = velg = 


| > е = 1.107°, [Ж ЖН. HRP 2, 步骤 з, 直至 收敛 


上 ll < =; 即 x; — (g2, Н») 一 хз ¬ (вз, На) =>. 3 2.5.4-1 为 选 代 求解 的 逐次 结果 ， 
可 见 其 选民 通 近 解析 和 解 的 过 程 . 


[—44 24] | 


Ж 2.5.4-1 Newton-Raphson 法 求解 实例 的 逐次 选 化 结果 


k 1 2 3 4 5 ü 7 о 解析 解 
0.67 111] [ia | [іе 1.74 1.83 

= |] [om| [om] [аю] [om | اڈ ا‎ |н WEY 

x) 52 313 — 063 0.12 0.02 о 0.0009 ... 0 


26 寻找 过 渡 态 
对 于 化 学 反应 机 理 的 研究 , 寻找 过 滤 态 及 其 结构 是 最 重要 的 内 容 之 一 07Ia， 过 渡 柱 


2.6 寻找 过 流 态 „АБ. 


确定 之 后 才能 推断 反应 途径 . 随 之 求 算 各 步 基 元 反应 的 活化 能 和 反应 速度 常数 .2.3 节 已 
经 介绍 了 过 渡 态 在 势能 面 上 体现 的 特征 , 这 是 在 理论 上 寻找 过 渡 态 的 依据 . 本 节 将 进一步 
深入 分 析 过 渡 坊 在 势能 面 上 的 特征 ; 介绍 通过 势能 梯度 的 横 方 寻找 过 渡 态 的 方法 ， 本 节 
还 介绍 了 在 起 始 结构 比较 离开 过 滤 态 结构 不 够 近 的 情况 下 , 通过 极 大 - 极 小 逼近 法 、o Ж 
分 法 或 线性 内 坐标 途径 法 [LICP) 来 最 后 找到 过 渡 态 . 值得 重视 的 是 , 无 论 采 用 以 上 哪 种 
理论 方法 , 定性 的 化 学 直观 能 力 在 寻找 过 渡 态 上 往往 能 够 提供 重要 的 寻找 线索 . 


2.6.1 ”过渡 态 附 近 的 势能 面 特征 
记 一 个 分 子 体系 的 核 坐 标 为 列 抢 阵 


T 
q = [qı 4 : ` ` qm] (2.6.1-1) 


т = 3N —6. 在 Born-Oppenheimer 近似 下 , 体系 的 势能 U 是 所 有 核 坐 标的 函数 , Вр U (а). 
势能 面 上 , 势能 关于 核 坐 标的 一 阶 导数 等 于 零 的 点 都 称 为 平衡 点 , 记 为 ہی‎ 包括 极 小 点 、 
极 大 点 、 EA. ES. 平衡 点 对 应 的 体系 势能 为 U (qua) SAREREA q 变动 到 q, 
则 体系 势能 也 从 U (д) 变 到 U (ал). 记 核 坐标 的 位 移 为 u = qı — а. 于 是 势能 U (qı) 可 


以 在 а 处 作 Taylor 

U (аз) = U (q) + u" g + 0 + O (и?) (2.6.1-2) 
其 中 , 梯度 (В0— Т) RAFE g 

ы [© ©... | : 

g = [к = | E Ba (2.6.1-3) 
即 其 矩阵 元 gi = کے‎ 注意 核 的 动能 不 是 核 坐 标的 函数 . 势能 关于 核 坐 标的 二 阶 导数 H 
是 一 个 方 阵 为 

H = (H) = (F) = | ا‎ (2.6.1-4) 


дагда; 
即 其 矩阵 元 为 Hy = = ا‎ Н 称 为 Hesse HPF. 势能 梯度 和 Hesse KE رلاڈ گا‎ КАЕ ЖЕШ) 


РАЗ. 当 核 坐标 的 变动 u( 即 分 子 体系 的 结构 改变 ) 相当 微小 , 则 式 (2.6.1-2) 的 可 以 略 去 


三 阶 小 项 , 得 到 : 
U (qı) =U (q)+ ug + ч Hu (2.6.1-5) 
ШЖ q 就 在 平衡 点 ہے‎ 附近 , 则 利用 平衡 点 处 
g (qea) = Ü (2.6.1-6) 


(注意 这 是 列 矩 阵 0) 得 到 


U (qı) = U (qeq) + su! Н (qeq) u (2.6.1-7) 


- 4б + 种 2 章 ў 能 面 


当然 能 量 梯度 列 和 矩阵 g 也 可 以 作 Taylor EF, 且 因 微小 结构 变动 故 略 去 二 阶 小 项 , 得 到 
E (qı) = g(q) +H (q) + O (и?) = g(q) + H (q) u (2.6.1-8) 

如 果 体 系 结构 就 在 平衡 点 а 附近 , WI 
g(q) = –Н (9) ч (2.6.1-9а) 


uk 
u=-H !(q)g (9) (2.6.1-9b) 


当然 , 这 必须 在 该 处 矩阵 H 有 道 才 行 , 即 其 行列 式 不 等 于 0. 

根据 式 (2.3-4) 所 述 过 渡 态 的 核 位 置 qrs 必须 满足 以 下 两 个 条 件 : 

(1) g (ars) = 0. (2.6.1-10) 

(2) 当 且 仅 当 H (qrs) 的 本 征 值 有 一 个 负 值 . 

从 过 渡 态 周围 势能 面 的 特点 来 看 , 沿 着 从 连接 反应 物 到 产物 的 反应 坐标 方向 上 看 过 
Ж qrs 处 体系 势能 处 于 极 大 点 . 正 因为 如 此 寻找 过 渡 态 要 比 结构 的 几何 优化 (寻找 局 
部 极 小 点 ) 难得 多 , 还 不 一 定 能 保证 找到 . 所 以 定性 的 化 学 直观 能 力 在 寻找 过 流 态 中 往往 


是 重要 的 启发 . 
2.6.2 势能 梯度 的 模 方 
势能 梯度 的 模 方 定义 为 7 
o (q) = 5 s; (q) (2.6.2-1) 
即 
с جج سے‎ (2.6.2-2) 


可 见 在 ars 附近 o (q) > 0 В ao (qrs) = min (0 (q) = 0. 类 似 于 式 (2.6.1-2) Ж o Æ qı 


的 值 在 q 处 作 Taylor 展开 得 到 о (qı) = o (q) +uTV + л тту + О (u3), 当 微小 位 移 时 
可 略 去 三 阶 小 项 , 得 到 w 
r (qı) = с (а) +u! V + оч Tu (2.6.2-3) 


其 中 , 势能 梯度 模 方 e 的 梯度 V 和 二 阶 导数 T 分 别 定 义 为 


3) 
v = ы 2.6.2-4 
mwl 
وت‎ 
Ti.. = | ~ 2.6.2-5 
( 7 (тае), ( 5) 


ТЕЗ оте 处 有 
N (qrs) = Omx1 (2.6.2-6) 
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在 实际 计算 中 需要 用 选 代 的 方法 , 将 在 第 上 + 1 لقن‎ 07 акы 的 = 值 在 第 大 次 
选 代 的 核 位 置 q. 处 作 Taylor 展开 , BP 


с (де+1) = о (qk) + uk, i Vk + اج‎ Tries (2.6.2-7) 
其 中 , 第 上 次 先 代 的 梯度 Ve 二 阶 导数 Т, 分 别 为 
дс ` ë 
V= (б), Рел (2.6.2-8) 
_ f Fe 
(Tk); = (ала). (2.6.2-9) 
HATE 
ШЕ+1 = Qk+1 ¬ qk (2.6.2-10) 
同样 , 式 (2.6.2-3) 中 , 势能 梯度 模 方 的 梯度 V (q) 也 可 以 作 Taylor 展开 , 即 
У (qı) = V (9) + T زو)‎ u + O (и?) = V (q) + T (q) u (2.6.2-11) 
当 q ËF qrs 时 , 因为 V (а) = 0, 所 以 得 到 
u= -T-1V (2.6.2-12) 


EXER, ur = 一 (Ta) 
根据 式 (2.6.2-1), 式 (2.6.2-4), 得 到 
یہ آدر ای تب پ ورک ید‎ = 2D „(Н 


即 
V = ج211‎ (2.6.2-13) 
又 根据 式 (2.6.2-5), 势能 梯度 模 方 e 的 二 阶 导 数 


т [528] [а] - [2 (| 


дд дһ | ہو“‎ 
ü 25, ka дд da; gög SA )2.6.2-14( 
这 里 A = Hin, 而且 根据 式 (2.6.1-4) 得 知 矩阵 Н 是 对 称 的 , 即 H. = Ну. 再 引入 定义 


С) 
ا‎ 


2 
Уд d (2.6.2-15) 
Аш. روف‎ 
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最 后 得 到 
T =2 (HHT + С) (2.6.2-16) 


т 如 果 近 似 取 T = 2HHT, ЕЕН T 是 
| میں‎ SRE MEIERI, 于 是 T 肯定 有 道 矩 阵 存在 . 
再 根据 式 (2.6.2-12), u = TV, 就 可 以 保证 求 得 
位 种 u. 
讨论 
(1) 通过 势能 梯度 的 模 方 寻找 过 渡 态 的 方法 
一 般 适 用 于 起 始点 接近 مہو‎ 的 场合 , 其 算法 如 图 
2.6.2-1 所 示 . 
ее (2) 如 果 起 始 结构 qo 离开 过 渡 态 qrs MEL, 
кет ян 那么 可 以 采取 下 列 3 种 方法 , ORDIS: 
峭 度 的 模 方 寻找 过 渡 态 的 算法 (i) 极 大 _ 极 小 台 近 法 (图 2.6.2-2); 先 在 反应 物 
A 和 产物 В 的 连 线 上 , 求 能 量 达到 极 大 的 位 置 D. 再 在 过 D 点 的 垂直 于 AB 的 直线 上 ， 
求 能 量 达到 极 小 的 位 置 F. F 必定 有 逼近 过 渡 态 qars. 此 法 简便 易 用 . 


图 26.22 极 太 - 极 小 通 近 法 


(1) т 变 分 法 : 考虑 到 反应 途径 实际 上 就 是 势能 面 上 能 量 等 高 线 处 势能 梯度 模 方 o = 
g'g 最 小 的 方向 , 所 以 如 果 维 持 能 量 E = Eo 变动 核 坐 标 使 得 o 极 小 化 , 这 样 条 件 下 的 
g 就 是 反应 途径 的 方向 , 这 就 是 = 变 分 法 的 原理 (图 2.6.2-3)0nal. 于 是 用 约 东 变 分 , 得 到 


Ә 
= [g g - 2А (Е - Eo)] = 0 (2.6.2-17) 
дд 


为 待定 的 Lagrange 因子 . 进一步 可 得‏ د2 


日 | 二 و‎ 
Ü = 一 一 — JA (E — E = 2 п — АА 
Әф > % ( T) 29 8qi дф 


= 2 0 Ш . 49. 


m 
=2 Ў, Hingn = 2А: 


1- وہ 


Вр 
Не = Ag 8 (Н - А) в = 0 (2.6.2-18) 


这 是 一 个 本 征 方程 . 可 见 代表 着 反应 途径 方向 的 g 就 是 H 的 本 征 向 量 , 对 应 的 本 征 值 为 
À. 选取 向 量 V = g. 再 引入 投影 算 符 P 


P =1- VV! (2.6.2-19) 


它 代表 着 在 垂直 于 向 量 V = g 的 方向 上 的 投影 操作 , 即 当 一 个 向 量 被 P fERuj 712(8 
AFHR V = g 的 方向 上 的 一 个 新 向 量 . 根据 式 (2.6.2-18) 和 式 (2.6.2-19) 容易 证 明 


P*= P (2.6.2-20) 
和 
PH = HP = PHP (2.6.2-21) 
将 投影 算 符 P 作用 到 向 量 Hu E, 根据 式 (2.6.1-9a) 
得 到 


PHu = -Pg (2.6.2-22) 
于 是 当 P 作用 到 向 量 u 时 , 得 到 
Pu = —PGE (2.6.2-23) 


称 为 “投影 Newton-Raphson 方程 ", HF, G = H. 
所 以 具体 在 逐步 趋 近 的 算法 中 (图 2.6.2-3) 取 


u=—PGg+aV (2.6.2-24) 


其 中 , 标量 a 为 适当 选 定 的 标 度 因子 . 

(iii) 线性 内 坐标 途径 法 (LICP): LICP #291 先 定 义 几 个 反应 物 和 产物 分 子 共同 具有 
的 内 坐标 , 使 这 些 内 坐标 线性 、 PEBE. 协同 地 从 反应 物 变 到 产物 . 设 反 应 物 和 产物 分 子 的 
这 些 内 举 标 分 别 为 q, а”. 然后 
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q + ۸ (9° — qt) (2.6.2-25)‏ = ۾ 


可 以 近似 地 等 于 一 条 反应 途径 , А = 0 а=", A = ۱1 FÎ ."و = و‎ 只 要 将 BEA (0,1) 
之 间 的 几 个 数 , 然后 就 可 以 求 出 过 渡 态 . 当然 这 近似 相当 于 图 2.6.2-2 中 第 1 步 的 АВ Ж 
线 的 D 点 . 该 法 简便 , 对 于 探讨 反应 机 理 的 某 些 侧面 还 是 有 用 的 . 
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“我 生性 如 此 
E FREE KRE: 
在 工作 中 , 在 探索 道路 时 ， 
б: اگ اکا ےر‎ RE]. ° 
FHG. Л. 帕 斯 捷 尔 纳 克 的 书 《追寻 》[1958 年 Nobel 文学 奖 获 得 者 , 苏联 作 
Ж) 


3.1 初等 分 子 动力 学 原理 


对 于 一 个 分 子 体系 ( 即 一 个 分 子 或 者 很 多 个 分 子 构成 的 体系 ), 其 中 的 核 质 量 远 大 于 
电子 质量 . 20 世纪 50 年 代 , 科学 家 将 理论 和 实验 结合 起 来 证 明了 分 子 中 原子 核 的 运动 规 
律 服从 经 典 力学 . 证 明 是 这 样 取得 的 ， 如果 采用 基于 经 典 力 学 的 原理 对 分 子 中 原子 核 的 
运动 作 简 正 振动 分 析 , 得 到 的 简 正 振动 频率 的 理论 值 和 无 论 哪 种 分 子 的 振 转 光谱 (如 红外 
光谱 ) 的 吸收 峰 实验 值 相 比 , 完全 一 致 ( 见 9.1 Th). 

根据 Hohenberg-Kohn 第 一 定理 , 基态 分 子 体系 的 微观 状态 实际 上 取决 于 分 子 核 骨架 
的 几何 结构 : 分 子 微观 状态 的 时 间 演 化 , 就 是 核 骨 架 几 何 结构 随 着 时 间 的 变化 . 既然 分 子 
体系 中 原子 核 的 运动 服从 经 典 力学 , 那么 分 子 体系 中 第 i 个 原子 核 的 运动 加 速度 а, 取决 
于 它 所 受 的 力 Fi 


а = — (3.1-1) 
Fih; 


对 于 原子 层次 的 模拟 , 不 存在 与 粒子 速度 有 关 的 非 保守 力 , 显然 属于 保守 体系 . 根据 经 典 
力学 , 这 个 力 F, 又 取决 于 该 原子 核 所 感受 到 的 势能 , 即 总 势能 U (q) 关于 体系 中 第 i 个 
核 位 置 а, 的 负 梯 度 就 是 第 i 个 原子 核 所 感受 到 的 力 ， 
Te = ۔‎ {i وی‎ + 02) )3.1-2( 
总 势能 U (q) ФУ а, 有 关 的 部 分 就 是 所 有 体系 内 的 电子 和 所 有 其 余 原子 核对 该 原子 核 的 
相互 作用 势能 . 当然 这 个 势能 要 服从 量子 力学 的 规律 . 

所 以 分 子 动力 学 (MD, molecular dynamica) 理论 模拟 可 以 包括 三 步 : 第 一 步 求 体系 
的 总 势能 U (q); 第 二 步 从 总 势能 求 算 每 个 核 受到 的 力 { Pi, 接着 求 算 每 个 核 的 位 置 {4.} 
随时 间 的 变化 , 即 求 算 核 骨架 的 时 间 演 化 ; 第 三 步 就 可 以 求 算 体系 任意 动力 学 量 , 即 所 有 
物理 化 学 性 质 . 

第 一 步 涉 及 量子 力学 . 如 果 把 每 一 瞬间 的 分 子 看 成 是 静态 问题 来 处 理 , 与 该 结构 相应 
的 分 子 基 态 的 总 能 量 就 是 势能 , 所 以 要 用 量子 化 学 方法 来 计算 势能 , 或 者 由 于 力 场 方法 可 
以 看 成 是 量子 化 学 方法 的 一 个 ИУ. “刻板 ”的 拟 合 结果 , 所 以 如 果 精 度 允 许 的 话 也 可 


Е; = -Va U (q) = 


‚БЭ. 第 3 章 ”分 子 动力 学 方法 


以 用 力 场 方法 来 求 算 势能 . 特别 是 在 目前 计算 机 能 力 还 不 够 强 的 情况 下 , 绝 大 包 数 分 子 动 
力学 模拟 中 求 算 势能 的 一 步 几 乎 都 是 用 力 场 方 法 完成 的 . 

第 二 步 却 是 一 个 纯粹 的 经 典 力学 问题 . 既然 每 个 原子 核 所 受 的 力 都 能 求 算 , 于 是 原则 
上 就 有 办 法 来 求 算 所 有 核 在 任意 时 刻 所 处 的 位 置 , 所 以 体系 核 上 骨架 的 时 间 演 化 就 可 以 求 
得 . 这 样 第 三 步 求 算 体系 其 他 性 质 所 需要 的 信息 就 都 在 里 面 了 . 

第 三 步 取决 于 具体 模拟 哪 种 性 质 , 按照 具体 性 质 的 统计 力学 理论 , 分 析 以 上 两 步 得 到 
的 时 间 演 化 数据 , 得 到 具体 的 性 质 . 本章 内 容 只 是 介绍 第 一 . 二 步 的 原理 ,第 三 步 的 介绍 
则 分 散在 应 用 篇 的 各 个 章节 , 如 自由 能 、 振 转 光谱 .、 输 运 性 质 . 固体 性 质 等 . 

现在 介绍 分 子 动力 学 模拟 的 初等 原理 ， 设 体系 有 N 个 粒子 , 则 它们 的 经 典 力学 描 
述 得 靠 3N 个 自由 度 (q.p) = {qi,pili= IN}, 其 中 , 位 置 g = (q,|i= 10)N], 动量 
Pp 三 {pili= UN}, а, 为 第 i 号 粒子 的 位 置 , р, 为 第 i 号 粒子 的 线 动量 . (д.р) 决定 了 体 
系 的 状态 , 每 个 体系 微观 状态 在 相 空间 中 就 是 一 个 相 点 . 经 典 力 学 说 明 (q.p) BA 
是 如 下 正则 Hamilton 方程 : 


dq ۶ ۳ 
d Әр, (速度 方程 ) (3.1-3) 

д d ӘН 
Bi = سض‎ Vi = (DN ( 力 方 各 (3.1-4) 


一 阶 微分 方程 加 一 个 初始 条 件 【时 间 问 题 ) 或 一 个 边界 条 忻 (空间 问题 ) 那么 就 有 确定 解 
(决定 论 ). Hamilton 力学 形式 是 经 典 力学 的 完美 形式 , 但 在 实际 的 初等 处 理 中 就 不 一 定 是 
最 方便 的 形式 . 通常 在 分 子 动力 学 讨论 中 ,人们 还 是 用 牛顿 力学 的 形式 

de F; 8) > 1 


= = ر۷ کے‎ Wi ۷17س‎ 1-5 
dt ты Thi ч j (1) وت‎ 


和 
240 = sD, vi = UN (3.1-6) 

这 里 记 ri,vi 分 别 为 第 ;号 粒子 的 位 置 和 速度 . 直 . Pauling 说 过 :“ 化 学 行为 本 质 上 是 一 种 
量子 效应 或 一 组 量子 效应 . ”而 在 上 述 方 程 中 作为 量子 效应 的 化 学 键 作 用 全 部 体现 在 势 
能 U 中 . 而 势能 U 又 取决 于 全 体 核 的 位 置 , 势能 可 以 通过 量子 化 学 方法 精确 计算 ,或 者 
用 力 场 方 法 近似 计算 出 来 . 

式 (3.1-5) 和 式 (3.1-6) 是 一 组 3N 个 微分 方程 , 当然 就 要 用 微分 方程 的 数值 积分 方 
法 来 解 . 体系 每 个 时 刻 的 位 置 {7; ( O} 和 速度 {w; (1)} 可 以 通过 积分 算法 解 这 个 方程 组 得 
到 . 这 样 就 给 出 体系 所 有 原子 核 的 运动 轨迹 , 也 就 是 体系 的 时 间 演 化 ; 进而 体系 所 有 性 质 
随时 间 变 化 就 可 以 得 知 . 

因为 相互 作用 势能 的 复杂 , 不 可 能 用 解析 的 积分 方法 . 所 以 实际 上 都 是 采用 有 限 差分 
法 , 就 是 用 有 限 小 的 时 间 段 At 取代 无 限 小 的 时 间 段 dt, 然后 通过 数值 积分 方法 来 完成 
At 称 为 时 间 步 长 , 它 的 选取 视 核 运动 的 快慢 而 定 . 质量 大 的 核 运 动 速度 慢 , 质量 小 的 核 
运动 速度 大 . 通常 核 的 振动 时 间 尺 度 为 10—14 量 级 , 故 对 于 通常 化 台 物 的 分 子 动力 学 模 
拟 的 时 间 步 长 选取 At = 10-155 = 1 对 于 氧 原子 个 数 多 而 且 所 求 性 质 与 氧 原子 位 置 密 
切 相 关 的 体系 , 应 该 选用 At = 0.16. 


3.1 和 韧 等 分 子 动力 学 原理 .53. 


总 之 , 分子 动力 学 处 理 分 子 体 系 是 一 种 动态 研究 的 方法 کا سا‎ ha Pn И JJ sk iW tk Pr 
架 的 行为 , 在 计算 每 个 瞬时 的 势能 上 它 依据 量子 力学 , 在 求 算 各 种 体系 性 质 上 它 依据 统计 
力学 . 

在 常 微分 方程 数值 积分 的 方法 中 心思 :Gibson 法 .Euler 法 的 精度 太 低 , Runge-Kutta 
法 演化 一 步 需 计 算 能 量 几 次 , 而 每 步 演化 中 计算 能 量 是 最 消耗 计算 资源 的 环节 , 故 这 里 不 
予 介 绍 . 只 有 Verlet 法 山 ( 及 其 变种 ) 和 Gear 法 (预计 -校正 法 六 才 适 合 分 子 动力 学 模拟 . 
为 了 改进 Verlet 法 中 求 速 度 的 问题 , 术 生 出 了 几 种 变种 方法 ， 有 蛙 跳 法 站、 速度 Verlet 
法 B4 和 位 置 Verlet RN 三 种 . 以 下 分 别 予以 介绍 . 
3.1.1 Verlet 法 


1967 年 问世 的 Veret 法 开创 了 用 于 分 子 动力 学 模拟 中 最 重要 的 一 类 算法 . 设 + 时刻 
第 i 号 粒子 的 位 置 . 速度 . 加 速度 和 位 置 关 于 时 间 的 三 阶 导 数 分 别 为 r(t), vi (0), a (t) 
和 b, (t). 根据 Newton 定理 , 保守 系 中 第 i 号 粒子 的 加 速度 可 以 从 它 受到 的 力 Е, (t) Ж 
得 , 而 力 从 势能 的 负 梯度 求 得 


a, (0) = قاط‎ = -VU (fri (0) (311-1) 
سے‎ At 为 模拟 的 时 间 步 长 , 将 r; (++ А), т; (t — At) 分 别 在 t AAE Taylor 展开 到 三 
阶 项 
Tr (£ + åt) = ri (2) + wv; (t) At + та (t t) (At) + sb, (Е) (At) + Q (At) (3.1.1-2) 
和 
EA = re +u (0) (A + a: (E) (At) + gali J (A) + О (Ай) )3.1.1-8( 
两 式 相 加 可 以 消去 奇 次 导数 项 , 得 到 
т; £ + At) = 2r; (0) — ri (t = At) + —— кып (at) + O (At) (3.1.1-4) 


这 就 是 Verlet 法 的 基本 方程 . E 只 要 有 了 起 始 条 件 , 如 {т (0), 
т: (АР), 就 可 以 按照 图 3.1.1-1 所 示 的 Verlet 法 示意 图 求 得 以 后 所 有 时 刻 体系 所 有 粒子 
的 位 置 (r, (t)}, 即 体系 核 骨架 的 时 间 演 化 , 其 中 , 时 间 步 长 At 总 是 选 为 定 值 , 


p- пыйы. جب یب کی یہ‎ ns 
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图 3.1.1-1 Verlat 法 示意 图 
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讨论 

(1) Verlet 法 是 分 子 动力 学 中 采用 最 普遍 的 算法 , 优点 之 一 是 时 间 可 道 . =Ç (3.1.1-4) 
ЖЕН r; (t + At), ri(t 一 At) 分 别 一 前 一 后 在 t 时 刻 展开 得 来 的 , 由 此 可 以 看 出 式 (3.1.1-4) 
满足 时 间 可 道 . 而 时 间 可 道 是 Newton 方程 的 基本 要 求 . Verlet 法 的 每 一 步 只 需 计算 一 次 
力 , 这 是 优点 之 二 . | 

(2) 位置 及 其 误差 : 微分 方程 用 差分 来 求 , 于 是 计算 误差 来 自 Taylor EF. 在 求 位 置 
的 式 (3.1.1-4) 中 弃 去 的 项 是 O (М), 故 Verlet 法 计算 位 置 的 误差 为 O (Ali( 表 3.1.1-1). 
有 的 文献 把 误差 的 暴 次 数 称 为 该 方法 精度 的 阶 (order). 于 是 ,Verlet 法 的 位 置 的 计算 
是 4 阶 精度 , 而 速度 精度 只 有 二 阶 , 以 至 总 的 Verlet 法 计算 只 有 二 阶 精度 . 


# 3.1.1-1 各 种 算法 计算 位 置 . 速度 的 误差 


Pa 2 Gibson 法 Verlet 法 ЖЕНЕТ: 速度 Verlet 法 Beeman 法 
位 置 O (А?) O(a) O(Am) O(A) О (At) 
کاڈ‎ FE Ola] O (Мм?) О (М) O (At) O (At?) 


(3) 速度 及 其 误差 :, 整个 Verlet 法 的 特点 是 只 有 人 忆 置 的 时 间 演 化 数据 , 即 可 以 不 出 现 
EE, 于 是 只 能 计算 一 部 分 物理 化 学 性 质 , 而 不 是 全 部 . 有 些 性 质 的 计算 需要 速度 的 时 间 
演化 数据 , 这 时 可 以 用 位 置 的 如 下 差分 求 得 速度 : 

Tilt + Af) — r (1 - At) 
2At 
可 见 Verlet 法 求 得 速度 的 误差 为 O (AF). 这 是 Verlet 法 的 弱点 . 

(4) 简 式 符号 : A (3.1.1-4). =Ñ (3.1.1-5) 一 起 就 是 Verlet 法 求 算 分 子 体系 时 间 演 化 的 
基本 方程 . 为 方便 以 后 的 深入 分 析 , 用 rn ret., سس‎ or, an 等 依次 表示 ri (t), ri (t + At), 
ri (t — At), vi (t), a, (t) 等 , 可 以 把 式 (3.1.1-5). 式 (311-4) 改写 为 


td 
| 21 (3.1.1-6) 


+1 — Ор" — rl +L Ata" 


v; (t) = + O (А?) (3.1.1-5) 


(5) 计算 链 的 启动 和 持续 : 从 图 3.1.1-1 可 见 整 个 Verlet 法 可 以 不 出 现 速度 . 但 是 这 
根 Verlet 法 的 计算 链 的 启动 需要 初始 条 件 , 如 {т (0) ,vi (0)}. 于 是 第 一 步 的 位 置 为 


ri (At) =  )0( + رہ‎ (0) At 3 тан (0) (At)? + O (де?) (3.1.17) 


这 步 计 算 位 置 的 误差 为 O (At). ЖЧ, 从 第 一 步 后 的 (r (0) r (At), 就 可 递 推 得 到 
{rı (2Аг)у}, [r BA) ,……. 第 一 步 的 误差 不 会 影响 整个 Verlet 法 的 位 置 误差 为 O (Ar). 
当然 , 第 一 步 也 可 以 用 r; (At) = r; (0) — u, (0) At 得 到 .只 要 模拟 时 间 足 够 长 , 体系 进 
AEE, 甚至 平衡 态 , 那么 模拟 到 一 定时 间 之 后 , 时 间 演 已 就 会 与 初始 条 件 无 关 ， 

(6) 时 间 步 长 At 的 选取 : 从 误差 来 看 , At 太 大 则 积分 的 误差 积累 过 大 , 太 小 则 四 合 
五 入 的 误差 增加 . 对 于 精度 低 的 算法 , 可 以 允许 用 稍 长 的 时 间 步 长 . 从 分 子 体系 运动 的 时 
间 尺 度 来 看 , 时 间 步 长 At 应 当 要 比 体系 运动 的 特征 时 间 小 至 少 一 个 数量 级 .体系 的 据 
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动 运动 是 核 骨架 运动 中 特征 时 间 最 小 的 , 约 10-14s, 即 核 骨 架 的 各 种 运动 中 最 快 的 运动 方 
式 . 故 一 般 选 时 间 步 长 为 107s. | 

生物 体系 分 子 的 运动 横 式 最 复杂 , 它们 各 自 的 特征 时 间 差 别 极 大 : 可 以 包括 局 部 运 
动 (0.01 ~ 5Ã, 10—15 ~ 10-1s)、 刚 体 运动 (1 ~ 10A, 107° ~ 1s) 和 大 尺度 运动 (> БА, 
10-7 ~ 10%) 三 类 . 局 部 运动 包括 原子 的 热 运动 . 侧 链 运动 和 环 链 运动 . 刚体 运动 包括 螺 
旋 运 动 、 域 块 运动 (REALE Н) 和 亚 单元 运动 . 大 尺度 运动 包括 螺旋 管 转化 、 缔 合 / 解 缔 
ФТЬ TE. 可 见 , 单一 时 间 步 长 的 分 子 动力 学 在 模拟 生物 分 子 时 大 量 的 计算 资源 
浪费 在 计算 各 种 缓慢 的 运动 之 中 . 

(7) Verlet 法 所 需 内 存量 中 等 .需要 存储 的 量 有 {r:(t- AB}, (r (t) MAD ((ی):۶)‎ 
{ 或 加 速度 )， 


3.1.2 ВЖ 


实际 上 , 在 Verlet 法 中 根据 得 到 的 位 置 ( 见 式 (3.1.1-4)) 求 速度 , 除了 式 (3.1.1-5) 之 
外 , 还 有 其 他 方法 , 这 将 引出 Veret 法 的 三 个 变种 ， 即 蛙 跳 法 四 .速度 Verlet 法 和 位 置 
Verlet 法 ， 这 里 介绍 的 蛙 姚 法 是 经 常 采用 的 算法 ， 其 特点 是 将 速度 取 在 半 奇 数 时 间 步 长 
Ж: 将 速度 v; (t+ At/2) 和 o (t — At/2) 分 别 在 t 时 刻 处 作 Taylor 展开 


vi ( + >) = v; (t) + a, (t) ($) + -- (t) (zy + O (Аё) (3.1.2-1) 
和 
vi ( _ F) = w, (t) + a, (t) (- >) + sb, (t) (多 + O (At°) (3.1.2-2) 
两 式 相 减 得 到 
а; ٢ + >) = t; (: _ >) + aí (t) At + O (А?) (3.1.2-3) 


其 中 , 加 速度 а; (t) 从 力 Fi (t) 求 得 , 而 力 从 势能 的 鱼 梯度 求 得 . 同样 , RHEE r, (t+ At) 
和 r; ) 分 别 在 t 二 At/2 时 刻 处 作 Taylor 展开 , 得 到 


оф At At 1 AEN FANN Ma 
rı (t+ At) = ri (++ 2) +o, (t+ $). ($) + a (t+ $) ($) + Q (А) 


[3.1.2-4) 
т (t) = fj ( 4 >) + جو‎ ( + 3 Е (-F) + T ( + >) (-5) + O (At) 
i (3.1.2-5) 
两 式 相 减 得 到 
ri (t + At) = r; (t) + (: 于 >) . At + Ü (А) (3.1.2-6) 


所 以 略 去 高 次 项 , 整个 体系 所 有 粒子 的 位 置 、 速 度 都 可 以 用 图 3.1.2-1 所 示 的 蛙 跳 法 示意 
图 求 得 . 
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图 3.1.21 8 
讨论 
(1) 野味 法 的 优点 在 于 可 以 直接 计算 速度 . 用 它 计 算 位 置 、 EERE O (А), 
HE Verlet 法 小 . 
(2) 蛙 跳 法 的 缺点 是 计算 得 到 的 位 置 与 速度 不 在 同一 时 刻 , 相差 At/2, БШ ЕЕ. 2 
样 就 不 能 同时 求 出 动能 和 势能 , 即 不 能 直接 求 得 总 能 量 . 不 过 可 以 按照 下 式 求 得 与 位 置 同 


时 刻 的 速度 : 
v (8) = 5 [5 (+ 2) + 0; (- $) )3.1.2-7( 


(3) 如 果 所 有 原子 核 的 初始 位 置 (r, (0)} 和 初始 速度 {vw; (Ао) 都 已 知 , 于 是 体系 
在 相 空 间 中 的 时 间 演化 就 可 以 得 到 . 初始 位 置 fr, (0)} 在 合理 的 范围 内 可 随机 设 定 . 初始 
速度 {а (一 At/2)} 可 以 设 为 Maxwell 分 布 或 随机 设 定 . 

(4) 在 模拟 定 态 或 平衡 态 的 过 程 中 , 尽管 模拟 开始 阶段 时 间 演 化 轨迹 与 初始 条 件 有 关 ， 
但 是 只 要 模拟 时 间 长 到 一 定 程度 , 可 以 进入 最 终 的 定 态 或 平衡 态 , 按照 此 后 的 轨迹 计算 得 
到 体系 任意 物理 量 的 结果 将 与 初始 条 件 的 选择 无 关 ， 

根据 之 一 : 从 概率 论 来 看 , 已 经 严格 证 明了 分 布 的 “极限 定理 "条 不 可 约 、 非 
周期 、 遍历 的 Markov 链 中 的 状态 最 终 能 够 保证 遵守 某 个 唯一 的 概率 分 布 . 而 与 初始 分 布 
无 关 . 分 子 体系 状态 的 相 空 间 轨 迹 从 根本 上 看 是 随机 的 热 运 动 造成 的 , 可 以 相当 好 地 把 它 
近似 看 作为 一 条 Markov 链 回 . 

根据 之 二 : 从 另 一 个 角度 看 , 对 于 处 于 定 态 的 非 平 衡 体系 , 其 中 , 任意 性 质 之 间 的 时 间 
相关 函数 具有 时 间 平 移 不 变性 ， 换 名 话说 , 与 时 间 原 点 的 指定 无 关 (4 (t) B (t + At)) = 


(A (0) B (At)), 见 第 6 章 | 可 见 正 由 于 处 于 定 态 下 的 时 间 平 移 不 变性 , 就 可 以 允许 任意 
合理 地 设 定 分 子 动力 学 模拟 的 初始 条 件 
(5) 简 式 符号 表 式 : 可 以 用 简 式 符号 把 蛙 跳 法 的 基本 方程 (sÉ (3.1.2.3) 和 式 (3.1.2-6)) 
改写 为 
vt 1/2 1 Ata" | 
| 18+1 = r" + ті 1/2 (3.1.2-8) 


可 以 证 明 式 (3.1.2-8) 与 以 下 表达 式 等 价 : 
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1+12 = u" 4 Ata" 
2 
yn+1 — yn j Ap F12 (3.1.2-9) 
1 
paH ور یہہ ے‎ ү Ма" 
2 


证 明 

(1) 式 (3.1.2-8) 中 的 位 置 公式 r"+1 = ra AR"? 就 是 式 (3.1.2-9) 中 的 位 置 公式 . 

(2) 把 式 (3.1.2-9) 中 的 第 3 个 表达 式 的 时 间 位 移 -1 步 , 得 到 an = ui? + Ata" ہوم‎ 
再 与 式 (3.1.2-9) 中 的 第 1 个 表达 式 相 加 得 到 t? = i? + Ata", 那 就 是 蛙 跳 法 式 
(3.1.2-8) 中 的 速度 公式 . 

式 (3.1.2-9) 才 是 蛙 跳 法 实际 编程 时 用 的 表 式 , 据 此 可 编程 如 下 : 


do step = 1, nstep 
ч = y + 0.5*dt*a 
r = r + dt*v 
(3.1.2-10) 
а = force(r)/m 
т = y + 0.5*dt*a 


enddo 


其 中 , nstep 为 总 的 模拟 步 数 . 可 见 蛙 跳 法 每 一 步 也 只 需 算 一 次 力 . 将 会 看 到 所 有 Verlet 
法 的 变种 每 一 步 都 只 需 计 算 一 次 力 . 
3.1.3 ”速度 Verlet 法 

werlet 法 的 第 二 种 变种 是 速度 Veret 5613541. 此 法 是 将 第 ;i 号 粒子 在 t+ At 时 的 位 
TA t+ At/2 时 的 速度 分 别 在 上 时 刻 处 作 Taylor EF. 因为 Newton 方程 最 志 涉 及 位 置 
的 二 阶 导 数 , 故 展开 到 Л? 


ri (t + At) = r; (t) + o, (t) At + a; (t) (At)? + O (AF) (3.1.3-1) 


和 

vi ( + >) = v; (t) + a (t) = +0 (А) (3.1.3-2) 
其 中 , 读 粒 子 的 加 速度 a; 可 以 从 受到 的 力 或 势能 U 求 得 . 再 将 + Ai 时 刻 的 速度 在 + 
处 作 Taylor 展开 得 到 


vi (t + At) = а; (: + >) + a, (t+ At) =: + 0 )۵( (3.1.3-3) 


根据 式 (3.1.3-1)~(3.1.3-3) 可 以 得 到 速度 Verlet 的 算法 图 示 (图 3.1.3-1). ВЧ, 

(1) 由 核 的 位 置 {r (OF, 即 分 子 结构 求 得 该 时 刻 的 势能 U, 再 从 势能 的 负 梯 度 求 得 同 
一 时 刻 每 个 核 所 受 的 力 . 

(2) 由 每 个 核 所 受 的 力求 得 同一 时 刻 餐 个 核 的 加 速度 {a (t)}. 

(3) 由 式 (3.1.3-1) RIẸ t+ At 时刻 的 核 位 置 {ri (t+ At)). 
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(4) 由 式 (3.1.3-2) RA بے‎ At/2 时 刻 每 个 核 的 速度 fw; (t + At/2)1. 
(5) 由 式 (3.1.3-3) RE t+ At 时 刻 每 个 核 的 速度 {vw; (t+ At)}. 
然后 , 依次 可 以 求 得 所 有 时 刻 核 的 位 置 和 速度. 


[R UAD} 1+21]ك)‎ ГГ а= 


F 
۴ 
[Finan] ЕДНА I 
| 
[a+ An) Гаек 
ii 
| 
7 p 32 
|n чаар ТА P| | 
Ё е HAI I+ м HIAL 


图 3.1.4-1 ЖЕЕ Verlet 8 

讨论 

(1) 速度 Werlet 法 的 优点 : 第 一 , 位 置 、 速度 都 是 O (AF) 精度 , HE Verlet 法 有 改进 ; 
第 二 , 对 于 N 个 粒子 的 体系 , 需要 用 ON 个 内 存量 储存 上 时 刻 的 位 置 . 速度 和 加 速度 . 从 
式 (3.1.3-1)~(3.1.3-3) 可 见 , 不 需要 用 额外 的 内 存量 来 储存 上 + At 时 刻 的 位 置 . 速度 和 加 
速度 . 速度 Verlet 法 的 缺点 在 于 计算 复杂 性 高 于 Verlet 法 和 蛙 跳 法 . 

(2) 速度 Werlet 法 可 以 求 得 同一 时 刻 每 个 核 的 位 置 和 速度 . 这 是 蛙 跳 法 所 不 及 的 . 

(3) 韧 始 位 署 和 速度 的 设 定 可 以 采用 同 蛙 跳 法 相同 的 做 法 . 

(4) 速度 Vere 法 实际 编程 时 与 图 3.1.3-1 所 示 的 有 所 不 同 ， 要 把 式 (3.1.3-1)~ 
(3.1.33) 重新 改写 才 得 到 编程 所 需 的 表 式 : 

将 式 (3.1.3-2) 与 式 (3.1.3-3) 相 加 得 到 


vw; (t+ At) = w; (E) + [a (t) + а, (t + At)] = + Q (л?) (3.1.3-4) 
又 把 式 (3.1.3-2) 代入 式 (3.1.3-1) 得 到 
rı (t + At) = r, (t) + Atu, (t + At/2) + O (At) (3.1.3-5) 


用 简 式 符号 把 式 (3.1.34) MA (3.1.3-5) 依次 可 改写 为 


+! == yu" = At (а^ + a") 


ул (3.1.3-6) 
مس‎ = г" + Atu" + == = 
不 难 证 明 式 (3.1.3-6) 与 以 下 表达 式 等 价 : 
1+172 二 „п ү Ма" 
3+1 єт” + PEAT (3.1.3-7) 


i __ пһ+1/2 十 


ا+حوی۵ 
p E‏ = تا 
2 
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此 式 与 蛙 跳 法 实际 编程 时 用 的 式 (3.1.2-9) 相同 . 所 以 速度 Verlet 法 的 编程 就 用 式 (3.1.2- 
10). 


3.1.4 位置 Werlet 法 
Verlet 法 的 第 三 种 变种 是 位 置 Verlet #001. 它 与 其 余 变 种 方法 并 不 鲜 价 . 位 置 Werlet 


法 的 演化 表 式 为 
Ul کک‎ + Atanti? 
retl — yn - Atu" + وٹ‎ ۲۵ (3.1.4-1) 
2 
它 的 等 价 的 实际 编程 用 的 表 式 为 
г®+1/@ ے‎ үз + Atu" 
tm+l — gn + Atant1/2 (3.1.4-2) 
80+1 
11+1 >: 101+1 لا‎ + Atv 


据 此 , 位 置 Verlet 法 可 编程 如 下 : 
do step = 1, nstep 


r = г + 0.5*#dt*v 


а = їогсе(г)/ш 
(3.1.4-3) 
ч = y + 0.5*dt*a 
г = г + б.Б=йї*ү 
enddo 


其 中 , nstep 为 总 的 模拟 步 数 . 

位 置 Veret 法 的 特点 是 力 ( 即 加 速度 ) 的 计算 是 在 半 奇 数 时 间 步 长 处 进行 的 ， 位 置 
Verlet 法 用 在 名 时 间 步 长 方法 (WL 3.7 节 ) گا کت کل ا‎ Verlet 法 的 计算 稳定 性 好 . 表 3.1.4-1 
列 出 了 Veret 法 及 其 三 种 变种 方法 各 自 的 时 间 疯 化 表 式 和 用 于 编程 的 等 价 表 式 . 


表 3.1.4-1 Verlet 法 及 其 三 种 变种 方法 的 时 间 演 化 表 式 的 总 结 
ШИП 用 于 编程 的 等 价 表 式 


un = (r وس ہیں‎ 
Werlet 法 РЇ مہو ے‎ 一 让 号 一 上 十 Ata" 
7, (3.1.1-6) 
ynl? — „п 172 L Ata" unti? سے‎ + Ata" وا‎ 
rr 十 了 === yntra + Ayka tl ور‎ 
ЕЕЕ ratl سے‎ ph p Att 
式 (3.1.28) ہےر چا‎ 
7 式 (3.1.2.9) 
+1 = р" + At[a" +an+l) /2 
速度 Verlet 法 11+1 — م‎ 十 Abu" + A" وا‎ 同上 
式 (3.1.3-6) 
untl = ре а Аф 8+192 те + Abt 72 
L= -1/2 
位 置 Wer lat 法 г! = r” + Ato” 十 Аїа"+1/2 وم‎ РЇ =y" 于 Asana f 
s г®*1 一 yn+1/2 + Att /2 


式 (3.1.4-1) 式 (3.1.4-2) 
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3.1.5 Beeman 法 


Beeman 法 也 是 从 Verlet و 2۴( 2ے 5ا‎ yah), 7۴۹3۴ SF R, 粒子 受到 的 力 不 仅 是 
位 置 的 函数 , 还 是 速度 的 函数 , 于 是 要 用 “预计 -校正 ” 的 方法 . 例如 , 如 果 位 置 ri (t+ At) 
已 经 从 下 式 求 得 之 后 : 


r; (E + At) = w; (E) + u; (t) At + (£ — са, (t — м) (At) + O (Att) (3.1.5-1) 
则 从 т; (t + At) 可 以 初步 “预计 ”速度 vi (t+ At) 为 
vP (t + At) = v; (t) + = (t) — 5а, t- اد‎ At (3.1.5-2) 
从 式 (3.1.5-1), 式 (3.1.5-2) 求 得 加 速度 mi (t + At), 进而 


vi (t + At) = v; (t) + "a; (t+ At) + ч (t) 一 "a; (t 一 м) At + OA”) )3.1.5-3( 


校正 之 后 的 速度 vf (t+ At) 才 算 速 度 的 最 后 结果 . 图 3.1.5-1 为 Beeman 法 的 示意 图 . 
Beeman 法 的 优点 在 于 速度 的 精度 提高 了 , 能 量 守恒 得 更 好 些 . 它 的 缺点 : 一 是 速度 
表 式 ( 见 式 (3.1.5-3)) E CEFR [Н] Н}; 二 是 计算 表 式 复杂 些 , 从 而 计算 耗 时 . 


预计 校正 预计 校正 


加 速度 а) анн) SE بی یک‎ qu مت‎ [EHA --- 
h ATHAN} [AEAN 


{а (+) [e (+2А1т}} 
力 [FUAN] | {FHA} 
势能 {rAd} Mri HAAN} 


位 置 [F] HA [FUAR j 2А) A 


速度 Са ра A) аА Ау} ا‎ (ЕА 8) а 

= {HOFMAN} {ELAS р {bA} БЧ) 6-а 
و ےہ لا ہے‎ 3575 2 . 9 

m š HAT HIAL 5 


图 3.1.5-1 Beeman 法 的 算法 图 示 
3.1.6 Gear 法 
Gear 法 是 “预计 -校正 法 ”中 的 一 种 . 该 法 按照 以 下 步骤 执行 四， 


步骤 1 FUE rit + At). PEBE u, (++ At). 加 速度 а; (t+ Ат) 和 加 速度 的 时 间 导 
数 بط‎ (t+ At) 分 别 在 ШЖ ИЕ Taylor 展开 


r; (t + At) = r; (t) + v: (t) At + a; (t) (At)? + O (0де)? ) (3.1.6-1) 
vi (t + At) = v; (t) + a; (t) At + š da: (t) . (At) + O C (3.1.6-2) 
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a, ) + At) = حت + )( ہو‎ 7 фы) ‚Ай + Кел. (А +0 (( An) (3.1.6-3) 
和 
b; (t + At) = b; (t) + = - At + ан (At) + O C (3.1.6-4) 
其 中 , 加 速度 | s: 
ai (t) = 3 | (3.1.6-5) 
加 速度 的 时 间 导 数 da (2) 
bi (t) = 一 一 (3.1.6-6) 


dt 

将 以 上 Taylor 展开 后 的 加 速度 改称 为 fag (t + At)}. 
步骤 2 ” 求 每 个 粒子 在 新 位 置 ہی‎ (t+ A} 处 受 的 力 , 从 而 在 这 个 力 驱使 下 产生 的 

加 速度 记 为 [af (+ At) }, 称 为 加 速度 的 “预测 值 ” 
نے‎ ”对 该 时 刻 加 速度 的 校正 为 


Aa; (t + At) = a° (t + At) — af (t + At) (3.1.6-7) 
由 此 对 同一 时 刻 的 位 置 、 速 度 作 如 下 校正 : 
r° (t + At) = r, (t + At) + co Aa; (t + At) (3.1.6-8) 
و‎ (t + At) = u; (t + At) + су, Aa; (t + At) (3.1.6-9) 
a° (t + At) = a, (t + At) + 210: Aa; (t + At) (3.1.6-10) 
b° (t + At) = b; (t + At) + 3!cs - Aa, (t + At) (3.1.6-11) 


其 中 , co, сї, cz 和 єз 为 待定 系数 .Gear 的 研究 结果 说 明 : 37 r, (t) 的 展开 从 三 阶 导数 开 
ЕЕЕ, 则 最 性 的 特定 系数 应 该 为 co = 1/6, cı = 5/6, сз = 1 #l cs = 1/3181. 图 3.1.6-1 为 


Gear 算法 的 示意 图 . 
预计 校正 预计 校正 
پا ال‎ АЕ تن‎ ` JEHA [+++ 
2۰ سا‎ HIANY 
{а hA} A o 
力 ЕА) тер n) 
势能 тлер ШТ 
位 置 Е нА) FEE A (2A1 
速度 ОТЕТ] а ер Кае) 
جع >ھ‎ СЫЕНА) (ВА 0) )رط‎ ۶۳٢2۵1([( [EIAN j- 
7 ا‎ HAt HIAL ایک‎ E AES وو‎ _ 


图 3.1.1 Gear 算法 的 示意 图 
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以 上 介绍 了 不 同 精度 的 5 种 分 子 动力 学 的 积分 算法 , 其 中 , 用 得 最 多 的 是 Verlet 法 、 
蛙 跳 法 和 速度 Werlet 法 . 分 子 动力 学 的 重要 性 在 于 ; 既然 分 子 动力 学 可 以 得 到 体系 中 所 
有 粒子 的 位 置 和 动量 随时 间 变化 的 全 部 信息 , 即 体系 的 时 间 演 化 , 那么 根据 Hohenberg- 
Kohn 第 一 定理 , 基态 体系 的 所 有 性 质 随 时 间 的 变化 就 定 了 . 然后 从 统计 力学 可 知 , 被 研 
学 的 体系 的 所 有 性 质 (无 论 平衡 态 性 质 还 是 非 平衡 态 的 性 质 ) 都 可 以 从 时 间 演 化 求 得 . 

分 子 动力 学 中 计算 能 量 的 环节 每 次 模拟 至 少 要 计算 104 ~ 105 次 , 限于 目前 计算 机 
的 计算 能 力 , 大 多 数 计算 能 量 这 一 步 还 是 采用 力 场 方法 , 故 称 经 典 的 分 子 动力 学 模拟 . 如 
果 计 算 能 量 这 一 步 采用 量子 力学 的 方法 , 如 电子 密度 泛 函 理论 (density functional theory) 
或 各 种 量子 化 学 半 经 验方 法 , 则 称 为 量子 的 分 子 动力 学 模拟 . 

值得 强调 的 是 在 经 典 的 分 子 动力 学 模拟 中 , 既然 是 用 力 场 方法 来 计算 时 间 演 化 中 每 
一 步 的 势能 , 那么 因为 力 场 方法 必须 在 给 定 化 学 结构 的 前 提 下 才能 计算 势能 , 它 本 身 不 能 
判别 演化 中 是 否 有 新 的 化 学 键 形 成 .所 以 , 经 典 的 分 子 动力 学 模拟 只 能 对 没有 化 学 反应 
的 体系 作 模 拟 . 


3.2 随机 动力 学 模拟 


从 以 上 初等 分 子 动力 学 模拟 的 介绍 , 对 于 分 子 动力 学 模拟 大 致 有 所 了 解 , 知道 分 子 动 
力学 通过 对 经 典 力学 的 Newton 运动 方程 作 数值 积分 , 从 而 得 到 分 子 体系 核 骨 架 的 时 间 
演化 , 继而 计算 体系 的 所 有 的 动力 学 量 . 这 里 需要 说 明 两 点 : 

(1) 体系 在 Г 相 空 间 中 的 时 间 演 化 轨迹 要 有 遍历 性 , 而 遍历 性 需要 混沌 行为 , 而 往往 
体系 粒子 总 数 N 需 是 大 数 时 才能 提供 混沌 行为 . 但 是 为 了 在 现 有 的 计算 机 运算 能 力 之 内 
实现 模拟 , 分 子 动力 学 是 在 一 个 大 量 粒 子 体系 中 取 少 量 粒子 为 模拟 的 对 得 , 这 是 无 法 避免 
的 . 于 是 遍历 性 就 不 容易 满足 . 

(2) 有 的 研究 体系 运动 自由 度 太 大 , 作 完 全 的 原子 层次 的 模拟 是 不 可 能 的 , REE 
系 , 只 能 把 模拟 的 重点 放 在 溶质 , 对 溶质 作 原 子 层次 的 模拟 , 同时 对 数量 极 大 的 溶剂 内 能 
作 模 糊 处 理 . 又 如 介 观 尺度 的 体系 (10nm~10pm) 无 法 作 原 子 模拟 , 需要 作 介 观 模拟 . 

在 以 上 情况 下 ， 可 以 把 Newton 方程 修改 为 Langevin 方程 ,把 要 模糊 处 理 的 部 分 
ЖА. “ЖЕНИЛ, 然后 对 Langevin 方程 作 数 值 积分 ， 这 就 是 以 下 介绍 的 所 谓 随机 动力 学 
{stochastic dynamics, SD) 模拟 方法 . 这 是 个 有 效 的 方法 ， 它 在 遍历 性 上 比 Nosé-Hoover 法 
好 , 在 比较 得 的 时 间 内 就 可 以 达到 准 遍 态 历经 . 


3.2.1 Langevin 方程 及 其 形式 解 


如 果 模 拟 的 体系 粒子 总 数 太 大 , 则 需要 降低 问题 的 自由 度 . 例如 , 在 溶液 的 场合 里 , 可 
以 把 溢 液 中 的 所 有 溶质 粒子 当 作 体系 , 而 把 溶剂 当 作 环境 . 在 胶体 的 场合 里 , 可 以 把 所 有 
胶体 粒子 当 作 体系 , 而 把 溶剂 当 作 环境 . 只 考虑 体系 的 运动 , 即 体系 的 运动 自由 度 , 这 样 
可 使 问题 得 到 简化 . 

考虑 在 溶液 中 的 第 i 号 溶质 粒子 , 它 的 运动 加 速度 应 当 有 З 项 : 


sur ТИШ ma ہے‎ (t, ٢ ۷ )3.2.1-1( 
dt 1; Mhi 
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右边 第 一 项 是 第 i 号 溶质 粒子 受到 体系 内 其 他 粒子 的 力 对 加 速度 的 关系 , 称 为 保守 力 项 . 
第 二 项 称 为 随机 项 , 代表 第 i 号 溶质 粒子 受到 来 自 环境 对 它 的 随机 碰撞 力 对 加 速度 的 页 
献 , 这 种 力 用 随机 力 А, (©) 表示 . 第 三 项 称 为 耗 散 项 或 摩擦 项 , 表示 由 于 第 i 号 溶质 粒子 
自身 的 运动 撞击 环境 造成 的 , 相当 于 第 i 号 溶质 粒子 在 摩擦 系数 为 ہہ‎ 的 环境 内 运动 受到 
的 摩擦 力 [或 阻尼 力 ) 对 加 速度 的 贡献 ; 摩擦 力 一 定 与 第 i 号 溶质 粒子 的 速度 o, 方 同 相 
反 . 摩擦 项 把 体系 的 动能 耗 散 到 环境 . 环境 对 体系 的 随机 力 通过 碰撞 把 环境 的 动能 转移 到 
ER. 这 后 两 项 体现 了 环境 对 体系 的 作用 . A (3.2.1-1) 称 为 Langevin Jr Ë. 
式 (3.2.1-1) 是 微分 方程 , 解 微分 方程 可 以 采用 积分 变换 的 办 法 (图 3.2.1-1). 


| 微分 方程 的 解 | 


图 3.2.1-1 积分 变换 解 微 分 方程 
这 里 对 式 (3.2.1-1) fE Laplace 变换 [ 见 附录 Т), 得 到 
aV (з) — vi (0) = =£ (Fi + Ri) — >V (8) (3.2.1-2) 
这 里 | 
V (в) = £ بہ]‎ (0)] (3.2.1-3) 
将 代数 方程 (3.2.1-2) 整理 得 到 
s (0) ` C(F,-+ В) 


Ет тч (3.2.1-4) 
再 对 式 (3.2.1-4) НХ Laplace 反 演 , 并 运用 式 (3.2.1-1) 和 卷 积 得 到 
т (E) = т (0)e + = Í dr [Fi (r) + Ri (т)]е 2") (3.2.1-5) 
+ t = і, 得 到 
vi (ta) = v; (0) e = + ہہ‎ ۲ dr [Fi (r) + R, (rle 
所 以 کر‎ | 
vy (0) = ev; (ta) — ер |. dr [Fı (r) + Ri (т)]е"" (3.2.1-6) 


代入 式 (3.2.1-5) 得 到 溶液 中 的 第 i 号 粒子 速度 的 解析 解 


t ч 
vi (t) = vi (t) e TE + سای‎ | dr [F; (т) + Ri (туе )3.2.1-7( 
ta 


3.2.2 ”随机 动力 学 中 的 蛙 跳 法 


式 (3.2.1-7) 给 出 了 速度 的 时 间 演 化 方程 , 现在 需要 用 蛙 跳 法 把 它 实现 , 包括 位 置 的 
演化 . 


1) 速度 的 关系 式 
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把 式 (3.2.1-7) 中 的 ta 替 换 为 tn- At/2, 将 其 改写 为 


(t) =i (e. =‏ ولا 


1 


- ) е—н(&Є-ь+4) 
+ ењ) | dr [F; (r) + Ri (م)‎ t 
тц Ji. =Аг/2 
+ سے‎ t. + At/2, 则 得 到 


=r} (3.2.2-1) 
At At _ 
Ti (+ + >) =u; (tn 一 >) е "8+ 
1 t+At/2 
+ ет | dr [F 
Mi 


(т) + Ri (7)]e (> 80-7) 
„—Аї/2 


(1) 式 (3.2.2-2) 积分 的 第 一 项 , 即 保守 力 的 积分 项 五 


(3.2.2-2) 
*є+А+/2 
= =_e атма f dr F, (т). 
in- Aif? 
ط٭٭-‎ —At/2-r) 可 以 近似 认为 保守 力 Fi (т) 在 积分 的 时 间 范围 内 为 常数 于 是 
= 1 لاک وت‎ 10, —At/2) хаас ја етт 二 کے‎ s _ L iät ‚ À 
h = ее 7 | ыл" = арР) (1—74) (322) 
(2) 式 (3.2.2-2) 积分 的 第 二 项 , 即 随机 力 的 积分 
1 п + At/2 
І, -二 ee drR; (r) e Tilin- At/2—r) 
тщ n — Az/2 
м2 
7 اوت‎ | dr Ri (т)е 0-7) 
т ta 
ta لا لاک‎ 
+ | ат Ri (т) ы (3.2.2-4) 
= At 2 
Vi CE S= = 7 جع‎ Ж drR, (түе t-n) (3.2.2-5) 
所 以 
дү 1 
Vi (ы -学 ) = 
于 是 


„АЁ 
гал f” Ят А, (т) e— Tilin—7) 
т Ёа 


(3.2.2-6) 
h = e AV, یں‎ + V, (ы 3 (3.2.2-7) 
再 根据 式 (3.2.2-3)、 式 [3.2.2-7), 可 将 式 (3.2.2-2) 改写 为 
А А th > 
"(= (oe وس م ل‎ 


e Aty, (= 32 (‚= >) 


(3.2.2-8) 
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这 就 是 随机 动力 学 娃 中 法 的 速度 表 式 、 当 y — 0 时 , 因为 lim شس‎ 
[3.2.2-8) 还 原 可 为 分 子 动力 学 蛙 跳 法 中 的 速度 表 式 (MA (3. 12. a 

2) 位 置 的 关系 式 

将 式 (3.2.1-7) 对 时 间 积 分 , 类 似 地 可 以 得 到 


Ti (in + At) =F; (t n] + D; 0 +F at-a, (+ 5-2) 


2 2 2 
ew t بت‎ At At 
سس‎ F ار‎ L=; — 3.2.2-9 
其 中 ， ®ю-+А+#/2 
X; ss: F) = ان‎ | dr А; (т) [1 = et+ 尘 一 )] )3.2.2-10( 
2 таты Jtn 


sü (3.2.2-9) 就 是 随机 动力 学 蛙 跳 法 的 位 置 表 式 . 当 % — 0 ВУ, 则 式 (3.2.2-9) 可 还 原 
为 分 子 动 力学 蛙 跳 法 中 的 位 置 表达 式 ( 见 式 (3.1.2-6)), 原因 是 
en _е-"4 — en ¥(At/2) —e = (-At/2) _ 
Sg E کا‎ 
根据 速度 表达 式 ( 见 式 (3.2.2-8)) MERKEZA (AA (3.2.2-9)), 可 以 画 出 随机 动力 
学 中 蛙 跳 法 的 示意 图 {图 3.2.2-1), 其 中 上 半 部 分 与 分 子 动力 学 蛙 跳 法 (图 3.1.2-1) 一 样 ， 
这 也 是 预期 的 结果 . 


位 置 ---------- 利生 -全 fr 


28 


势能 i En 本 fm 人 十 各 站 


{FHA} 


A CT TT ЕЕ ЕЛГЕ‏ ھسر رر رھرر ТЕТТЕ‏ 1112511120119 نع 


Viki А4) 


FAL + :ٹف‎ At 2) 
VS A2) 


Wt 十 总 АР) 


随机 力 
{RAH} W: 
一 = = = = 
ИЗ ےس‎ <А ы тШн 
L =: k, ГА 4+2 h tAr + T 
2 2 2 


图 3.2.2-1 随机 动力 学 的 蛙 跳 法 示意 图 
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33 ”限制 性 和 约束 性 分 子 动力 学 模拟 


根据 上 述 分 子 动力 学 原理 , 无 论 体系 中 只 是 一 个 分 子 , 还 是 一 块 晶体 , 或 是 高 分 子 , 或 
由 车 干 个 分 子 组 成 的 体系 , 分 子 动力 学 都 可 以 给 出 任意 时 刻 体 系 内 各 个 原子 的 位 置 和 速 
度 , 即 给 出 所 谓 分 子 结构 的 时 间 演 化 . 

只 要 分 子 动力 学 模拟 的 时 间 步 长 足够 短 , 分 子 结构 的 时 间 演 化 就 足够 逼真 ; 原则 上 只 
要 分 子 动力 学 模拟 的 时 间 是 够 长 , 它 给 出 的 体系 状态 的 时 间 演 化 , 即 它 在 Г 相 空 间 中 的 
轨迹 , 就 可 以 达到 准 裔 态 历 经 . 

但 是 由 于 和 蛋白质, 核酸 , 糖 类 等 生物 化 学 分 子 的 原子 数目 多 , 即 体 系 的 运动 自由 度 太 
大 , 分 子 动力 学 模拟 一 般 不 容易 达到 遍历 , 所 以 经 常 采 用 限制 性 或 约束 性 的 分 子 动力 学 模 
所 方法 . 也 就 是 利用 测量 得 到 的 甘于 该 分 子 几 何 性 质 的 实验 值 , 如 该 分 子 的 某 两 个 指定 原 
子 的 间距 或 三 个 原子 之 间 夹 角 的 实验 值 , 让 模拟 的 分 子 在 此 实验 值 限定 的 几何 范围 内 作 
时 间 演 化 . 于 是 降低 模拟 所 需 的 自由 度 , 减低 计算 量 . 

有 了 两 种 会 匀 的 几何 限定 : 限制 (restraint) 和 约束 (constraint). 限制 是 指 该 几何 限定 
在 整个 时 间 演 化 中 要 尽 可 能 遵守 . 约束 是 指 该 几何 限定 在 整个 时 间 演 化 中 必须 严格 遵守 . 
于 是 人 为 外 加 几何 限定 的 分 子 动力 学 模拟 就 分 为 限制 性 的 和 约 东 性 的 丙种. 


3.3.1 ”限制 性 分 子 动力 学 模拟 


也 就 是 利用 实验 方法 对 目标 分 子 测量 到 的 结构 的 局 部 数据 , 如 分 子 中 少数 几 个 原子 
之 间 的 键 长 . 键 角 数据 来 “指导 ”分 子 动力 学 的 时 间 演 化 , 以 期 减少 模拟 的 工作 量 . 将 核 
磁 共 振 中 的 “ 核 Overhauser 效应 " (NOE) 与 分 子 动力 学 理论 模拟 结合 起 来 是 目前 测定 深 
液 中 生化 分 子 结 构 的 唯一 方法 , 即 所 谓 的 NMR-MD 方法 ， 目 前 生物 化 学 分 子 结构 数据 
最 大 的 PDB E, 尽管 其 中 化 合 物 总 数 的 95% 的 结构 是 用 晶体 入射 法 测量 得 到 的 , 但 是 其 
作为 数 不 足 5% 化 合 物 的 结构 数据 却 是 用 NMR-MD 方法 得 到 的 , 而 且 是 溶液 中 的 结构 数 
据 , 这 更 对 生命 科学 有 意义 . 

质量 不 等 于 4 fJ FASE E ASE TE. 如 1H 核 核磁 矩 / = 1/2. 核磁 矩 与 核磁 矩 
之 间 的 相互 作用 是 一 种 短程 相互 作用 , 其 能 量 正 比 于 r-5, 其 中 ,+ SRT ERR ЈЕ 
A. БШ NOE 效应 为 例 , 如 果 一 个 分 子 中 的 两 个 1H 核 相 距 在 5A 之 内 就 会 在 核磁 共振 
实验 中 测 到 信号 . 根据 此 信号 可 以 计算 出 这 两 个 !H 核 在 测量 时 间 内 的 平均 间距 . 

如 果 访 分 子 有 好 几 个 根据 以 上 NOE 效应 测 得 的 н 核对 之 间 的 间距 数据 , 则 可 以 设 
想 : 如 果 在 分 子 动力 学 模拟 中 迫使 模拟 时 对 应 的 Н 核 之 间 的 间距 符合 NOE 实验 测 得 的 
实验 值 , 那么 这 样 得 到 的 分 子 结构 的 时 间 演 化 就 可 以 被 认为 非常 接近 真实 分 子 结构 的 动 
态 变化 . 

议 根 据 核磁 共振 NOE 效应 , 实验 测 到 该 分 子 有 m 对 їн KZ REN {roli = 
1(1)m}. 8 


TFL 


= +3 r 一 而 中 )3.3.1-1( 


其 中 , Ua 为 分 子 的 实际 势能 ; {гу |7 = 1(1)m) 为 模拟 过 程 中 该 m 对 їн 核 之 间 的 实际 间 
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ЕН; 式 (3.3.1-1) 表示 在 模拟 过 程 中 认为 分 子 的 势能 U 等 于 实际 势能 7 MERAH m 对 
!H 核 间距 偏离 实验 值 而 增添 的 “附加 势能 ". 这 第 二 项 附加 势 迫使 模拟 期 间 分 子 的 这 几 对 
Н 核 间距 尽量 接近 МОЕ 实验 值 . 这 样 进 行 的 分 子 动力 学 模拟 称 之 为 限制 性 分 子 动力 学 
(restrained molecular dynamics). 第 二 项 代表 了 人 为 的 几何 限定 , 可 以 改变 力 常数 (А) 调 
节 限 制 的 “强度 ”. 

有 时 附加 势 采 用 如 下 形式 (图 3.3.1-1), 其 中 , гу mins Tima 分 别 为 给 第 j 对 核 间距 设 
定 的 附加 势 的 上 . FH: 


2 ایا‎ пып 7 r š Гу < Tj min 


t = Lp, Timin = Гу © Tj max (3.3.1-2) 


Е 1 一 2 
Uo + 2 2 k; (r; — Timax) + Timax < Гу 


сч 


TS Ti [1] Trina 


图 3.3.1-1 限制 性 分 子 动力 学 模拟 的 附加 势 


注意 , 因为 根据 核磁 共振 的 NOE 信号 计算 得 到 的 实验 核 间距 值 实 际 上 是 这 两 个 1H 
核 在 测量 时 间 内 的 平均 间距 , 所 以 每 一 个 NOE 间距 与 构象 之 间 不 存在 严格 的 一 一 对 应 关 
系 . 例如 , 有 可 能 该 分 子 存 在 两 个 构 章 , 一 个 构 银 中 对 应 于 其 中 一 个 大 的 间 丰 г, 另 一 个 
对 应 于 其 中 小 的 间距 ra. NOE 实验 测 到 的 间 下 + 实际 上 是 两 者 “ 混 台 ”的 总 页 献 , 但 不 
是 真实 的 , 其 中 , r, > ro > гә. 因此 , 采用 限制 性 分 子 动力 学 就 可 能 得 到 一 个 不 真实 的 构 
ê, 其 中 , 对 应 的 核 间 距 为 ro, 既 不 是 رم‎ 也 不 是 ra. 这 就 是 Homans 猜想 指出 的 问题 01. 


3.3.2 ”约束 性 分 子 动力 学 模拟 一 一 SHAKE 法 


分 子 动力 学 模拟 中 施加 约 东 有 三 种 方法 ; 

(1) 第 一 种 方案 是 定义 一 组 新 的 无 约 东 的 广义 坐标 取代 老 的 三 闵 坐 标 . 把 代表 约 东 的 
代数 方程 消 掉 , 把 老 的 微分 方程 ( 即 运动 方程 ) 化 成 新 的 微分 方程 可 是 这 种 方案 实际 上 
相当 复杂 , 如 质量 矩阵 m 有 时 会 变 得 不 是 对 角 和 矩阵 , 而 且 变 得 与 位 置 有 关 . 

(2) 第 二 种 方案 是 施加 显 式 的 约 东 力 . 例如 , 原子 之 间 键 的 力 常数 设置 到 很 大 的 值 . 这 
个 方案 的 缺点 有 : 一 是 不 能 很 准确 地 维持 约束 ; 二 是 力 常数 大 相当 于 振动 频率 大 . 于 是 要 
求 模 拟 的 时 间 步 长 要 很 小 , 结果 计算 效率 低 . 换言之 , 计算 同样 长 度 的 轨迹 再 费 更 多 的 计 
算 资 源 . 

(3) 第 三 种 方案 是 采用 Lagrange 待定 乘 子 法 或 投影 算 符 法 来 作 隐 合约 东 力 的 极 值 化 . 
这 是 一 类 隐 式 算法 . 常用 的 SHAKE 法 就 是 属于 这 类 方案 上 33. 
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以 下 讨论 SHAKE 法 : 
未 加 约 东 时 的 情况 在 3.1 节 已 经 讨论 过 了 . 设 体 系 有 N 个 粒子 , 每 个 粒子 受 的 力 为 
dr; M 2 نا‎ x= r г 
moa = چا‎ Ar; vi = 1,3 N )3.3.2-1( 


现在 在 全 部 时 间 里 施加 几何 约束 , 设 t+ 时 刻 有 个 线性 的 完整 约束 (BJ SE REESE) 为 


г) 一 “| 


(n) 三 
©, Tia — Tip 


-Ë = 0, | пе а (3.3.2-2) 
w, Û = 1,-.. , N 

其 中 , ти 和 لاہ‎ 分 别 为 上 时 刻 第 i 个 约束 条 件 中 粒子 a 和 8 的 位 置 ; а, 为 预 设 这 两 个 

ATREA, 即 约 东 的 目标 . 把 约束 加 到 运动 方程 的 势能 项 里 , 于 是 对 每 个 粒子 都 有 下 列 

方程 ; 


т = سو +((۳]) پا‎ Vi = 1,۰. ,۷ (3.3.2-3) 


右边 第 一 项 为 无 约 东 时 受 的 力 ， 第 二 项 为 约束 力 . 符合 约 东 时 , 所 有 ° 都 应 该 为 零 . 将 
式 (3.3.2-3) 两 边 对 时 间 积 分 两 次 得 到 受 约 东 粒子 在 时 间 £ + At 的 位 置 为 


п LE) 2 
(HAt _ tA 7 do; (An. Wi = 1.:.. N J.34.2-4 
Ti т; j3 8 Өт; Tu ; ; i ( е 


其 中 ， pitan A t+ At 时 刻 第 i 号 粒子 在 无 约束 的 运动 方程 积分 时 得 到 的 位 置 , 即 约束 校 
正 前 的 位 置 . 为 了 在 下 一 步 时 满足 约束 اع‎ zÉ (3.3.2-4) 中 的 Lagrange PERT {А} 
Py ZI ТА] ЖЕЗ خر‎ 


2 
(+A _ | (#+A41) ГЕ) سی‎ Жат _. т 


这 就 相当 于 如 下 一 组 ”个 非 线性 的 联 立方 程 组 ， 


(ым) 一 pitta _ autan د ر‎ до" 一 了 де) -1 _ 
Ti ”| ja jð 一 k Ör ja Mia Ûr; mig k 
= 0, j=l, 8 (3.3.2-6) 
从 中 要 解 出 个 Lagrange FERT {和 |k = 1, n). 这 需要 用 Newton 法 选 代 求解 来 


完成 | 
回顾 数值 分 析 中 , Newton 法 求 函 数 f (x) 的 根 (BM f(z) = 0 的 解 ) 的 求法 为 只 要 初 
值 zo 不 远离 根 г", 在 根 z* 附近 的 导数 (с) = Ay „ لوٹ‎ 0 И 


Tn 一 وھ‎ +1 


Jf (za) 


Trn] == In بے‎ f ۳ ) 
тї 


经 过 选 代 就 可 逐步 逼近 , 求 得 x* 的 值 . 


(3.3.2-7) 
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现在 对 于 式 (3.3.2-6), Ж, o, 相当 于 f (z), (Ар 相当 于 z. 把 {ль} 排 成 列 矩 阵 , Вр 
x= Мм s A.J (3.3.2-8) 
把 п 个 约 东 条 件 (о р 也 排 成 列 和 矩阵 
7 三 [ol оз = an )3.3.2-9( 
所 以 式 (3.3.2-7) 在 本 例 中 就 推广 为 解 式 (3.3.2-6) FERA 
AUH) = AD „у-1„ (3.3.2-10) 


т 


其 中 , J, 为 方程 组 {o; = 0) 的 Jacobi 矩阵, 即 


Өт, дс 01 
ду ÖM OM, 
daa dTa даз 
„= дм ða AM (3.3.2-11) 
дс, ہم ہہ‎ 
Ba OO  #Мм. 


因为 约 东 一 般 不 会 涉及 所 有 的 原子 , 所 以 J, 实际 上 是 分 块 的 对 角 和 矩阵 . 


| (E) 
Җ (3.3.2.10) ККА A = 0 开始 , 并 产生 کے‎ 和 A. ERE, 将 天 
约 东 的 粒子 位 置 作 一 次 校正 


дс 
ے )م‎ pran + у FA k (3.3.2-12) 
کے‎ Өт; 


然后 复位 到 A = 0. 重复 以 上 步骤 直至 约束 方程 o) ”满足 到 预 设 的 允许 量 =, 即 满 
да م١۶‎ < e 时 结束 选 代 . 收敛 时 得 到 的 {Pi} 就 是 受 约束 后 的 位 置 

约 东 性 的 分 子 动力 学 中 经 常 采 用 SHAKE 法 , 如 把 SHAKE 法 与 蛙 跳 法 结合 起 来 等 
SHAKE 法 的 缺点 : 一 是 收敛 慢 , 有 时 甚至 无 法 收 伍 ; 二 是 非 辛 格式 . 


3.4 恒 压 体系 的 模拟 


由 于 化 学 反应 经 常 是 在 恒温 或 恒 压 的 条 件 下 进行 的 . 所 以 在 3.4 节 和 3.5 节 中 要 分 别 
介绍 如 何 实现 恒 压 体系 的 模拟 和 恒温 体系 的 模拟 . 为 此 将 介绍 : 标 度 变换 恒 压 法 .Andersen 
的 (NpH) 系 综 的 恒 压 扩展 法 03 和 Parrinello-Rahman 的 唱 胞 可 变 的 (Np H) 系 综 模 拟 
a 正 因 e a ES 使 得 科学 家 逐步 超越 了 在 
初等 分 子 动力 学 模拟 中 的 理论 水 平 . it 


„70. йз 分子 动 力学 方法 


3.4.1 FE FIRE Ek 

标 度 变换 法 保持 模拟 体系 压强 恒定 的 原理 如 下 :; 设 体系 放置 在 一 个 压强 为 ہےر‎ 的 恒 
压 环 境 中 ,上 时刻 体 系 的 实际 压强 为 p (t). 在 体系 压强 趋向 与 外 部 压力 浴 的 压强 相等 的 弛 
REP, 体系 压强 的 增 速 可 以 唯 象 地 认为 正比 于 环境 与 它 之 间 的 压强 差 , 即 


10 5 L pe к )3.4.1-1( 


比例 系数 设 为 1/7. 其 中 , z, 的 量 网 为 时 间 , 故 称 为 压强 传道 的 弛 豫 时 间 . r, 越 小 表示 压 
强 传递 越 快 . 根据 模拟 的 需要 设 定 7 值 . 体系 在 恒 压 环境 中 , 它 的 体积 是 变化 的 . 将 压强 
p (t + At/2) TE t- At/2 时 刻 处 作 Taylor 展开 


А! At dp >z ۱ 
( 7 а) £: Ç 5 = К SEE At+ O اکا‎ (3.4.1-2) 
再 运用 式 [3.4.1-1) 得 到 
й+у 87+777 Я лм | 
РОА) рт AUA 2 [рь 2 3 At 
_ |, М Pax 
Sa تی‎ Ë J 
į At 
کے و‎ убаа وت‎ 
26 тр Le sz J (3.4.1-3) 


# p(t- At/2) < pox, لال‎ A > 1; RAN A < 1. 故 可 见 当 p(t 一 At/2) < pe В, 体系 内 部 
压强 低 , 所 以 应 当 把 此 时 刻 的 体积 变 小 , 使 得 下 一 时 刻 的 压强 升 上 去 , 故 令 每 个 粒子 的 位 


B 5 А 
ri (+$) = 1/3 „(Є-5°) (3.4.1-4) 


也 就 是 通过 体系 体积 的 标 度 变换 { 即 体积 的 缩放 ), 控制 模拟 过 程 中 的 压强 改变 . 

讨论 

1) 本 法 的 压强 调节 机 理 为 若 p(t- At/2) 低 于 外 部 压强 ہےر‎ ША > 1, 进而 通过 式 
)3.4.1-4( 使 Im 让 十 Ai/3)| 降低 , 即 体 系 尺度 缩小 , 造成 下 一 时 刻 模 拟 的 压强 p(t + At/2) 
Л; 反之 , F p(t- At/2) 高 于 外 部 压强 р, W اعد‎ 进而 通过 式 (3.4.1-4) 使 |rift-HAt/3| 
升 高 , 即 体系 尺度 放大 ， 造成 下 一 时 刻 模拟 的 压强 p(t + رو‎ FE. 这 样 的 反馈 过 程 就 
能 把 体系 压强 调节 到 外 部 压力 浴 的 压强 pe т. 这 样 的 思路 可 总 结 为 


Р.т 
سے‎ ЕЗ 
лгы ыал ا یو‎ 


(2) 标 度 变 换 法 恒 压 法 简单 、 方 便 . 但 是 此 法 的 缺点 在 于 无 法 知道 从 这 样 的 时 间 演 化 
轨迹 抽样 得 到 的 数据 属于 哪 种 统计 系 综 . 
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3.4.2 (NpH) 系 综 的 恒 压 扩展 法 (Andersen 法 ) 


这 里 介绍 Andersen ЖЕҢ کا کا‎ E ЕРЕЕН КЇН Е 191 讨论 一 个 恒 压 、 ЖА. 

与 环境 不 交换 粒子 但 有 能 量 交 换 、 外 形 呈 立方 形 的 晶体 体系 . 粒子 数 N 不 变 , Вр (NpH) 

系 综 . 既然 压强 р 恒定 , 所 以 与 压强 对 应 的 共 秒 变量 体积 V 是 变动 的 . 总 内 能 E FFE, 
їйї H 是 守恒 量 . 

H = E + pxV (3.4.2-1) 

其 中 , ро, 为 外 加 压强 . 在 力学 平衡 时 , 外 加 压强 等 于 内 部 压强 . НАН aka ASR (Np H) 

讨论 这 个 问题 . 目标 是 设法 修正 模拟 所 依据 的 运动 方程 , 使 得 压强 保持 恒定 . 沿 着 由 此 得 

到 的 时 间 演 化 轨迹 作 时 间 平 均 求 得 该 体系 任意 物理 量 4f{fril , {vi} ,V (O) 的 系 综 平均 值 


(Anpa = ш ا‎ drA({r:}, р, V (7)) (3.4.2-2) 
J 


只 有 这 个 系 综 平 均值 (A) wpr 才能 去 与 对 应 条 件 的 实验 值 比较 . 

婚 然 是 晶体 , 就 需要 施加 周期 性 边界 条 件 . 为 了 使 体积 变动 , 1980 年 Andersen 所 出 
恒 压 扩展 法 : 设想 体系 受到 压力 , 体积 V 会 变动 , 粒子 之 间 的 距离 随 之 相应 改变 , 体系 边 
长工 = VI, 于 是 把 各 个 粒子 的 位 置 4. 动量 р, 用 边 长 工 折 合成 量 网 为 一 的 约 化 位 置 
和 的 化 动量 gp; (这 里 用 的 是 广义 变量 的 分 量 ) 


@ = Lgi | 
| р (3.4.23) 
Г: = Т, 
变动 的 量 工 又 称 为 标 度 因 子 . 把 加 压 前 的 体积 看 成 是 真 室 中 的 体积 , 使 得 各 个 粒子 的 约 
化 位 置 和 约 化 动量 分 量 gep 都 变 成 了 区 间 [0.1] 内 的 量 网 为 一 的 数 , 即 约 化 前 运动 方程 
中 真实 的 位 置 à, 是 在 变动 的 体积 VW 的 区 域内 积分 , 而 对 应 的 标 度 变 换 后 的 量 岗 为 一 的 
约 化 位 置 مم‎ 在 “固定 的 ”单位 立方 体 区 域内 积分 . 粒子 的 真实 速度 为 
ü; = à; = Là; + Lagi (3.4.2-4) 
式 (3.4.2-4) 妻 明 体积 变化 时 粒子 速度 由 两 项 组 成 : 第 一 项 为 粒子 约 化 速度 的 贡献 , 第 二 
项 是 标 度 因子 变化 对 速度 的 页 献 . 
体系 体积 不 变 时 , 体系 Hamilton Ж H = > 2 - + U i). 现在 考虑 体积 V 的 


变动 , 变换 后 体系 的 Hamilton " 7 йя 扩展 ”为 ) 


=: Pi 2 3 
ےج‎ дт те +02) а + pex V )3.4.2-5( 


其 中 , м 是 体系 的 总 质量 , pv 为 对 应 于 总 体积 V 的 动量 , 23/ر‎ = ۸۷۷۶/2 为 对 应 的 


动能 , po 为 外 部 压强 , pexV 是 由 于 体积 改变 形成 的 势能 , 相应 的 体系 对 环境 所 做 的 功 为 
pe AV. 体积 变化 增添 了 后 两 项 . 这 就 是 Andersen 的 “P 展 ” 思想 . 
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代入 Hamilton 正则 方程 得 到 


dg; 1 pi 

(1) = == (3.4.2-6) 
dp; ӨП 

(2) = 三 ر‎ )3.4.2-7( 

1¥ 
(3) = (3.4.2-8) 
d 1 1 i7 AU 
(4) = У (E) -ra | (3.4.2-9) 
证 明 atp 是 一 对 共 辐 变 量 , 所 以 有 ہد‎ E, کے ری‎ TE 
dq, ӘН“ š Pi _ І pi 
(1) dt Opi = اجوہ‎ (Z) = = ا‎ $ L Lm; = 
‚Чи __ӨН* r (La = 9990 _ _ ,07 
E едг = 8600160 = PE = 29р = 
pv 与 总 体积 V здана, 所 以 有 SY = سے‎ iv T yg 
dY > aH" 22 Э р, 7 py 
و راک رس‎ = т. = 


ари _ ОН* 0 д 1 Pi | p 
ч) کے‎ {Узи (д) + +000} اس وا‎ 


ƏL д i 
= n~ AA чш} (3.4.2-10) 
е6 ә 8 7 
1/3 لاد‎ _ Ep _11` 
元 = sv v" j= 3V = (3.4.2-11) 
д Pi > ӘС Әд 
(Lax (E) ар} а (В) нге) + у; E 
z 
= ہر‎ ta) (3.4.2-12) 
所 以 
پا‎ _ 1 ymy? дй 
dt ےم‎ + зу و 8( او‎ Ë 
讨论 


(1) 式 (3.4.2-6)~(3.4.2-9) 分 别 是 约 化 位 置 {q} 约 化 动量 {p;}、 体积 V 及 其 对 应 的 
动量 py 的 运动 方程 . 接着 采用 合适 精度 的 常 微分 方程 数值 解法 即 可 . 因为 各 个 粒子 的 约 
化 位 置 和 约 化 动量 的 分 量 о: р, 是 区 间 [0,1] 内 的 量 网 为 一 的 数 , 它们 的 积分 区 间 在 “ 固 
定 的 ”单位 立方 体 区 域内 . 所 以 随后 的 数值 积分 就 得 到 了 简化 . 


ЕХ 恒 压 体系 的 模拟 ТЗ. 


(2) Эх (3.4.2-6)=(3.4.2-9) 还 可 以 求 得 实际 变量 即 粒 子 位 置 {i}. 粒子 动量 {р} 的 


运动 方程 , 即 

då _ بث‎ 1dy 

(i) d m зра" (3.4.2-13) 

1 dó ôU 1 dv, Š 

0 q عق‎ Wd Di (4.4.2-14) 
Фу 1 p? dU 

ін Жо اھ‎ i 867, 142-11 

(iii) dê “зу | — mi a) EE ہن‎ e 

证 阴 

(i) 根据 标 度 变换 式 (3.4.2-3) 0 ф = La, fll = E, R (3.4.2-6) 可 写 为 
lp ан _ d /۴ ثا١‎ 14аф . 8٤ ۴ ٦ سر‎ 
Hm dF di (£) “Ta ш (т) با‎ 


; -lið li аү1ү 1.202 1 لاو‎ 1۷ _ _ à ду 
Es E Сш Пи سے‎ (2) = Шема MIF 
上 式 最 后 一 步 用 了 式 (3.4.2-11). 再 代入 式 (3.4.2-16), 整理 后 即 可 得 到 式 (3.4.2-13).Ш 


(її) 式 Barna = -1% 右边 可 根据 式 (3.4.2-3). zÉ (3.4.2-11) 改写 为 


l pi 1lp lf „4 


ан (2) ,di .dL dp  „ dLdV а . L ۷ 


E dE “иш луш а Руа 
1 dó „ду 有 
“1 T ہے‎ == ар Еп 3.4.2.14 7 2 
于 是 得 到 31 + اص ہہ + پ0‎ ра Жї(|хї\, ( ) 


ЭС dV ру =н 

(ш) 根据 式 (3-4.2-В)——- = м' 于 是 

а ша 5‏ سے ٠‏ سس اش کیہ мі дү‏ لسم 
әј Pe‏ -2 بہرےے | ۷ج 上 ш\л “d (MJ dt‏ 


"2 : 2 

而 根据 virial 定律 , 内 部 压强 p = 元 {5 = ور‎ 故 M = p — Дох. E 

讨论 

(1) 1980 年 Andersen 提出 的 “扩展 法 ”是 一 个 超出 处 理 恒 压 体系 的 重要 突破 . 他 设 
想 体系 受到 压力 , 体系 体积 V 会 变动 , 用 体积 作为 额外 的 动力 学 变量 来 “扩展 ”了 体系 
Hamilton 量 的 考虑 . 这 就 是 所 谓 “ 扩 展 体 系 ", 引起 后 来 Nosé 的 更 大 突破 . 

(2) Andersen 法 模拟 [NpH) 系 综 的 晶体 时 , 实际 上 假定 了 唱 胞 的 几何 对 称 性 不 变 ， 
只 是 对 晶 胞 边 长 作 了 标 度 变换 . 而 通常 在 固体 发 生 相 变 的 时 候 , 晶 胞 的 几何 结构 往往 发 生 
很 大 的 变化 . 于 是 Andersen 法 就 失效 . 
3.4.3 MEREN (Np H) 系 综 的 模拟 一 一 Parrinello-Rahman 法 


在 分 子 动力 学 模拟 固体 中 , 往往 限定 晶 胞 形状 不 变 , 于 是 涉及 唱 格 变化 的 应 用 问题 就 
无 法 模拟 . 这 方面 的 应 用 包括 模拟 晶体 材料 的 相 变 过 程 等 , Parrinello 和 Rahman 于 1980 
年 给 出 了 推广 的 恒 压 模拟 方法 (Parrinello-Rahman г) 15191. 
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1) 晶 胞 的 描述 
نج کم الا نگ تا‎ (11. (5, 3 Ej RG] w ЧУА BE ај = [an "021 یں‎ аз = [aiz 022 a32], 
аз = ورہ]‎ a23 232]. 又 设 方 阵 


б 012 013 
h = [а аз as] = Пор a2 A23 【3.4.3-1) 
Aa] баз 3 
求 得 晶 胞 体积 为 
V = det = رھ‎ ` (аз х аз) (3.4.3-2) 
设 一 个 晶 胞 含 n 个 粒子 , 其 中 , 第 i 个 粒子 的 位 置 向 量 记 为 ri 


Ti = ریو‎ + 8202 + Siaa, Ü = djl: Si dia ,ا کے‎ Vi= ہف ہا‎ ,nn (3.4.3-3) 
令 列 矩阵 
si = [за 5 sia)" (3.4.3-4) 
ri 对 应 的 列 矩 阵 
r; = за + 8282 + Si383 = hs; (3.4.3-5) 


记 第 ij 粒子 之 间 的 间距 向 量 Tij = Fi Ту, 对 应 的 列 矩 阵 为 Tij = Гү — Гу. 于 是 


Iryl” == (T; — rj)" (г; == r;) = ER = в) ۶ hTh (8; = 83) 


令 度 规 矩阵 
G = h!h, )3.4.3-6( 
得 到 
та |2 = (s: — 83) G (si - sy) (3.4.3-7) 
2) 倒 易 空间 点 阵 的 向 量 
与 三 维 晶 格 原 胞 对 应 的 是 它 的 倒 易 晶 格 . 设 倒 易 晶 格 的 基 向 量 为 (b, b2, bs), 其 定义 
为 
کی‎ b; = 2780 (3.4.3-8) 
| 27 27 
b = T (аз х аз), б: = F (аз ха), bs = тр (81 х 22) (3.4.3-9) 


将 bı, ba, ba 对 应 的 列 矩 阵 رط‎ ba, رط‎ 构建 方 阵 [bi ba bs]. 可 以 证 明 
[bi bz ba] = V (h?) ' )3.4.3-10( 
/0 4 - ٥٥ 
(Ж В 中 的 方 阵 求 逆 A71 = ہر‎ A JA.) ] 
定 3.4.3-1 FE = = = [bi ba bs] = = (nT) (3.4.3-11) 
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方 阵 o 携带 了 品 胞 结构 的 全 部 信息 , 以 便 分 子 动力 学 模拟 中 可 以 运作 唱 胞 的 变化 . 

3) 恒定 均匀 外 压 的 分 子 动力 学 模拟 

上 面 的 处 理 , 使 得 能 够 运作 晶 胞 的 几何 形状 和 晶 胞 内 所 有 粒子 的 位 置 .现在 考虑 体系 
在 恒定 均匀 外 压 下 的 分 子 动力 学 模拟 , 即 这 里 考虑 的 晶体 处 于 外 部 施加 的 压强 张 量 是 对 
Юй]. 

以 上 模型 中 的 Lagrange 量 可 由 晶 胞 内 粒子 和 晶 胞 两 部 分 Lagrange 量 之 和 组 成 , 晶 
胞 内 粒子 的 动能 . 势能 分 别 为 


N 

£ ; S mT Gs, (3.4.3-12) 
є=1 
7 

t = F: Ф (rig) (3.4.3-13) 


ë< 7 


晶 胞 的 动能 和 势能 项 分 别 为 2Mtr (BTR) 和 pV, p 为 外 部 施加 的 静 压 强 . 于 是 整个 晶体 
的 Lagrange WA | | 


ball— Um tt = Ua 
Г, رھ‎ Ga, ~ 5: 0 + {зм (һТһ) - pv} (3.4.3-14) 
i=] igj 
代入 Lagrange 方程 分 别 得 到 
رق‎ = -3 2 = (в; 一) - GG, vi (АВАР 2502 Е) (343-15) 
ji * © 
和 
Mh = (x 一 pjo 【 晶 胞 的 运动 方程 ) (3.4.3-16) 
其 中 , 张 量 
== х= рэ Tn ;V; V; 一 k JB rere | (3.4.3-17) 
i jl) 
8 


M 的 量 岗 为 质量 , 当 体系 处 于 内 外 应 力 不 平 衡 之 下 引起 唱 胞 的 弛 豫 作 用 ，M 体现 了 
体系 在 这 个 弛 珠 作 用 中 的 惯性 . 要 选用 适当 的 M (ШЕ НИНЕ ЕНЕ L/c 左右 , 这 里 工 为 
晶 胞 边 长 、c 为 声速 . 当 h 是 常量 时 ,分 子 动力 学 模拟 时 晶 胞 就 不 动 , 即 15 = 0, 则 粒子 


的 运动 方程 就 退化 为 晶 格 不 变 时 的 运动 方程 . 
从 式 (3.4.3-14), 可 得 到 体系 的 Hamilton Ж 


N N 
== „2 E тү ۱ 
H = ۶ے و‎ кде „М tr (h h) +pV (3.4.3-19) 
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它 与 外 部 的 作用 时 间 无 关 ， 故 为 守恒 运动 . 当 温 度 为 Т 的 平衡 态 时 , 体系 的 动能 有 两 部 分 
页 献 : 唱 胞 内 粒 于 运动 的 总 动能 SnknT: 因为 唱 胞 的 动能 张 量 有 9 个 矩阵 元 , 故 晶 胞 运 
动 的 总 动能 为 人 MI (3.4.3-19) 可 见 , 它 与 外 部 的 作用 时 间 无 关 , 故 为 守恒 运动 . 从 
3:n 的 精度 来 看 , 守恒 的 运动 常量 H ЕШ Е رق‎ 

H=E+pV (3.4.3-20) 


所 以 式 (3.4.3-14) 的 Lagrange 函数 产生 了 一 个 粒子 数 不 变 的 恒 焙 . 恒 压 的 系 综 , 即 (NpH) 
Ж. 


3.5 恒温 体系 的 模拟 


恒温 体系 是 人 们 经 常 关心 的 体系 , 那么 如 何在 分 子 动力 学 模拟 中 调节 温度 昵 ?这 里 介 
EH 4 Fk: Woodcock 的 变 标 度 恒温 法 (Rescaling)"®l. Berendsen 的 变 标 度 恒 温 法 071、 
Andersen PFE 和 Nosé-Hoove 的 恒温 扩展 法 023. 
3.5.1 Woodcock 变 标 度 恒温 法 09 

因为 (NVT) 系 综 的 动能 为 


Р N 
IE ےس‎ SNkaT (= У этн (D) .wi ]4( (3.5.1-1) 


这 里 了 人 为 当前 温度 . 若 将 此 时 刻 粒子 i کا لا ران‎ О —4 п] لا لیا‎ Н لہ از‎ ЕЧ А, 
调节 后 的 温度 设 为 Tiew, 于 是 体系 温度 的 增 量 为 


_ 2А (Ex) nvr 
АТ سپ‎ —Т(%) = = МУТ 


-a Jol tT iam 
سر‎ У gm (Au) ۔‎ н" = ( – 1) (t) 


=1 i=l 
所 以 
А = 


ID (3.5.1-2) 


实际 模拟 时 若 需 控制 在 温度 To, 只 要 根据 当前 所 有 粒子 的 速度 {u} 求 得 当前 温度 T (r), 
然后 将 当前 所 有 粒子 的 速度 乘 以 如 下 的 标 度 因 子 即 可 : 


To р 
=) (3.5.1-3) 
使 得 调节 后 的 温度 就 应 当 接 近 To. BE Woodcock 变 标 度 恒温 法 (1971 年 ) 的 思路 可 用 


图 3.5.1-1 BF. 

根据 t 时 刻 各 个 粒子 的 速度 {v (t) RAXA [3.5.1-1) 求 得 温度 т), REM 
式 (3.5.1-3) 求 得 标 度 因子 А, 最 后 将 粒子 速度 改 为 [Avi 0} 即 可 使 温度 通 近 预 设 温度 
To. 
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И Е = En — {а 0) [1:30 | 
Т, 


图 3.5.1-111"1 
3.5.2 Berendsen ЕЕЕ 17] 
设 体 系 放置 在 一 个 温度 为 Ta 的 大 热 深 内 , ERREA T (t). 体系 与 热 浴 之 间 的 导热 
ЕРЕ ТЕНЕ З ЕЛЕ ЛА Fourier 定律 ; 


ат (t) 


1 
二 二 网 一 了 的 )3.5.2-1( 


即 导 热 速度 ا‎ 正比 于 温差 [M — T رہ‎ 比例 系数 1/7. 显然 т OREOR, 故 称 为 
HERI. B£ mars. Л. ВУ. л. ыа 越 小 说 明 导 
热 速度 越 快 (一 般 选 取 r — 0.1рв). Ж T (t + Ат/2) ТЕ t — At/2 处 作 Taylor 展开 

dT 


dt ү РА At +0 [Co (3.5.2-2) 


T (t + At/2) = T (t — At/2) + É 


再 运用 Fourier 定律 得 到 


T(t+At2) | 1 1 277 : 
و سے‎ дао) "t pa ناب وریہ‎ E AIR 
Ту At _ 
а ий" ] ша 
ЕП 
= (3.5.2-3) 
或 
жез T(t+At2) _ w (t + At/2) (3.5.2-4) 


T(t- At/2) v(t — At/2) 
۸ 称 为 标 度 因子 , 上 式 推 导 过 程 中 采用 了 温度 是 体系 粒子 动能 之 和 的 道理 , 即 


Š NksT (t) у Smut (t) + wi (t) 


а=] 
Berendsen 变 标 度 恒温 法 (1984 年 ) 的 思路 可 用 图 3.5.2-1 表示 . 
а 7) а 0 ]سے‎ А2) } 
Tor 


图 3.5.2-1 
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A FE RR TEE |o; (t — At/2)| 偏 低 时 , 即 对 应 的 温度 T(t- At/2) KF To, 
则 从 式 (3.5.2-3) 得 到 А > 1; 用 这 样 的 ТАКА [3.5.2-4) 得 到 的 速度 |v; (t + At/2)| 就 
会 提高 , 相当 于 把 T (t+ At/2) 提高 . 反之, 当 体 系 粒 子 速度 绝对 值 |v: (t — At/2)| 0 
时 , 即 对 应 的 温度 T(t- At/2) 高 于 To, 则 从 式 (3.5.2-3) 得 到 A < 1; 用 这 样 的 x 值 代入 
Ж, (3.5.2-4) 得 到 的 速度 |o, (t + At/2)| 就 会 降低 , 相当 于 把 T (t + At/2) 压低 . 总 之 , А 
到 了 调节 温度 在 To 的 目的 . 


3.5.3 Andersen ЖЖ l" 


设 体 系 放 置 在 一 个 指定 温度 为 T 的 大 热 深 内 , 热 浴 与 体系 的 相互 作用 是 通过 随机 
选取 体系 中 的 某 个 粒子 施 以 随机 脉冲 力 的 碰撞 来 实现 ， 随机 碰撞 的 强度 由 一 个 设 定 的 
随机 碰撞 频率 ¿ 来 决定 .一 个 粒子 在 一 个 时 间 步 长 At 内 通 到 一 次 随机 磁 摘 的 概率 为 
zat 假设 任意 先后 接连 的 两 次 磁 搞 之 间 是 独立 事件 , 于 是 可 以 认为 碰撞 发 生 的 时 间 分 布 
为 Poisson 分 布 

P (t; v) = ve "t (3.5.3-1) 


所 以 Andersen 扑 洛 法 的 模拟 步 村 如 下 : 

(1) 从 体系 的 一 组 初始 的 粒子 位 置 和 动量 {ri (0) ,Pi;(0)} 出 发 , 开始 用 分 子 动力 学 模 
拟 体 系 粒 子 的 运动 方程 . 

(2) 一 个 粒子 在 一 个 时 间 步 长 At 内 过 到 一 雇 随机 磁 撞 的 概率 为 vAt. 

(3) 当 某 个 粒子 被 随机 选中 发 生 碰撞 , 其 速度 将 从 热 浴 温度 To 时 的 Maxwell-Boltz- 
mann 速度 分 布 中 取得 , 未 选中 的 粒子 速度 趟 受 这 次 碰撞 的 影响 . 

所 以 Andersen 热 治 法 实际 上 可 以 看 成 分 子 动力 学 和 随机 碰撞 交替 进行 的 过 程 . 在 两 
次 随机 力 先后 作用 之 间 的 时 段 内 , 体系 各 个 粒子 的 运动 按照 牛顿 力学 来 进行 , 即 代表 体系 
的 相 点 在 相 空间 的 某 等 能 面 上 作 时 间 演 化 . 而 随机 碰撞 的 发 生 把 相 点 从 一 个 等 能 面 移 
到 另 一 个 等 能 面 . 可 见 随机 碰撞 可 以 使 得 相 点 般 历 所 有 可 能 的 相当 于 恒温 的 等 能 面 . 已 
经 通过 Andersen 热 治 法 模拟 Lennard-Jones 流体 恒温 时 的 速度 分 布 , 与 精确 的 Maxwell- 
Boltzmann 速度 分 布 比较 非常 一 致 , 且 与 碰 搞 频率 „ 无关 . 于 是 就 验证 了 Andersen Wy 
法 可 以 产生 正则 分 布 , 即 可 以 重 现 正则 系 综 平衡 态 的 任意 性 质 . 

不 过 , 因为 Andersen 热 洛 引入 的 随机 力 是 非 物理 的 , 即 是 不 真实 的 , 所 以 它们 干扰 了 
真实 的 时 间 演 化 过 程 , 粒子 速度 之 间 的 相关 性 减弱 . 速度 时 间 自 相关 函数 就 减弱 . 显然 扩 
散 系 数 的 模拟 就 受到 影响 . 于 是 一 般 来 说 , Andersen 热 浴 适合 模拟 体系 的 静态 性 质 , 而 不 
适宜 模拟 体系 的 动态 性 质 . 

讨论 

回顾 关于 恒温 体系 模拟 的 上 述 两 类 方法 : 速度 变 标 度 法 (Woodcock, Berendsen) 和 
Andersen 95. 总 的 目标 要 实现 恒温 体系 的 第 一 原理 模拟 .既然 如 此 , 就 有 4 REK: 
经 典 力学 要 求 模拟 是 决定 论 性 质 的 (deterministic), 尽 可 能 严格 实现 Gibbs 的 统计 系 综 ， 
要 求 方 法 是 过 态 历 经 的 以 及 以 后 要 讲 的 辛 几何 对 称 性 . 

根据 以 上 要 求 来 看 : 速度 变 标 度 法 尽管 简单 而 经 常 被 采用 , 但 是 显然 理论 依据 粗粮 ， 
取样 不 属于 哪 种 系 综 的 分 布 . Andersen 恒温 法 : 尽管 它 可 以 实现 正则 系 综 , 但 是 方法 中 引 
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APLIN, 在 本 质 上 破坏 了 经 典 动 力学 的 决定 论 性 质 . 体系 在 相 空间 中 的 时 间 演 化 轨迹 
就 发 生 了 间断 . 所 以 下 面 要 介绍 更 为 严格 的 理论 一 一 Nosé-Hoove 的 恒温 扩展 法 . 
3.5.4 ”恒温 扩展 法 Nosé 动力 学 

讨论 一 个 与 大 热 治 接触 而 有 热 变 换 [但 没有 粒子 交换 ) 的 
晶体 体系 , 粒子 数 N FE. 受到 Andersen 在 恒 压 MD 模拟 
中 的 “的 化 变量 ” 和 Hamilton Ж 中 展 * 的 思想 启发 , 1984 
年 日 本 庆 应 大 学 的 能 势 收 一 教授 (Shuichi Nosé, 1951~2005, 
Р 3.5.4-1) 提出 了 恒温 时 扩展 Hamilton 量 的 方法 0819 Nosé 
方法 在 方法 论 上 的 意义 超出 了 它 对 恒温 体系 的 处 理 技巧 ， 以 
下 作 详 细 介 绍 . 
1) Мовё 引入 扩展 的 Lagrange 量 

从 这 里 开始 用 粒子 的 编号 ij o 和 黑体 的 向 量 符号 民 
替 上 述 自 由 雇 的 编号 o8, ---; 如 用 q, 表示 第 i 号 粒子 的 位 
置 向 量 . 

Ж N 个 粒子 的 体系 靠 大 热 浴 与 体系 的 相互 作用 来 达到 恒温 ，Nosé 的 思想 是 在 体系 
зм 个 自由 度 之 外 , 额外 引入 一 个 新 的 目 由 度 (ГС Ж “ААК” s 及 其 对 应 的 速度 s. 与 广 
XE s 对 应 的 那个 广义 力 使 体系 与 热 治 耦 侣 , 也 可 以 理解 为 体系 与 热 浴 的 作用 是 通过 
变量 s 改变 粒子 速度 来 实现 的 . 自由 度 “扩展 ”后 的 假想 体系 称 为 “扩展 体系 ” (extended 
system). Nosé 的 思想 核心 是 把 现实 的 恒温 体系 与 具有 能 量 确 定 的 扩展 体系 联系 起 来 . A 
为 把 体系 与 热 浴 人 台 起 来 看 , 那 是 一 个 孤立 体系 (就 是 那个 假想 的 扩展 体系 ), 因为 它 能 量 确 
E, 应 当 要 用 一 个 微 正 则 系 综 来 描述 . 

扩展 体系 的 Hamilton 量 为 


图 3.5.41 EP 


N 


2 2 
i i Р» Р 
= Y -Pi +V (a) + Ê + окт: 5.4- 


к= 


式 (3.5.4-1) 可 作 如 下 理解 : 

(1) 第 一 项 为 体系 粒子 总 动能 , 第 二 项 为 粒子 间 势 能 ,第 三 项 是 热 洛 的 动能 , 第 四 项 
是 热 浴 的 势能 , 它 所 以 设 成 gkaT lns 的 形式 是 本 法 的 巧妙 之 处 , 见 后 面 的 解释 . 当 s=1 
时 , 式 (3.5.4-1) 就 还 原 为 原先 绝热 时 的 Hamilton Ж. 参量 g 的 选 定 是 最 后 将 恒温 体系 的 
系 综 平 均值 公式 凑 成 正则 系 综 的 形式 . 

(2) Q 为 与 广义 坐标 s З MRE, ЕПТ mak ЛА HL. 表征 热 浴 的 响应 速 
度 . 温度 了 就 是 热 洛 温度 . ЫГ AER s 对 应 的 是 热 浴 的 广义 动量 p.. 

假定 Hamilton 形式 理论 可 用 于 假想 的 “扩展 体系 ", 所 以 可 从 Hamilton 正则 方程 得 


Ext Р; i š 
= اوت نج‎ РВ. 30 سج‎ 
di др, тыз? ы 
E ا‎ > ƏV 3.0 ` 
Ta те = (3.5.4-3) 
ds _ Нь _ Ра (3.5.4-4) 


dt др © 
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dp, ӘН _ 1 f< рї 
e s S Na ںہ‎ 人 e ра star} (3.5.4-5) 
称 为 Nosé 运动 方程 . 可 以 根据 以 上 4 个 式 子 证 明 “扩展 体系 " 的 Hamilton 量 是 守恒 量 ， 
即 
dH, 02 ۴ 
y =0 (3.5.4-6) 


证 明 根据 式 (3.5.42)~(3.5.4-5), 得 到 


ӘН dp, + AH ext ds‏ + ا У [ур ар, Ор у AH ext‏ می گن 
Op; dt Gg а д, di ps d‏ 2.4 


5 n ا‎ а ӘН. + ds На 4 ӘН. ds = 
8۷ Pi др, dt Qa Bs d 
E 


于 是 扩展 体系 应 当 服从 微 正则 分 布 . 扩展 体系 含 N 个 粒子 上 且 另 有 s 和 p, 两 个 自由 度 ( 即 
相 空 间 自 由 度 为 6N + 2). 于 是 扩展 体系 的 微 正则 系 综 配 分 函数 为 


Оох = î | Р-Чзар^ dq" 5 (E - Н.а) (3.5.4-7) 


定义 
(3.5.4-8) 
(其 中 , р = {рі |= 1,… NH 于 是 从 式 (3.5.4-1) 求 得 


1 ч р, 
Qen = i | р.а sdp انل‎ 35 xz о ا‎ + A | | 

= 页 |apasdp' dq" ق 'تر‎ 区 (р', а) + 2 +дЕвТ1пз — 5 (3.5.4-9) 

其 中 ， 
Но(р',9) = > xi + V (q) (3.5.410) 

i= 

利用 ó 函数 的 数学 关系 ( 见 附录 G15): 5 ó 函数 的 变量 为 s 的 函数 f(s) 时 , 则 有 如 下 

تچ 
BLC = 5750), 则 у (в) 在 s so 处 有 根 . (35.411)‏ 
在 式 (3.5.4-9) 中 , 相当 于 f (в) = Ho (p', q )+ Z + gkpT ins E = gkpT ina + X, 其‏ 

中 ， 

X = Ho (p',q) + z =E (3.5.4-12) 


它 在 so = e-*/(9ka7) 处 有 根 . 所 以 


2 Û (з —e */gkeT)) 
š |H. (p'. Fr paku | ےت ہکس او‎ 
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—Х/(д® m)‏ کت 
وط (s-e‏ 0=—— = 
و او" 


可 见 Nosé 为 何 选择 热 浴 的 “势能 "= gkeT ns. 于 是 配 分 函数 ( 见 式 (3.5.4-9)) 可 重 写 为 


(3.5.4-13) 


i _ 1 iN g NAN _ 5 ге -( но(э'.я)+2&-Е )/(дЕвТ) 
Qeu = уң | dp. dsp dq 8 = ë| e | 


先 对 变量 s 积分 ， 


- ۶ +(ج‎ Zk - E) /(skaT 
Су = зт | dpedp'™ aq" | رز سا‎ — е (Holp "(+۵ (a ۴ j 
YEB 


Г 7 х 
1 站 一 | Holp'q)+ fê E) /(akaT) Аз 
= 1 [фар | | 
سے ہیں‎ + |° 
于 是 
Е „2 ]ن1‎ q 
Qaa = و سر سی رہ ہیں‎ e нар (N+) (3.5.4-14) 
à i B Р 


这 里 对 ps 积分 是 一 个 Gauss 积分 等 于 某 个 常数 . 此 时 当选 择 参 数 g = 3N + 1 hf, 所 有 各 
数 合 并 为 C. 于 是 得 到 配 分 函数 


н (р) 
ax = o [apago | = (3.5.4-15) 


可 见 扩展 体系 的 微 正 则 系 综 配 分 函数 严格 等 价 于 真实 物理 体系 的 正则 系 综 配 分 函数 . 只 
差 一 个 常 系数 , 不 影响 平衡 时 的 分 布 函数 , 后 者 为 p (p',q) = ,(۸7ا/( سان‎ Nosé 在 这 
里 选择 = 3N + 1 使 得 扩展 体系 的 “ 微 正 则 系 综 ” 配 分 函数 在 数学 形式 上 严格 等 价 于 真 
实物 理 体系 的 “正则 系 综 ” 配 分 函数 . 为 符号 规范 计 , 令 


4 = 9 = {9 |= 1,---,№} (3.5.4-16) 
即 
Ф. = С Е fap” ag” نام‎ [۷ 2-0 (3.5.4-17) 
平衡 时 的 分 布 函数 
p (p',q') >: е Holp' ,a )/(ЕвТ) (3.5.4-18) 


RRES, 式 (3.5.4-18) 意味 着 : 只 要 体系 服从 式 (3.5.4-2)~(3.5.4-5) 那样 的 运 
动 方程 那么 体系 的 任意 力学 量 4({p',g) = А (ps q) 关于 体系 状态 的 时 间 平 均值 应 当 
严格 等 于 正则 系 综 平均 值 , 即 


lim 1 аел )/۵:9( = (А(р/», ы = (А04). (3.5.4-19) 


T Jo 


式 (3.5.4-19) 第 一 个 等 号 表明 扩展 系 综 的 系 综 平 均值 oa 等 于 它 的 时 间 平 均值 , 而 后 
者 可 以 从 对 时 间 t 的 等 间隔 时 间 步 长 At 取样 得 到 . 式 (3.5.4-19) 中 1. 表示 正则 系 综 
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平均 值 , 根据 式 (3.5.4-18) 它 等 于 


(A(p',q) {ар ^а ср, 4) еее) вт 
А р, ТИ k. = "07 
Paz ч']/(Еһ T) ( ) 


注意 : 尽管 p' = p/s, 似乎 它 不 是 粒子 的 动量 . 但 是 上 述 积分 后 的 值 与 积分 变量 的 名 称 无 


N 
Ж, 其 中 , (pg) 完全 可 以 称 为 (р, а). 于 是 Ho (p', q) = Di +V (q) 就 是 Ho (p, q) = 


N 
Ж, 2. + V (д), 就 是 恒温 体系 的 Hamilton Ж. 
لاک“‎ + 


总 之 , 可 见 通 过 扩展 体系 的 模拟 可 以 得 到 实际 物理 体系 的 正则 系 综 , (NVT) 系 综 . 注 
意 扩 展 体系 对 应 的 相 空 间 "是 p 和 了 张 成 的 . 

从 式 (3.5.4-12)~(3.5.4-15) 的 演绎 过 程 可 以 看 到 Nosé 所 以 将 热 浴 的 势能 形式 设 成 
9ksT ns 是 非常 巧妙 的 ; 式 (3.5.4-9)—(3.5.4-13) 巧妙 地 解决 了 s 的 积分 问题 . 这 是 走向 正 
则 分 布 的 最 困难 的 一 步 . 

另外 , 从 平衡 系 综 的 分 布 函数 п(т\, С) 来 看 , 实际 物理 体系 的 相 空间 变量 只 是 
1 展 体系 的 相 空间 变量 的 子 集 (22 T ps,s)， 一般 地 说 ,从 相 空间 (21, za) 中 的 平衡 分 布 
函数 (وع, رعام‎ 可 以 通过 وب‎ (zi) 中 的 平衡 分 布 函 数 plz1), 即 plz) = 


| dzap (z1, z2). ТЦ Nosé 方法 的 本 质 是 从 扩展 体系 在 相 空间 (p,q,p,,s) 中 的 平衡 分 布 


AA р(р, gp) RE SETER (p,q) 中 , 得 到 实际 物理 体系 的 平衡 分 布 函数 
p (p',q')- 

2) 虚拟 变量 . 真实 变量 

这 里 用 不 带 撤 的 符号 表示 假想 的 扩展 体系 中 的 物理 量 , Nosé 称 之 为 “虚拟 变量 ". 对 
应 的 带 撤 符号 表示 的 物理 量 称 为 “真实 变量 " (为 了 区 别 于 数学 上 的 实 变 量 . EEE, 故 译 
此 名 . ). 虚拟 变量 和 真实 变量 之 间 的 关系 为 


نے 


)3.5.4-21( و = 'و 
р = 2 (3.5.4-29)‏ 
)3.5.4-23( 2 سے او 
=з (3.5.4-24)‏ 8 
At = = (3.5.4-25)‏ 


s 也 可 以 理解 为 对 时 间 步 长 的 一 个 标 度 因子 . 既然 模拟 扩展 体系 的 时 间 步 长 At (ЖЕШ 
间 步 长 ) 是 等 间隔 的 , 可 见 恒温 体系 的 时 间 步 长 At( 真 实时 间 步 长 ) 在 模拟 中 是 涨 落 的 , 不 
是 恒定 的 . 这 样 造成 的 不 方便 可 以 用 以 下 的 时 间 平 均 来 解决 : 


lim zh а Р) oi n): (3.5.4-26) 


т“—+со T" 


35 MLE کر کر‎ TEE 


根据 At 与 At 的 关系 , 可 以 得 到 如 下 关于 虚拟 时 间 t (т) SAR t (r) 的 关系 : 


ET و‎ ES 
т' = | dt = [= (3.5.4-27) 
于 是 “时 间 平 均 " 为 
r 1 Am + | Ф„уА(р/в.а) کت‎ 
lim 一 | at سوہ‎ g= —— ا شش شر‎  — سے‎ (sss) 


Т! T ер 1‏ جب ۶م 
дш 2 ЧТО 08‏ 

这 表明 在 真实 时 间 中 取样 是 一 个 “加权 "平均 . 将 式 (3.5.4-28) 与 式 (3.5.4-20) 比较 就 知 
道 当 变量 ç 设 为 ЗМ 时 , zü (3.5.4-28) 的 加 权 平 均 就 等 于 式 (3.5.4-19) 中 的 (A ((۷و, ٘ج)‎ 
总 之 虚拟 时 间 取 样 , 应 当 2 = 3N +1, 而 用 真实 时 间 取 样 应 当 g = 3N. 

3) 体系 的 时 间 演 化 

根据 上 述 可 知 扩展 体系 的 分 子 动力 学 模拟 依据 的 运动 方程 是 式 [3.5.4-2)~(3.5.4-5)， 
那 是 虚拟 变量 的 运动 方程 , 那 是 编写 扩展 体系 分 子 动力 学 差分 方程 时 的 依据 ， 实 际 模拟 
中 , 要 按 虚 拟 时间 的 等 间隔 求 时 间 平 均 . 

又 可 以 从 虚拟 变量 的 运动 方程 (3.5.4-2)~(3.5.4-5) 演绎 得 到 真实 变量 的 运动 方程 如 


F: 
99: _ „34: _ dq, _ ےھ‎ Pi 
d! dt dt THES mi 
от ak ШШ о еш ` Se pe 
da ая ds p, ар, 


N 2 
d d а (Pa, ld l i 1 ds 
р. _, Ps, (ps/s) _ 4P _ 1 8 LIE- oor) -in 
= =1 


以 上 4 个 表达 式 中 用 双 底 线 标 出 的 部 分 就 是 Nosé 方法 中 描述 真实 变量 的 运动 方程 , 即 


da . 
نی‎ ë 1 (3.5.429) 
ч 
ар”, OV ps : | 
سے ا‎ ДР! (3.5.4-30) 
F й 
95, = i (3.5.4-31) 


N 2 2 
5 j 1 = g' r А 
= = 1 у Е: = kot | == а (3.5.4-32) 
баа 1 | 
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4) Nosé 动力 学 的 科学 意义 

现在 人 们 把 1984 年 提出 的 Nosé 方法 称 之 为 “Nosé 动力 学 ". Nosé 动力 学 原本 试图 
寻找 (МУТ) 体系 应 当 遵循 的 运动 方程 . 但 是 它 在 方法 论 上 的 启示 超出 了 它 对 恒温 体系 
的 处 理 . 发 现 新 的 科学 概念 的 三 大 方法 是 ; 实验 . 形式 理论 和 计算 (模拟 ) 而 在 模拟 中 能 
够 完整 地 重 现 客观 动态 过 程 的 就 要 靠 分 子 动力 学 . Мове 动力 学 的 最 有 力 的 方法 是 扩展 体 
Ж Hamilton 量 的 做 法 , 不 仅 可 用 于 恒温 体系 , 也 可 以 启发 延 用 到 恒 压 体系 或 恒温 - 恒 压 体 
Ж. 开拓 了 通 向 其 他 统计 系 综 的 道路 . Мове 动力 学 的 直接 结果 就 是 实现 了 正则 分 布 . Мове 
动力 学 之 后 , 学 术 上 才 逐 步 明确 要 从 根本 原理 上 追求 一 个 完美 的 分 子 动力 学 方法 . 现在 知 
道 这 就 是 运动 方程 要 满足 : 准 遍 态 历 经 性 、 时 间 可 道 性 . 相应 的 系 综 分 布 【如 若是 (NVT) 
ЖЖ, 则 应 为 正则 分 布 ), 还 有 我 国 数 学 家 汉 康 同年 提出 的 算法 要 满足 辛 几何 的 数学 结构 
(ML 3.8 节 ). 寻找 能 够 满足 所 有 以 上 要 求 的 算法 是 目前 分 子 动力 学 学 术 研 究 的 主要 目标 . 

Nosé 动力 学 的 困难 在 于 : 

(1) 因为 是 对 虚拟 时 间 等 间距 抽样 得 到 正则 分 布 , 所 以 在 真实 时 间 上 就 不 是 等 间距 ， 
于 是 给 后 续 的 模拟 处 理 造 成 麻烦 . 例如 , 时 间 相 关 函 数 (А (0) B (O) 的 计算 就 麻烦 了 , 尤 
其 对 非 平衡 过 程 的 模拟 带 来 困难 . 

(2) Nosé 的 Hamilton 量 不 满足 Hamilton 力学 的 辛 几何 结构 , 所 以 无 法 采用 目前 在 
效率 . 稳定 性 上 最 好 的 辛 算法 . 

(3) 简单 体系 不 具有 遍 态 历经 性 . 
3.5.5 Hoover 动力 学 


美国 的 W. С. Hoover 教授 在 2005 年 纪念 Nosé 教授 的 国际 会 议 上 说 ， Мове 这 “两 
篇 革命 性 的 论 交 ۰ھ‎ 我 伦 了 好 几 个 月 才 把 它们 和 弄 懂 .…... 它们 改变 了 我 的 学 术 生 涯 .* 
Hoover 透露 他 还 是 在 多 次 当面 请 教 Nosé 2 FF FIT Nosé 动力 学 . Hoover 仔细 分 析 了 
Nosé 动力 学 的 成 功 与 困难 , 使 之 改进 成 为 后 来 称 为 的 “Nosé-Hoover 动力 学 B139*. 介绍 


如 下 : 
回顾 Nosé 的 运动 方程 ( 见 式 (3.5.4-2)~(3.5.4-5)) 为 
سج‎ Pi او کر ہے‎ 
q; s= тыз?' Pi с F; (9) 
М > (3.5.5-1) 
7 Pa - 1 Pi : 
= "=i | لت‎ ka T 
8 Ант) 
EE атыз = sdtnew, 则 式 (3.5.5-1) 变 为 
dg; dg; n P; dp; dp; š 
"m: * = Sq; = in 一 = — = аф, =F 
Qin din ы q i 8ا71‎ р п dt. ای‎ ' 
= 
N 
ds ds dp, dp, р; 
š, = 一 一 = — = = s— зп = — = —— = sha a = 一 gkaT 
din Lik وا‎ Q # din аў. Ре 0 771 в? eSa 
= 


其 中 , FFF o 即 оа, n B|] пем. 总 之 ， 
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г Pi کرک کی‎ 
مو‎ р = sFi (q) 
N 2 [3.5.5-2) 
š Pa = P; ј 
š = 221 Pa = 2 ت ہے‎ дЕн T 


尽管 Nosé 证 明 在 Nosé 的 运动 方程 下 用 {ч ЕС 以 得 到 严格 的 正则 分 布 , 可 
是 无 论 如 何 s 是 处 理 中 麻烦 的 来 源 . Hoover 的 贡献 在 于 设法 把 Nosé 的 s 变量 去 掉 而 又 


保留 正则 分 布 , 于 是 
(1) 把 式 (3.5.5-2) 中 第 一 个 关于 位 置 的 方程 改写 , 先 对 位 置 求 时 间 的 二 阶 导数 得 到 
SR Pi o| Pi š _Fi(g) ,Ps 
= ma (2) 8 пу "9 ممیت‎ 
定义 
© = О (3.5.5-4) 
于 是 = 
ü= ل‎ - Gi (3.5.5-s) 
显然 “ 的 量 网 或 物理 意义 均 如 同 摩擦 系数 . 将 式 (3.5.5-5) 对 时 间 求 导 , 并 引用 式 (3.5.5-5) 
得 到 
ا‎ pi 
= Q i Q [> mis? -oz| 
即 


М 
С = 5 (> тй? 一 тт) (3.5.5-6) 


(2) 然后 Hoover 另 起 思 路 : ИН АДЕН ЭН ЖЖ ЖЕЙ а = 3N, 从 通 
常 的 动量 定义 pi = туф 和 从 式 (3.5.5-5) sÑ (3.5.5-6) 的 物理 思路 出 发 , 构造 以 下 运动 方 
程 , 只 要 使 得 最 后 满足 正则 分 布 即 可 : 


q, = 
TL 
p; = F; (q) — С; 


| 1 کے‎ р? 
с = 8 > = sor 
1 TH 


式 (3.5.5-7) 称 为 Hoover 1220777 #4. (q. p. ¢} 互 为 独立 变量 . 注意 , 因为 正 是 Hoover 从 

这 里 开始 另 起 思 路 , 所 以 这 里 的 力 方程 p, = F, (q) — Cq, 与 式 (3.5.5-5) 是 不 同 的 , 即 这 里 

W ¢ 不 同 于 式 (3.5.5-4) 的 С. Hoover 从 式 (3.5.5-7) 开始 只 是 继承 了 以 前 的 物理 思想 , 所 

以 他 的 数学 演绎 只 是 从 这 里 开始 , 与 此 前 的 演绎 没有 关系 ! 此 前 的 演绎 只 是 启示 . 
正则 分 布 的 概率 密度 f 为 


(3.5.5-7) 


[Ў ٭٭ +93۸ ۷ پچ‎ /ear 


Їмут = се (3.5.5-8) 
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这 里 206 为 从 热 浴 导入 体系 的 动能 . 它 可 从 Nosé 的 Hamilton 量 式 (3.5.4.1) 来 理解 
t l/m 1 ۱ 

= 39 (3) = Që (3.5.5-9) 
以 下 看 看 Hoover 的 运动 方程 (3.5.5-7) 能 不 能 满足 正则 分 布 密度 函数 [уут 的 要 求 ? (为 
方便 计 ， FETE 现在 考虑 (NVT) 平衡 态 , 所 以 相 空 间 的 概率 密度 函数 у 要 
服从 Liouville 定理 Û 一 一 L4 V - (fe) = 0, ЖФ, v 为 代表 体系 微观 状态 的 相 点 在 相 空间 中 
时 间 演 化 的 “流速 ”， v= (йә dg, مض‎ C) (RE: 这 里 的 下 标 为 自由 度 , 故 位 置 、 
动量 和 下 述 对 应 的 力 均 不 用 黑体 字 表 示 ). 


М а 
ЖИЕ: 若 体系 服从 Hoover 的 运动 方程 让 = р F, (gq), C= 二 0 ri -ouaz| 


(下 标 为 自由 度 ), 则 其 对 应 的 正则 分 布 的 概率 密度 у = oe 2 Bac} kor 


服从 Liouville 定理 A + V - (fv) = 


证 明 
(1) 稳 态 时 27 = 0( 何 况 现在 是 平衡 态 ), 又 此 时 的 Del 算 符 为 = 
g 
0 ð д 
وو‎ ir б а 


(fv) = D وہ تہ‎ Эр, (fb) + e (¢) 
ы д Әр Əf f a д] 

а? (с = 26 L Fm) + + )3.5.5-10( 

根据 Hoover 的 运动 方程 (3.5.5-7), 对 式 (3.5.5-10) 中 各 项 分 析 如 下 : 
0 第 -项 中 =о ж 20 = Š (л- = в). £ , 于 是 第 一 —m چ س‎ 
др: Әр. i=l Mi 
(i) 第 二 项 : 因为 好 fa 0 а دہ کی‎ ТОИ 

да дф 


Әд; Евг т‏ 7و 
ДЭЭ. 27 =? (2) 另外 , 因为‏ 


所 以 


Pi‏ رون +> =) fpi‏ -( و ہو سو 
کس Ci Өн С * М keTm) Г‏ 


35 “恒温 体系 的 模拟 “ВТ. 
于 是 第 二 项 

BF BES, £ < PORE: = 
X a не = | 37 سی‎ C Fi + Сф) — 


-去 {Ent F, + сф) z) 


i=l 


= 87 Pi 
即 >, (аа +i + А 元 ) 5 و بے‎ "m 


üii) 式 (3.5.5-10) 中 第 3, 4 项 = +, 其 中 ， X o. 又 因为 
(ене) зас) 
ај _ а 2 E ж +V {®вт 3 2 0 f 
ас 元 te = } = “вт a ЮТ?” 


所 以 
:8f _ 1 [< = f K 
تی‎ = 5 (> m њат) (zea) مد و‎ $ SS -oT ; 


最 后 第 3.4 项 等 于 - 15 - вәт), 
کچھ‎ 3.5.5-10( 右边 得 到 


7.e) = fe + Dê = x A т) 


7 > وی لاڈ‎ +421. @ ч зс (3.5.5-11) 


r TN 


шы لٹا‎ ٠۷ ۰ (fo) = : ,进而 服从 Liouville 定理 . = 

这 表示 Hoover 的 运动 方程 (3.5.5-7) 构成 的 概率 密度 可 以 满足 按照 时 间 (对 应 于 Nosé 
的 “真实 时 间 ”) 等 间距 抽样 而 得 到 正则 分 布 . 

总 的 来 说 , Hoover 继承 了 Nosé 的 扩展 Hamilton 量 的 思想 , 重新 把 Nosé 的 问题 等 
价 于 另 一 个 简单 而 直截了当 的 问题 : назы И. ад Hamilton 量 出 发 , 而 是 从 式 
(3.5.5-7) 的 运动 方程 出 发 ， 使 得 式 (3.5.5-7) 的 “摩擦 系数 "i (q.p) 能 够 产生 正则 分 布 系 
ёк. Hoover 的 运动 方程 可 以 用 “实时 间 ” را اس ا‎ 这 要 比 Nosé 动力 
学 方便 得 多 . 这 种 方便 对 于 非 平衡 过 程 的 模拟 尤其 重要 . 显然 , Мове 动力 学 的 其 他 缺点 在 
Hoover 动力 学 中 依然 存在 , 即 不 具有 辛 结构 , 对 简单 体系 不 具有 人 遍 态 历经 性 . 
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-U ОЕ ОР ОРЕОТОТОМОРЕ ЯРА. 


3.6 经 典 力 学 及 其 算 符 方法 


从 20 世纪 90 年 代 开 始 , 生命 科学 在 整个 世界 科学 界 占 据 了 “指挥 棒 " 的 地 位 , 几乎 
所 有 科学 的 基础 研究 项 目 经 费 如 果 不 与 生命 科学 挂钩 就 都 难以 为 继 , 当时 一 位 法 国 朋友 
不 为 此 对 笔者 叹 过 苦 经 . 化 学 领域 中 , 分 子 动力 学 模拟 蛋白 质 结构 . 模拟 蛋白 质 折 三 行为 
成 了 时 髦 的 科研 课题 . 可 是 在 生命 科学 的 指挥 棒 下 , 分 子 动力 学 模拟 蛋白 质 走 过 的 一 段 道 
路 却 是 不 应 该 如 此 曲折 . 不 平坦 . 

分 子 动力 学 模拟 蛋白 质 结构 从 20 世纪 80 年 代 就 开始 研究 了 Is30， 不 过 长 时 间 里 
研究 者 的 思路 局 限 在 模拟 时 间 不 足 ， 也 就 是 没有 接近 准 遍 态 历 经 ， 以 为 关键 仅 此 而 已 . 
1990~1995 Œ, 第 一 流 关 于 生物 分 子 结 构 的 模拟 文章 采用 的 模拟 时 间 大 多数 为 10-_50ps. 
仅仅 到 了 1997 年 人 们 才 觉 悟 到 模拟 时 间 低 于 150 ps 的 投稿 连 被 审 稿 的 资格 也 不 给 予 了 . 
己 平 重 白 质 的 分 子 动力 学 模拟 时 间 要 提高 到 纳 秒 级 才 行 .当时 笔者 对 此 预言 颇 有 疑虑 ， 
为 笔者 对 一 个 仅 有 40 个 原子 的 二 糖分 子 作 分 子 动力 学 模拟 . 发 现 需要 至 少 1.5 ns 才能 
出 现 准 遍 态 历经 的 迹象 中. 从 和 蛋白质 与 二 糖分 子 原子 个 数 的 巨大 差异 可 见 当时 的 科学 界 
对 此 过 于 乐观 了 . 

无 论 如 何 , 人 们 似乎 就 只 有 指望 计算 机 能 力 的 提高 , 等 待 新 的 强大 计算 机 问世 ，2003 
年 重 白 质 的 模拟 时 间 达 到 了 300 ns, 问题 还 未 见解 决 . 鉴于 “前 程 未 上" 不 少 研究 组 开始 
退出 竞争 . 难道 只 是 模拟 时 间 不 足 的 问题 吗 ? 其 实 , 在 生命 科学 的 指挥 棒 明 显 失灵 之 前 十 
多 年 数学 家 、 物理 学 家 的 研究 已 经 给 我 们 带 来 了 电光. 只 不 过 , 指挥 者 无 动 于 吏 . 可 以 公 
下 地 说 , 如 果 不 是 局 限 在 这 根 指挥 棒 的 狭隘 学 术 目 光 的 话 , 分 子 动力 学 模拟 应 该 早 就 看 到 
了 光明 . 

给 我 们 带 来 曙光 的 是 中 国 数学 家 冯 康 (1920-1993) 和 日 本 物理 学 家 能 势 修 一 , 他 们 
的 工作 都 是 在 1984 年 问世 的 . 鉴于 工作 的 深度 , 他们 的 深远 影响 都 是 在 好 几 年 之 后 才 为 
同行 认识 , 更 不 要 说 从 物理 影响 到 化 学 , 以 至 更 远 的 生命 科学 . 在 3.5.4 小 节 介 绍 过 Nosé 
动力 学 时 了 解 到 : 过 去 的 分 子 动 力学 模拟 只 能 算是 初等 的 ,Nosé 启发 我 们 要 回答 这 样 一 
个 问题 怎么 样 的 分 子 动力 学 模拟 才 是 一 个 好 的 方法 ? 他 给 出 了 部 分 答案 , 即 至 少 要 
严格 满足 统计 系 综 的 要 求 . 冯 康 站 在 更 高 的 高 度 看 到 : 因为 Hamilton 正则 方程 内 襄 的 辛 
几何 对 称 性 , 所 以 凡是 服从 Hamilton 方程 的 力学 体系 ， 在 计算 算法 上 至 少 也 要 满足 辛 几 
何 对 称 性 才 行 , 再 一 次 提醒 人 们 物质 世界 (至 少 是 无 生命 世界 ) 问题 的 最 深层 次 考虑 在 物 
理 , 物理 的 最 深层 次 考虑 在 于 对 称 性 . 

本 节 开 始 要 具体 从 更 基础 的 原理 出 发 ,回答 解决 这 个 问题 的 曙光 来 自 何 处 ， 茎 然 分 
子 动力 学 在 根本 上 是 将 经 典 力学 用 于 描述 原子 核 的 运动 , 所 以 要 从 经 典 力学 开始 , 看 看 在 
深层 次 上 面 经 典 力学 的 规律 . 尽管 Hamilton 方程 与 Newton 方程 等 价 , 但 是 Hamilton 方 
程 开辟 了 揭示 深层 次 经 典 力学 规律 的 道路 . 近年 来 的 研究 成 果 表 明 只 有 从 深层 次 的 基本 
性 质 入 手 , 从 时 间 反 演 对 称 性 ( 即 微观 过 程 的 可 道 性 ) 和 辛 几何 结构 着 手 . 才能 真正 使 得 
分 子 动力 学 方法 的 研究 走 上 正道 . 

20 世纪 二 三 十 年 代 泛 函 分 析 , 算 符 方法 在 量子 力学 上 的 成 功 经 验 启 发 人 们 反 过 来 把 
它 移植 到 经 典 力学 上 , 40 年 代 建立 了 经 典 力学 的 算 符 方法 , 把 Hamilton 的 经 典 力学 推进 
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Г 0129. Hik a زان‎ н] ЕКЕ ЕТТИ ja ИРЕК E ЖЕНЕ. пр, 分 子 动 
力学 模拟 采用 的 数值 积分 方法 都 应 当 具 备 这 些 性 质 . 整个 这 一 套 理论 将 会 把 基于 经 典 力 
学 的 分 子 动力 学 模拟 的 学 术 思 考 提高 到 一 个 新 的 高 度 呈 ”2 

这 套 经 典 力 学 的 算 符 方法 是 L. Prigogine 用 来 处 理 他 的 非 平衡 统计 力学 的 基本 工具 
之 一 . 不 知 何故 , 量子 力学 处 理化 学 、 固体 物理 、 基本 粒子 问题 的 做 法 被 有 些 冰 学 家 指责 
为 孤立 , 片面 看 问题 的 “还 原 论 ” 倾向 , 而 Prigogine 却 被 他 们 誉 为 能 够 整体 全面 地 看 
问题 . 其 实在 本 质 上 两 者 并 非 排 斥 , По — О. АЧ БА, Prigogine 的 成 名 著作 就 说 
明 他 是 “还 原 论 ”的 一 把 好 手 , 他 因此 开 扩 了 科学 的 视野 .Prigogine 更 认为 他 的 贡献 
< 可 以 协调 地 纳入 如 经 典 力学 或 量子 力学 这 样 的 理论 框架 中 
3.6.1 ”概率 密度 分 布 函数 .Liouville 方程 

讨论 N 个 全 同 粒子 组 成 的 离 域 子 体系 , 系 综 中 的 每 一 个 体系 状态 都 对 应 于 Г 相 空间 
中 的 一 个 点 , 即 一 个 相 点 (р, д}, 其 中 , N 个 粒子 的 位 置 向 量 的 集合 记 为 وو رو]) = و‎ 
q1, Фм}, 动量 向 量 的 集合 记 为 p= {PPr ,Pi ,Pr}. 在 {p,q} 处 hY 体积 的 
相 空间 相当 于 一 个 体系 微观 状态 . 再 因为 全 同 离 域 子 体系 , MU p 相 空 间 中 一 个 相 体 积 元 
所 代表 的 体系 微观 状态 数 为 


N 
_ брід _ _ 1 А 
ar = раят = узу Пара, ая 
ЕЕЕ 


М 
其 中 , apaq = [[ 4р4, 为 相 体积 元 体积 . 设 + 时 刻 体系 微观 状态 在 г 相 空 间 的 相 体积 
元 dr 处 出 现 的 概率 为 | 
dw = f (gp, 7 (3.6.1-2) 
Fapt ЖУ 下 相 空间 中 体系 状态 的 概率 分 布 函数 , 简称 分 布 函数 , 表示 P 相 空 间 中 体 
系 状态 的 概率 密度 . 体系 处 于 平衡 态 时 概率 分 布 函数 与 时 间 无 关 , 而 处 于 非 平 衡 态 时 概率 
分 布 函数 与 时 间 有 关 . 概率 分 布 函数 在 整个 r 相 空间 的 积分 就 是 总 概率 1， 


| f ھ,ھ)‎ (417 = 1 (3.6.1-3) 
Jr 
t 时 刻 任意 物理 量 4 的 平均 值 为 

MU)=| Alap) f (arp. tar را‎ 


讨论 是 在 P 相 空间 中 , 故 这 里 谈 及 的 状态 均 指 体系 的 微观 状态 ，f (gq,p,t) 代表 了 
کر‎ 相 空 间 中 状态 的 概率 密度 .既然 体系 处 于 非 平衡 态 ， 则 在 {pa} 处 状态 的 概率 密度 
f ہہ و)‎ i 当然 是 时 间 的 函数 , 它 代 表 了 状态 的 时 间 演 化 . 以 下 讨论 概率 密度 У (о, р, 1) 随 
时 间 变 化 的 规律 一 一 Liouville 方程 

设 为 卫 相 空间 中 相 点 的 速度 , 所 以 


3N 3N 
v=} did + Ур, (3.6.1-5) 
=1 81 
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其 中 , û, 为 第 i 个 粒子 的 位 置 向 量 q, 方向 上 的 单位 向 量 , û, 
ds ve 为 q 的 模 对 于 时 间 t 的 导数 ; р, 为 第 i 个 粒子 动量 向 量 р, 


жаг 方向 上 的 单位 向 量 , p, 为 р, 的 模 对 于 时 间 + 的 导数 . 考虑 Г 
相 空间 中 的 一 个 任意 的 固定 区 域 V( 图 3.6.1-1): 
\ v کرت‎ 固定 区 域 Y 内 状态 点 的 增 速 = 2 | far (3610) 
— 
— 从 固定 区 域 V 中 流出 的 状态 点 速度 
图 3.6.1-1 = ў -vf = | агу. (fo) (3.6.1-7) 
| v 


根据 惯例 , 表面 元 ds 是 个 向 量 , 其 方向 约定 为 表面 S 的 外 法 向 , 其 模 为 表面 元 的 面 
1. of 为 Г 相 空 间 中 概率 流向 量 , 单位 时 间 通 过 ds 的 状态 数 为 ds .vf. 式 (3.6.1-т) 第 
二 步 的 根据 是 Gauss 定理 [ 见 附 录 C.1.1). 
因为 Г 相 空 间 中 不 存在 生成 状态 的 “ 源 ”, 也 不 存在 消灭 状态 的 “黑洞 ". 所 以 , 从 区 
域 V 中 流出 的 状态 数 等 于 流 和 区域 V 的 状态 数 : 


=° [ روم‎ T.i fu ðf 
0 x |a + | агу (fe) = -| аг [52 ++. (fe) 
因为 此 式 对 于 任意 选 的 区 域 V 都 要 成 立 , 故 必 有 

öf 


2+ V - (fo) = 0 (3.6.1-8) 


8 7 7 Ы 8)0, __ ә] 
mf v. (و۸)‎ 3 ы. ыт Saz کو‎ рэа SÈ |, Ж 
边 第 二 个 加 和 项 为 零 . 再 根据 Hamilton 正则 方程 , 得 到 


öf AH BH öf 
& < تا‎ Әр; ШЕ? =“ 


(3.6.1-9) 


最 后 借用 力学 中 Poisson 括号 的 定义 , Г 空间 中 Poisson 括号 为 {А,В} = D |5238 ðB _ 


ӘВ дА 


За Әр, | ' , 其 中 , А,В НЕ. 于 是 式 (3.6.1-9) 就 可 写 为 


== =—{/,Н} )3.6.1-10( 

称 为 Liouville PE. КЇТ r ЖЕ Ра, f (q,p,t) 的 时 间 演 化 规 
律 . 既然 是 f 对 时 间 的 偏 导 数 , 它 就 隐 售 着 指 在 Г 空间 任意 一 个 固定 点 处 相 密 度 f 随时 
间 的 变化 规律 

讨论 

(1) 从 以 上 的 演绎 过 程 可 知 Liouville 方程 只 适用 于 保守 系 . 在 保守 系 里 , 势能 才 只 与 
位 置 有 关 . 至 于 这 个 体系 是 否 处 于 平衡 态 还 是 非 平 衡 态 , Liouville 方程 都 能 适用 . 

(2) Liouville 方程 是 一 阶 微分 方程 , 所 以 只 要 已 知 一 个 初始 条 件 就 可 以 求 出 体系 未 来 
时 刻 的 相 密 度 f (q, р. 2). 


3.6 经 典 力学 及 其 算 符 方法 . 91: 


(3) 根据 f (a (0).p() D), 于 是 全 微分 37 -2LF [aL a+ La, 再 将 Hamilton 


正则 方程 代入 , 得 到 ° =] = af = + (f, H). 最 后 考虑 到 Liouville 方程, 得 到 
df 
= >0 )3.6.1-11( 


FRA Liouville 定理 或 Liouville-Poincaré 守恒 律 , 表示 无 论 体系 的 时 间 演 化 如 何 , HE 
RE 的 “ 随 流 * 时间 导数 为 0, 也 就 是 相 点 的 “局 部 ” 密度 随时 间 保 持 不 变 .“ 随 流 " 是 指 
随同 相 点 一 起 运动 的 观察 者 看 到 他 所 在 处 的 现 章 . 相 密度 у ХШ] “概率 密度 云 ” 随时 间 
在 Г 相 空 间 中 漂流 犹如 一 股 不 可 压缩 的 流体 一 样 . 只 要 是 保守 系 , Liouville 定理 是 其 中 
普 适 的 经 典 力 学 规律 . 

式 (3.6.1-11) 中 的 全 微分 在 物理 上 是 “ 随 流 ” 的 概念 . 对 应 的 Liouville 方程 (3.6.1-10) 
中 的 偏 微分 代表 了 在 本 空间 中 相 窗 度 f (а, р, t) 的 时 间 演 化 规律 . 既然 是 7)1 
导数 , 它 就 隐 舍 着 表示 在 Г 空间 任意 一 个 固定 点 处 相 密 度 f 随时 间 的 变化 规律 . 


(4) 车 概率 密度 f (a, pt) ЖЕЕП, 即 ĈE = 0( 即 了 = f (q.p) BË (f, Н} = 0), Ж) 
称 该 系 综 是 稳定 的 , 一 个 稳定 系 综 ， 于 是 对 于 任意 不 显 舍 时 间 的 物理 量 А = А(а,р), 其 
均值 (4) = Í 17۸ (q, p) f (q, p) 满足 9 о. 它 代表 稳定 系 综 中 , 这 类 不 显 含 时 间 的 
物理 量 的 平均 值 与 时 间 无 基 . 这 时 的 体系 种 为 处 于 稿 态 或 定 态 (stationary state). TRA 
是 稳 态 中 的 一 种 , 而 稳 态 不 见得 是 平衡 态 ， 稳 态 时 , 环境 的 宏观 状态 可 以 出 现 变 化 . B4 
体系 只 有 当 环 境 的 宏观 状态 不 变 时 它 才 处 于 平衡 坊 . 
3.6.2 BA Liouville 算 符 . 力学 量 的 时 间 演 化 

尽管 历史 上 量子 力学 是 从 经 典 力 学 的 形式 理论 发 展 起 来 的 , 但 是 量子 力学 的 辉煌 成 
功 也 反 过 来 启示 我 们 用 量子 力学 的 观点 重新 改造 经 典 力学 的 形式 理论 , 如 将 凶暴 力 学 量 


也 改造 成 Hermite 算 符 , 将 经 典 的 时 间 演 化 改造 成 西 算 符 (参考 任何 一 本 《量子 力学 》 即 
可 ). 所 以 现在 介绍 Liouville 方程 的 另 一 形式 一 一 经 典 Liouville 算 符 . 


ЕМ. 3.6.2-1 
L(:) i), E} (3.6.2-1а) 
BH iL(.) = {i Ара 
3N یج‎ ӘН ӘН 2 l 


于 是 Liouville 方程 = — (f, H) { 见 式 (3.6.1-10)) 可 改写 为 


57 = Lf (3.6.2-2) 
讨论 
(1) 式 (3.6.2-2) 与 Schrödinger 方程 А = HF 非 党 类似 , 分 布 函 数 与 波 函 数 对 应 . 
1838 年 的 Liouville 方程 孕育 着 在 1926 年 出 现 的 Schrödinger 方程 . 
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(2) 从 两 者 的 相似 又 看 到 : 17 世纪 то 年 代 牛 顿 的 力学 以 “ 力 ” 为 主线 , 19 世纪 60 年 
{f Hamilton # Lagrange 之 后 把 力学 改变 成 以 “能 量 " 为 主线 . 这 是 非常 重要 的 一 步 . 难 
道 Hamilton 仅仅 是 因为 正则 方程 的 对 称 形式 , 而 大 胆 舍 奔 直 观 的 “ 力 ", 转 而 追求 “НЕШ” 
的 吗 ? 能 量 在 当时 从 们 眼中 还 是 相当 抽 铺 的 概念 . Hamilton 在 美学 观点 的 驱动 下 把 “ 力 ” 
学 改造 成 “НЕШ” 学 , 这 竟然 为 150 年 之 后 , 今天 的 整个 物理 . 化 学 科学 商定 了 理论 基础 . 

历史 说 明 , 人 们 往往 相信 和 直观 , 而 且 对 直观 往往 又 认为 是 一 种 道 不 清 、 说 不 明 的 第 六 
感 ， 实际 上 人 们 无 一 不 是 用 先 学 到 的 知识 作为 判断 后 来 知识 真 伪 的 判 据 ,心中 的 真 伪 判 
据 (BH =й”) 从 学 龄 前 直到 中 学 都 是 经 典 的 “直观 ”. 万 一 过 到 实在 用 “直观 ”解释 不 了 
的 时 候 , 就 用 了 一 个 瑶 似 正确 的 新 概念 , 如 “ 波 粒 二 银 性 ”来 调和 . 到 了 高 等 量子 力学 就 
知道 不 需要 波 粒 二 象 性 这 个 概念 了 , 因为 新 的 直观 已 经 建立 , 就 如 从 算术 到 代数 ,从 代数 
到 抽象 代数 一 样 . 

既然 如 此 , 就 存在 一 个 提高 直观 水 平 的 问题 . Hamilton FFE. Liouville 方程 的 出 现 又 
一 次 告诉 我 们 , 科学 每 跨 出 关键 的 一 步 , 往往 看 似 更 加 抽象 , 实质 上 人 们 却 在 更 为 普 过 的 
层次 上 用 新 的 “直观 ” 概念 思考 问题 . “直观 " 不 是 一 成 不 变 的 . 一 千年 前 , “负数 " 还 不 是 
一 个 直观 的 概念 , 现在 却 是 路 人 人 皆 知 的 了 ， 

1) 经 典 Liouville 算 符 的 形式 解 

形式 解 就 是 解析 解 . HER Liouville FF L БЇ Ж А. f 19,p,t = 0) 1, M 


ER (3622) 得 到 07 = ہے رج‎ 再 在 被 算 符 - 作用 n 次 后 在 ¢ = 0 处 取 值 
“lt=0 


g" f 
شا‎ 


= (—iL)" flag. 然后 , 将 n = 0 — oo 次 的 等 式 加 和 得 到 


t=0 


оо yn 


(аро) = "fo У (ae) ont 


=й m= 


于 是 
f (q, p.t) = e it (а, p,0) (3.6.2-3) 
式 (3.6.2-3) 多么 像 量 子 力学 态 的 时 间 演 化 . 
2) 力学 量 的 时 间 汗 化 
任意 力学 量 A= A(q(t),p (t) ,( 的 时 间 演 化 可 以 写 为 


3N 3N 
dA ðA dA. JA, аА ðA ÖH 7 
یر ا‎ ы и? 
时 一】 


dE а da; 7 Әг 2-4 (89; Әр, Öp; dq; 
Р dA дА 
ای یو‎ )3.6.2-4( 
根据 ح۱‎ = ))( Н}, 于 是 任意 力学 量 4 的 时 间 演 化 规律 服从 
dA ДА . 
Fr: — E + ILA (3.6.2-5) 


3) 任意 力学 量 4 的 平均 值 
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任意 力学 量 4 的 平均 值 (4) 必 满 足 方程 


4(А) /dA\ | 
= = (37) (3.6.2-6) 


证 明 ”根据 任意 物理 量 4 的 均值 为 (4) = | Alapi ) f (apt), 于 是 


su = | аА (арн) = | аг (2) +a] 


dA dA 
„| г(ж)!=\@) 
上 式 演 绎 的 第 3 步 的 根据 是 式 (3.6.1-11), 即 相 空间 概率 密度 的 “ 随 流 ” 时 间 导 数 为 O. 
m 
4) 不 显 含 时 的 物理 量 
若 物 理 量 4 不 显 含 时 间 , 即 4= A(q (0) p (0) 8 Š = = 0, 则 从 式 (3.6.2-5) 得 到 


dA _. 
a = ША (3.6.2-7) 
然后 按照 推导 式 (3.6.2-3) 的 办 法 同样 得 到 
A(q(t),p(t)) = e“ A (9 (0) , p (0)). (3.6.2-8) 
回顾 以 上 演绎 , 可知 式 (3.6.2-8) 成 立 的 条 件 是 ， 第 一 , 物理量 4 不 显 含 时 ; 第 二 , 经 典 


Liouville FF L 与 时 间 无 关 . 
3.6.3 SARER. 时 间 反 演 对 称 性 


现在 考察 三 维 N 个 粒子 的 体系 (PRISE 假定 质量 均 为 m), 其 Hamilton MiX 
羽 是 广义 动量 р= {pi (2) :"" "Dy (2)} == {Pi， рам} 和 广义 位 置 q= {gn (Ë) r ч. qx (ї)} = 
{аз азм} 的 函数 , 即 


H (p,q) = p; - + la (3.6.3-1) 


所 有 粒子 必须 服从 下 列 Hamilton 正则 方程 ， 


д Н 
: Ən, Р 
_ ef (3.6.3-2) 
Pi 7 дд: 
ШАФА ИНУ) ЈЕ А (д.р) ВВА FE EY 
12 = [A, H) = 1А (3.6.3-3) 
作为 特例 , 当 A(g,p) = ак M A(q,p) = ps 85 
qk = (qk. Н}, “Б 3.6.3- 
бават نی‎ 2 
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以 4(g,p) = рь 为 例 验证 之 . 


IN p, 
а _ гарь Ән ӘН Әр, 
=н) 2 جج‎ 


3N 
x aH ƏH ӨН д 

= J. ——ӧы р = ——, р = سے‎ = F : 
> | Bp _ О ) رت‎ 即 Pk ЕН k (q) 


定义 一 个 бл 维 的 相 空 间 向 量 x = [q,p] = رو]‎ ,۰۰۰ ,gw 有 paw] . Г 相 空间 中 的 任 
意 一 点 都 是 x 的 某 个 线性 组 合 , 代表 了 体系 的 一 个 微观 状态 . х 可 当 作 “单位 ” 相 点 , 求 
得 x 的 演化 规律 , 那么 相 空 间 中 相 点 的 演化 规律 也 就 得 到 了 .于 是 根据 式 (3.6.1-5) 可 以 
得 到 单位 相 点 x 的 时 间 演 化 规律 为 


= = fx H) (3.6.3-5) 


根据 Liouville 算 符 


lye H aN рар, 
L() =-i{(), 4} =- 3 {OE - кос دا‎ {O +a) (866) 


i=] 
ЖОШ کر‎ IRM 57 204 ( 见 式 (3.6.3-5)) XU SW- Hamilton 正则 方程 等 价 的 算 符 方程 形式 
х = iLx = {х, H) (3.6.3-7) 


М (3.6.3-6) 可 见 Liouville 算 符 工 又 可 写 为 


L=- Va (3.6.3-8) 
讨论 
(1) Liouville 算 符 的 Hermite 性 
求证 Lt = L (Hermite 性 ). (3.6.3-9) 
证 明 ”为 简 恒 计 且 不 失 普 记性 , 以 下 用 一 维 运动 的 单 粒子 体系 作 讨论 , 它 的 相 空 间 
是 二 维 的 : 
д д a g 
== 2 = Z в. 
L = - 4 4 تمہ‎ 2] (3.6.3-10) 


引入 相 空间 的 正 交 归 一 集 (¢, (q, p), 即 它们 满足 
| заре; (q, p) és (aD) = б (3.6.3-11) 


BEES (q.p) — 二 co 时 фь (q.p) — 0 且 该 相 空间 是 有 界 的 【请 思考 其 物理 意义 ), 根据 式 
(3.6.3-10), 故 以 {ou (ар) 为 基 时 , Ж L 的 矩阵 元 为 


Lu = 9) = арос (ер) {ZÊ + F (Ê bêr (ap) (363-12) 
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交换 指标 k ,ا ہے‎ 得 到 La = -i [apf 2 2 А + F (q) Ф га). 再 取 复 共 辆 得 到 
Г, = i j aap Ро ә + F (4) Ф iN 再 作 分 部 积分 , 利用 +oc 处 基 为 零 的 相 空间 边 
界 条 件 得 到 


=i [ap و‎ dgh E кунее 


- [xš x سو‎ )| 940 


= -i [ap Р ود‎ к i Jagr (д) | anor Š 


= m: 22 + F (q) 元 | 1 
所 以 LF, = Гы. 于 是 Liouville 算 符 是 Hermite 算 符 . 同样 , 可 以 推广 证 明 N 个 三 维 粒子 


的 Liouville F L (IIX (3.6.1-7)) 是 Hermite WIF. ] 
(2) 经 典 微观 状态 的 时 间 演 化 : 经 典 微观 状态 时 间 演化 服从 ©®* = (x, H) = iLx. È 

的 解析 解 为 | 
x (t) = ех (0) (3.6.3-13) 


= |g (0) pO 就 是 起 始 条 件 . 算 符 کم‎ 称 为 经 典 传播 子 (classical propagator), 与 量 
子 力学 的 传播 子 e 对 应 . 传播 子 又 称 为 演化 算 符 . 
记 演 化 算 符 U (ti, ts) = U (ta — ti) = ett), BI 


U (t) = е (3.6.3-14) 
于 是 
x (t) = U (t) x (0) (3.6.3-15) 


因为 r 相 空间 中 的 任意 一 点 都 是 x 的 某 个 线性 组 合 , 所 以 x 的 该 线性 组 侣 代表 体系 的 
一 个 微观 状态 Г. 所 以 将 式 (3.6.3-15) 的 线性 组 侣 得 到 


T(t) = U (t) P (0) = کاو‎ (0) (3.6.3-16) 
其 中 , r (0), ۶ (t) 分 别 表示 时 间 为 0 和 上 的 体系 微观 状态 Г. A (3.6.3-16) 又 可 写 为 
F (ta) = U (ts, t1) I (t1) (4.б.4-17) 


(3) 演化 算 符 U (t) 为 酉 算 符 . 
ЖИЕ: 
U' (Фу (t) = 1 (3.6.3-18) 
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证 明 A U (t) = eitt 和 Liouville 算 符 的 Hermite 性 , 故 有 Ut (t) = е7 = evilt, 
所 以 
آ7]‎ ($) U (t) = е He ~ 1. ` п 


(4) PJJ 52800 ЖЕЎЕ: 既然 分 子 动力 学 模拟 的 算法 是 为 了 实现 Hamilton 体系 运动 方 
程 的 计算 , 所 以 运动 方程 的 基本 性 质 , 包括 辛 结构 ( 见 3.8 节 )、 时 间 可 逆 性 等 都 应 当 体现 
在 算法 中 . 这 里 先 介绍 运动 方程 的 时 间 反 演 对 称 性 , 即时 间 可 逆 性 , 然后 证 明 时 间 反 演 对 
称 性 对 应 的 演化 算 符 必定 是 西 算 符 . 
时 间 反 演变 换 是 指 将 变量 + 替换 为 -t( 记 为 1 0). FÆ dt > dt, q — 和 
р = mÝ -所 以 当时 间 反 演 后 , Hamilton 正则 方程 的 变化 为 q = > وی‎ 
-M е = a Fint р ¬ کت‎ 可 见 Hamilton 正则 方程 在 时 间 反 演变 
换 的 前 后 形式 不 变 , 这 就 是 经 典 力学 的 时 间 反 演 不 变性 .这 意味 着 如 果 时 间 倒流 , 则 运动 
方程 是 一 样 的 , 即 如 果 体 系 从 时 间 + = 0 的 起 始 状态 演化 到 时 间 + = + 的 状态 , 然后 让 时 
钟 倒 走 t( 即 时 钟 走 一 个 _t, 从 t= t — t = о), 体系 根据 相同 的 运动 方程 演化 (粒子 速度 
方向 相反 模 不 变 ), 显然 体系 要 回复 到 原先 + = 0 的 起 始 状态 . 根据 式 (3.6.3-17) 的 记 法 ， 


这 两 个 过 程 分 别 为 
过 程 1 F(t = 070,0) (0) = U(r (0) = er (0) (3.6.3-19) 
TE 2 تا‎ )0,1( 7 ( =U (tU (Or (0) )3.6.3-20( 


BA U (t) EBAI, U UT (DU (t) = 1,1 Ut (t) = U! (t) = eitt = H-t = U (—t) 
就 代表 “时 间 反 演 ” 这 样 的 作用 . 而 U (6) (U (t) 7 (0)) = سے‎ {etr (0)} = r (0). 可 见 ， 
传播 子 的 丁 算 符 届 性 保证 了 时 间 反 演 对 称 性 , 即 微观 过 程 的 可 逆 性 . 
因为 丁 算 符 , 所 以 对 应 的 行列 式 det {U (Еур = 1， 从 算 符 方程 P (t) = U (t) Г (0) 的 
矩阵 表示 来 看 , 如 果 取 的 基 可 以 使 U (t) 对 应 的 矩阵 是 对 和 角 和 矩阵 ， 记 此 时 它 的 对 角 元 为 
ч (t) „ша (Ê) ,---, Ж 
det {U (t)} = 00 = 1 (3.6.3-21) 


显然 det {Ut (t)} = = П<0 = 1. HA Ut 的 = U-l(p, Ж U~ (E = diag[1/ui (t), 
1/ و‎ )2( ,۰۰۰.[. PE u? (= TF | (Vi), 进而 Jui (| = 1(9:). 

因为 从 大作 = U (0) P (0) ا‎ 所 以 Jacobi ERE U, 的 = буу (其 中 ， 
Di (t). T3 (O) 分 别 是 列 矩 阵 r (t), Г (0) 的 矩阵 元 ). 只 要 是 Hamilton 体系 , 这 个 Jacobi 4 
阵 的 行列 式 总 是 等 于 1. 它 意味 着 : 在 Hamilton 运动 方程 的 规定 下 , 相 空 间 的 体积 元 总 
是 保持 不 变 的 . 可 见 , 演化 算 符 的 本 算 符 属 性 又 与 Liouville 定理 是 自治 的 . 
3.6.4 Trotter 定理 和 经 典 演化 算 符 的 因子 化 

1) 演化 算 符 eitt 因子 化 的 困难 

sÉ )3.6.3-16( T (H) = U (t) P (0) = eitt کر‎ (0) 给 出 了 体系 的 微观 状态 的 时 间 演 化 规律 
所 以 现在 问题 归结 为 如 何 从 普 适 的 Liouville 算 符 具体 求 算 演 化 算 符 (t) = سے‎ 根据 
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Liouville ЖЕ М (UA (3.6.2-1а)), 即 


ES [aH ӘнӘ(.) 
).( = -—i((),H) = =. ЕЗ ае (3.6.4-1) 
它 由 前 后 两 部 分 组 成 , 分 别 定义 为 
aN ; 
ш үа 
1 Әр: дд: s 
(3.6.4-2) 
E 3N ےک‎ 
ы; -i 
Ep 
L= Li +15 (3.6.4-3) 
Li 与 La 的 对 易 子 (commutator) 为 
[Li, La] = LiLa 一 Lol (3.6.4-4) 
讨论 
(1) 求证 : [Lı, La] Æ 0, BM Li 与 Ls 不 对 易 . (3.6.4-5) 


证 明 “根据 Li 与 Lo 的 定义 (MA (3.6.4-2)), 如 果 对 于 一 维 单 粒子 体系 那么 最 简单 
的 体系 也 能 证 明 [Li La] Z 0, 那么 复杂 体系 也 就 一 定 有 [Li La] #0. 对 于 一 维 单 粒 子 体系 
的 情况 , 式 (3.6.4-2) 成 为 


)3.6.4-6( 
La = -iF (g) Әр 


其 中 , F (q) .را راز‎ 对 于 任意 函数 f (q.p) 有 


| БЕ 
мыле = Р |29] = ZF 22-Р) Ура, 


K 


i . | 82 
LiLof (q, p) = 2 [F 8 == -EF (q) = -Fig rt 


可 见 对 于 任意 函数 fig p), BHF (LiLo — оа) f (q.p) # 0, ЖК [1,1] #0. ш 
(2) 正 因为 [Li La] # 0, 所 以 求 算 ете 作用 的 困难 在 于 不 能 把 它 分 解 为 مل‎ 与 gtt 
的 乘积 (尽管 L = Li +), 即 所 谓 因 子 化 的 困难 . 如 果 可 以 把 et 近 羽 地 因子 化 分 解 , Ж 
和 问题 就 可 以 有 一 个 简单 解决 的 方法 了 , 就 此 可 以 分 别 求 算 سے‎ 和 eat 作用 到 工匠 的 
结果 , 最 后 解决 问题 . 
(3) ЖЕ: 
pilit аа £ gill 十 La 二 (3.6.4-7) 
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a a 
证 明 AA L= L +L 所 以 将 eitt ФЕ Taylor 展开 得 到 
атур + Lo)t — : (Li + La)” t? + O (13) 


! 3 ا 
O (28)‏ + 2 [ہاوا — =1+i(lı +La)t + ç [—Li — L3 — LıLa‏ 
et = 1 + iLyt — 142 +O (f), Җ‏ (قصع) +O‏ کت 而 е1 = 1 + iLi-‏ 
ا 1 ا š‏ 
ейл бейге 一 fı + ilt- 5110 +о(е)} fı + iLat — 5180 +0 (9)‏ 


1 1 
=1+i(Li +Lo)t +  ? - 5L1 一 3| #+о(#) 


可 见 gili f pilat £ еі +12) | | 
2) Trotter FEE. ТИКЕН یل‎ 0-۵ 
幸运 的 是 数学 中 有 一 个 Trotter 定理 可 用 来 作 经 典 演化 算 符 的 因子 化 ，Trotter 定理 
说 加 gl | 
[oe ek] (3.6.4-8) 


elitat ~ lim 
М со 


其 中 , ۸۲ 是 一 个 有 界 的 数 . 
根据 Trotter 定理 , بلاط‎ M 足够 大 , 就 有 以 下 近似 式 成 立 : 


e (Li یج ڈڑھا+‎ [Жее 7 (3.6.4-9) 
ЫП ۱ 
вій На) М оо „т (3.6.4-10) 


Җ (3.6.4-9) 表示 当 M 足够 大 时 , 算 符 سے‎ = gila +La)t Н Е e FF e ет 
作用 M 次 . 式 (3.6.4-10) 表示 在 较 短 时间 tM 内 的 时 间 演 化 , 如 果 把 式 (3.6.4-10) ВЕ 
为 一 步 At = tjM 时 间 的 演化 , 那么 就 得 到 单个 时 间 步 长 At 的 时 间 演 化 算 符 [ 即 步 进 算 
FP 的 近似 式 

U (At) = бА іа +L2] At 2اك دای ہے‎ pili At ы 2ار‎ (3.6.4-11) 


学 
Ü (At) = MAN el ہے 1/2شصانم؛اث‎ др) (3.6.4-12) 


ХЕЛ TAM FRP aba ا‎ U (At 的 近似 表 式 . 
З) ز8ا‎ {ЕКИ U (At) 的 性 质 
可 以 证 明 U (At) 是 丁 算 符 , 即 满足 


Ut (At) = Û (At) = 0-1 (At) (3.6.4-13) 
证 明 


Û (AU (At) = Бәзы wa i مع‎ 
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= е 


2ش وای اڅ У] еШ‏ ( اث ملا-ي2/ؤشوساا- 


= 2اا‎ (e وڈ‎ At Ba At 2/اشسعئللیى‎ 一 1 ш 
讨论 
1) 既然 D (At) 是 西 算 符 , 所 以 也 就 维持 了 动力 学 过 程 的 时 间 可 道 性 . 
(2) Û (Ат) 的 精度 为 二 阶 , 即 精确 到 AF. 原因 是 
7 (At) = ك ااي‎ fp Ша дё, аа 62 
_ At سا‎ 3 О! l... 3 
= [ сө Lg +0( (At | i + ۵ناج - ا۵ لا‎ 十 口 (At ) 
x [ H 1.2 一 8 + Ü (ле) 
=] + 1)]. +15) at 
PAER E P Ийе E At? +O (At) 
2 112 21 4 2 2 1 12 - i 
=1 + iLAt — ; (Lı + La)? А2 + O (Ай) 
=1 + iLAt - LA + (0 (AF) 
而 O (AF) 项 不 等 于 U (At) = ett 展开 的 三 次 项 + (iL)? At, 故 为 二 阶 精度 , 即 
U (At) = مان2/+شسنی = اشلا‎ Аад L су (At?) = Ü (At) + O (А) (3.6.4-14) 


4) 因子 化 演化 算 符 对 相 空间 向 量 的 作用 

相 空间 向 量 x = |q,p| "代表 的 是 体系 微观 状态 的 经 典 描述 . 因子 化 演化 算 符 U (Ai) 
对 相 空 间 向 量 的 作用 得 到 是 什么 呢 ? tHE D (At) 对 一 维 单 粒 子 体系 的 二 维 相 空 间 变 量 
中 的 q 的 作用 . 

求证 恒等式 


ео = У ре (4) = g (a+) (36.4415) 
رت‎ 


其 中 , с 为 常数 , g N (و) و‎ 7۳ q Ü k نا‎ 


` = 1 

证 明 ”根据 算 符 指数 的 定义 e+ = = 5: Zah, tk e° g (a) EN 2۰ 
اوہ کے‎ (д). ТАЙ g (q + с) fE q 处 的 Taylor 展开 式 可 见 》 L tg (q) = g (a + ©), 
k=0 ` k= ak 
Ak لے‎ g (q) = و) و‎ + с). н 

讨论 رں‎ 表达 式 eg (a) = g (q+ с) 说 明 算 符 نت‎ 对 函数 o (4) 的 作用 相当 于 平 
移 , 称 为 平移 算 符 , 平移 量 (普遍 表 式 见 附录 رع‎ 

(2) 作为 特例 , 当 g (q) = q 时 , 因为 二 阶 和 二 阶 以 上 高 阶 导数 都 为 零 , 故 式 (3.6.4-15) 
简化 为 

е4 = q +e (3.6.4-16) 
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(3) FE, 
eh (p) = h (p+ a) (3.6.4-17) 


因为 函数 变量 不 同 , 故 e t 对 g 或 对 gl (q) 是 没有 作用 的 , 相当 于 恒 等 算 符 1, Вр езх و‎ (q) = 

919)， 利 用 以 上 对 平 称 算 符 的 分 析 ， سیا کرام کہ‎ 维 相 空间 中 D (At) 
对 相 空 间 变 量 q, p 的 作用 . 根据 式 (3.6.46), Lı = i E Cues. -iF (4) >, 即 对 于 一 维 
单 粒 子 体 系 ， 


Ü (At) = چ ۴۹ 4„ ے ۷/2 شسانی اش مل 1/2شصالی‎ „Ае Ер, ЗРЯ) 0, (3.6.4-18) 
所 以 Ü (At) 对 q 的 作用 为 
Г (At) = eilaatjseiLiaAteltaAt/20 ے‎ = Fal gt e F(a gq (3.6.4-19) 


式 (3.6.4-19) P: 算 符 اک‎ Ns HENRI, 故 کے‎ КШ, = q. 而 另 一 个 算 符 
Ah 对 g 起 平移 作用 , 平移 量 为 MË, tk ہر‎ (AZ). 所 以 


Û (At) q =e% F(0 $ (q +мЕ) (3.6.4-20) 


其 中 , 算 符 “فی‎ Кё 对 (a tm?) 的 作用 分 两 部 分 ， 对 q 没有 作用 , 相当 于 恒 等 算 


符 ; 对 p 为 平移 作用 , 平移 量 为 TFU). ВШ Û (Aq = FFOR (q+ AZ) = q+ 


Al ү At 
۱ -而 E 
Е (r+ 2 0): 1 
Аё At 


U (At) q = q+ a + a (a) (3.6.4-21) 
而 将 q (At) 在 变量 为 零 处 作 Taylor 展开 到 二 78 得 到 
و‎ )۵۵( = а(0) + Atg (0) + ŞA (0) +... = رق ر‎ + a 1де ہے اھ‎ 
m lm 
即 
و‎ (At) = q (0) + а (0) + At p (q (0)) + O (At*) (3.6.4-22) 


式 [3.6.4-21) 实际 上 就 是 时 间 演 化 的 一 步 上 (At) و‎ (0) = q (At), 其 中 ç, р 实际 上 是 起 始 
FFF (q(0),p(0)). 所 以 


At? 


U (At) و‎ (0) = q (0) + و۳“‎ (0) + э F (a (0)) )+ O (А) (3.6.4-23) 
同样 , 一 维 单 粒子 体系 中 Ü (At) 对 p 的 作用 为 
Û (Ap = e سی یی سر یس‎ р (3.6.4-24) 


最 右边 的 第 一 个 算 符 e FO 把 p 平移 到 p+ 2“ F (g, 


D (At)p =e Fl еа de (p+ А ) (3.6.4-25) 
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其 中 , В ол 对 p 没有 作用 , 相当 于 恒 等 算 符 , 而 对 q 相当 于 平移 算 符 , 平移 量 为 
At. 8 F (q) FERI F (q+ at), 所 以 得 到 


Û (At)p = لک‎ Fl P £ نے‎ (4 + 23) (3.6.4-26) 
最 后 一 个 算 符 oF 对 9 没有 作用 , 而 对 р 相当 于 平移 算 符 , 平移 量 为 2F (д), Bl 
û ریہ‎ |р Zro] Fr (а (о Р) 


At At At Аі 
-p+ Абр + F م)‎ p+ SE rg) 


=р+ = Pa u ғ(‹ + وھ‎ + (| 
Р 7 At Al? 7 سے ا‎ 
这 里 有 两 项 力 , 第 二 项 力 的 变量 ( + p+ مرک‎ д) 根据 式 (3.6.4.22), 在 二 阶 精 度 意 
义 上 正好 就 是 g(At). 所 以 


Û (At) p = p (At) = p(0) + 2 [F (a (0)) + F (a (A0) (3.6.4-27) 


结合 式 (3.6.422) Û (At)q = q (At) = q (0) + 27 (0) + Ê F (a (0)), 两 式 正好 就 是 速度 
Verlet 法 的 结果 ( 见 式 (3.1.3-6)) | 


ri (At) = ri (0) + Atv; (0) + SEF, (0) 
(3.6.4-28) 
vi (At) =v; (0) + 27 ھا ے‎ ٤ا‎ (0) + Е; (At)] 


不 过 , 现在 的 理论 基础 要 更 加 严谨 , کہ ٹیک‎ _ 


3.7 多 重 时 间 尺 度 积分 的 分 子 动力 学 模拟 


物理 体系 中 往往 包括 几 种 具有 不 同时 间 尺 度 的 运动 . 这 些 相互 作用 的 本 质 决 定 了 各 
种 运动 的 时 间 尺 度 . 例如 , 分 子 中 的 键 长 . 键 角 . 二 面 角 这 些 内 部 运动 的 时 间 尺 度 相 当 短 . 
而 分 子 间 的 短程 强 排斥 作用 的 特征 时 间 呈 中 等 长 度 , 分 子 间 的 长 程 相 互 作用 的 特征 时 间 
比较 长 , 模拟 数值 算法 中 的 时 间 步 长 就 要 受到 最 短 特征 时 间 的 限制 , 那么 一 定 要 走 了 好 多 
步 之 后 那些 特征 时 间 长 的 相互 作用 才 会 有 明显 的 改变 , 这 样 的 计算 就 效率 低 . 如 果 数 值 积 
分 算 符 能 够 根据 各 种 运动 的 内 店 时 间 尺 度 来 处 理 , 使 得 慢 的 作用 力 不 必 像 快 的 作用 力 那 
ЭДЕН. 通常 快 的 作用 力 计算 简单 、 价 廉 ; 惕 的 作用 力 计算 比较 麻烦 、 费 力 . ЖА 
计算 效率 就 可 以 提高 ,这 种 对 于 体系 内 的 各 种 作用 力 区 别 对 特 的 分 子 动力 学 模拟 的 方法 
称 为 多 重 时 间 尺 度 积分 (multiple time scale integration) 的 分 子 动力 学 模拟 [全 ~1|. 

名 分 子 体系 的 总 势能 可 以 写 为 分 子 内 势能 Unea 和 分 子 间 的 势能 Uinter 之 和 


U = Ultra Г Uinter (3.7-1) 
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一 . oo o کان رت‎ 


于 是 , 第 i 号 原子 受 的 力 等 于 


IU 7 Û (Ела ۳ Linter) с 
R= ge (3.7-2) 


所 以 这 个 力 来 自 两 部 分 的 贡献 


Р, = Elimtra) 4 Fr (inter) (3.7-3) 


分 子 内 相互 作用 贡献 的 力 类 率 快 , 分 子 间 相互 作用 贡献 的 力 频 率 慢 , 两 者 之 间 的 耦 台 比较 
98. 通常 , 分 子 内 相互 作用 的 计算 要 比分 子 间 相互 作用 的 计算 简单 得 多. 
多 重 时 间 尺 度 积分 法 的 基本 思想 是 根据 这 些 作 用 的 内 计时 间 尺 度 的 不 同 , 对 它们 计 


算 采 用 各 自 特征 的 时 间 步 长 区 别 对 竺 . 
这 里 用 一 维 空间 中 运动 的 粒子 来 介绍 , 看 看 如 何 把 演化 算 符 因子 化 ， 一 维 空间 中 运 
动 粒 子 的 运动 方程 为 š 
Tm (3.7-4) 


n = Fiant (ж) + Filow (zx) 


其 中 , 有 快慢 两 种 作用 力 存 在 Fisaw (ж) 和 Fiow (z). 为 了 使 积分 方案 能 够 处 理 不 同 的 时 
间 扩 度 的 运动 , 将 符合 如 下 运动 方程 的 体系 称 为 参考 体系 : 


& = 2 
m (3.7-5) 
| p = سر‎ (т) 
即 疫 有 慢 作 用 的 假想 体系 . 参考 体系 的 Liouville 算 符 为 
A 
根据 Trotter 定理 , 这 个 参考 体系 关于 一 个 时 间 步 长 بح‎ 的 传播 子 为 【 见 式 (3.6.4-18)) 
لی‎ = e š Farz) б فی‎ E = e т Fina (z) йр [3.7-7) 


实际 上 , 由 此 可 以 得 到 速度 Verlet 法 的 一 步 بح‎ 的 时 间 演 化 . 


体系 总 的 Liouville 算 符 为 

L = Le AL (3.7-8) 

其 中 ， 
Z (3.7-9) 
这 样 一 步 5t 的 总 的 传播 子 变 成 两 部 分 的 冬 积 , 一 个 是 参考 体系 的 传播 子 , 男 一 个 是 校正 

项 AL 
еб? شای ے‎ GE lrer At 1А 86 (3.7-10) 
式 (3.7-10) 精度 为 二 阶 . 将 传播 子 中 间 的 因子 erat 作 因子 化 , 同时 令 ë: = At in E 

数 ), 这 样 就 得 到 


ror At ے‎ {ee # eË Ры) É р (3.7-11) 
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再 根据 式 (3.7-9), 式 (3.7-10), 得 到 总 传播 子 的 因 式 化 表达 式 
еШ ھچ ہے‎ Ри») :انی کت‎ At a Елон [z) 0: 


= еЗ (عاسط‎ 8 [e سے‎ k gtk وا تنس‎ Fema, (3.7-12) 


这 样 就 构成 一 个 含有 两 种 时 间 步 长 的 传播 子 , 短 的 时 间 步 长 8t 对 快 的 力 积分 , 长 的 时 间 
PE At 对 慢 的 力 积 分 . 算法 中 慢 的 力 更 新 的 次 数 是 快 的 力 更 新 的 次 数 的 1. 
有 的 场合 , 参考 体系 可 以 选择 具有 解析 解 的 体系 . 例如 , 在 路 径 积分 的 分 子 动力 学 方 
法 研究 有 限 温度 的 量子 力学 体系 中 就 是 这 样 做 的 . 
再 以 一 维 运动 的 粒子 为 例 . 只 是 现在 的 快 力 是 一 个 简 谐 力 Fea (т) = -mwe 这 个 
体系 的 运动 方程 为 
| “两 (3.7-13) 


p = ہیں + رت‎ (2) 
于 是 参考 体系 的 Liouville 算 符 为 
ا‎ z ты? = | (3.7-14) 


这 就 是 简 谐振 子 的 Liouville 算 符 , 已 经 知道 这 个 问题 的 解析 解 . 
于 是 参考 体系 的 传播 子 oes 作用 于 相 空间 向 量 (xz,p)” 的 结果 为 


айм | т | _ | z cos (A) + rcs sin (A) | (3.7-15) 
р | peos (ثأت)‎ — тол віп (At) 
Liouville 算 符 的 校正 项 为 
AL = -iFa (2) 2 [3.7-16) 
同样 作 因子 化 分 解 , 得 到 
eat eS دم‎ (E) f їїтєї At p FF Pow (z) ip (3.7-17) 


考虑 到 
етте را۵‎ [z,p) = g (= сов [uo A E) 十 -2 sin [uu At) , pcos (uu At) 一 mwrsin (wAt)) (3.7-18) 


于 是 总 的 演化 算 符 作用 到 相 空 间 向 量 (z,p) ”后 得 到 


“|; 


Е 
_ „А! Fow (=) # „нле F Ры (z) fe | < | = „З Расон); اخ سای‎ Аі 
р 五 十 > Faew (z) 


m تہ‎ (WÊ) 十 P зїп ÊÊ) 
= سے‎ (z) $ کک‎ 


At 
p cos (олга) — muz sin [ua At] + — Falow [= cos [uA t] + P in ол) 
2 тш 
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< сов (аА) + ЕА (> + — Na 3 sin (u xt) 
ттш 2 


(p+ = Flow а) Сов (аа) یہ‎ віп ا‎ t) -2 Falow (oo (wt) +— (> + Falow z) ain wat) 
(3.7-19) 
于 是 可 进一步 简化 为 
1 At | 
= (Аг) = (0) 00S (wt) + ات لگ > + )0( >( چیہ‎ ×× (т (Ü) )) віп (2А?) 


р(Аѓ) = (» (0) + (т (0) ) cos (uu At) - :دہ‎ (0) sin (u At) + تے‎ а (z (AD) 
)3.7-20( 
نیا‎ КЕЙ AEF 71ک ب7‎ 7 [B] БОЙ TT i Е IER. 


3.8 Hamilton 体系 的 华 算 法 


从 数学 上 看 , 量子 力学 的 数学 结构 是 汉 函 分 析 . 在 本 节 的 讨论 中 将 看 到 Hamilton 力学 
的 数学 结构 是 辛 几何 学 (simplectic реотеёгу) (29—32). 基于 辛 几何 的 基础 知识 见 附 录 J. BE 
然 分 子 动力 学 模拟 体系 中 原子 核 的 时 间 演 化 是 基于 经 典 力学 的 ,所 以 关于 体系 微观 状态 的 
时 间 演 化 的 深层 次 规律 也 就 与 辛 几 何 有 关 . 辛 几何 是 相 空 间 的 几何 学 , 辛 算法 (simplectic 
algorithm) 是 实现 辛 几何 的 数值 方法 [30], 


3.8.1 Hamilton 力学 的 辛 结构 


把 (q.p) 都 记 为 列 矩 阵 , а = [n qa... 4], р = ور رس‎ ps] ,3 为 体系 的 自由 度 . 
记 列 矩阵 
_ | р 
ж = 
а 


对 于 可 分 线性 Hamilton 体系 的 Hamilton 量 可 以 写 为 H (q.p) = ЕРТТр+ 3q" Va, 动能 
BHT TE RMP E TEI HI. Hamilton 量 对 z 的 导数 为 


= [1 + یھ‎ др “= zas] (3.8.1-1) 


87 
ән [ән dH)" др 
اس کے‎ = | ән ا[‎ 
да 
z 对 时 间 的 导数 为 
НЕ: з Pa h се Ф] (3.8.1-3) 


,1 تا 


‚=—-1, ВЕЕ J = J" = 一 J = 
—1. Ü 


根据 附录 J: 单位 辛 矩阵 J = J, = | 


| : Fh | 将 式 (3.8.1-2) 被 J- 左 乘 得 到 


3.8 Hamilton 0732 А 


‚ 105 - 
нү p ӘН 
pð _ ٦١ —1 app | | дч P | _ 
д® |1 O ðH 87 á | 
да др 
这 里 的 第 3 步 是 根据 Hamilton ЕАР شر‎ = ОР (Уй), 故 有 运动 方程 
21-108 
в 1س‎ (3.8.1-4) 


这 就 是 Hamilton 正则 方程 的 辛 几何 表达 式 . 原来 两 个 表达 式 (每 个 s SE) 的 Hamilton IE 
则 方程 ( 见 式 (1.2.2-4)), 在 辛 几何 的 框架 下 人 台 并 成 一 个 2s 维 的 矩阵 表达 式 . 

讨论 

己 知 保守 系 的 Hamilton 正则 方程 具有 时 间 反 演 不 变性 [ 见 1.2.2 小 节 ). 那么 从 时 间 
BW (t 一 —t) 的 变换 下 dt — —dt, q — q, p + —p, E] q — —4 р-р TIN: 对 于 保 
TR, 因为 L 一 工 和 日 一 日 ,所 以 从 辛 空间 的 构造 看 , Hamilton 正则 方程 的 辛 几何 表 式 
z J 同样 也 具有 时 间 反 演 不 变性 . 


从 具体 变换 来 看 , 时 间 反 演 之 下 , LHS = 名 = | я | 一 | р | 对 于 保守 系 ， 


ӘН ӘН ӘН 


RHS=J-1— = 17! چ‎ J" 
ШП 
۹ ۹ 
өн مت‎ р дн 
لے‎ 1 д (ج-)‎ =J! ёр | 25 üq | 

дн дн 9н 
да дд др 

یت _ 

П р 0 дд Е Ü —1 др ا‎ _ 47 a 
meena |$ |- ән = |! : | aH ‚ E z = J m ا‎ 
др дч 


3.8.2 正则 变换 的 辛 结 构 
当 从 正则 变量 (q. p) 变换 到 另 一 组 变量 {ОР}, Ш z = | 2 | 线性 变换 到 у = 
Р | _ р т 
НЕТ узу] 为 


у = Mz (3.8.2-1) 
即 微分 dy = Mdz. 写成 显 式 为 dya = У ` M. dz, = Y ` He an, 即 


М, = 2» (3.8.2-2) 
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而 人 = ہت سس‎ 8 


> Öze رات‎ 
21 с ہیں‎ (3.8.2-3) 
由 式 (3.8.2-1) 对 时 间 求 导 得 到 
ў=М% (3.8.2-4) 
同样 ， 
ан ӘН 
ән [o -1]| |_|- 
najo -а][ | УЕН Н „ш 
06 ӘР 


从 式 (3.8.2-4) 出 发 , 先后 考虑 到 式 (3.8.1-4). 式 (3.8.2-3). A (3.8.2-5) 和 J-! = -J 得 到 
ы ATA -19Н\ _ _ "987٦١۱ _ -18H _ _ 7ے‎ 
y=Mš=M J ر سے‎ MJ [M x) = j- Бу چ1‎ YM 
于 是 
MIM = J, YM (3.8.2-6) 
这 就 表明 Hamilton 力学 的 正则 变换 符 台 辛 几何 结构 . 通过 线性 变换 y = Mz, Hamilton 
方程 从 变换 前 的 形式 z = J! = 变换 到 变换 后 的 形式 y = 1 کے‎ 这 种 变换 满足 辛 变 
换 条 件 MIM" = J. 这 就 是 所 谓 Hamilton 方程 的 辛 变换 不 变性 . 
求证 正则 变换 矩阵 M 的 以 下 性 质 : 
(1) MTJM = J (3.8.2-7) 
(2) (det М)? = 1 (3.8.2-8) 


(11 MJM" = J 两 边 被 JM AR, 考虑 到 J = (MHRA (J.2-8)) 得 MJMT JM = 
PM = -M. FER JM AA det M Z 0, 故 M7 存在 ) 得 到 J2MTJM = –Ј, 即 
MTJM = J. п 


(2) 因为 MIM” = J, # det (MIm”) = detJ = aer | j s = 1. WH 


det (AB) = (det A) - (еВ), Жі det (MIM" = {det M) (let J) det MT) = 
(det M) (det MT) = (det M) = 1. m 


3.8.3 ”线性 Hamilton 体系 


Hamilton 体系 代表 了 所 有 无 耗 散 作用 体系 ( 即 保守 系 ) 的 真实 物理 过 程 , 所 以 它 用 的 
数值 方法 也 需要 无 耗 散 的 算法 . 耗 散 的 算法 会 导致 体系 总 能 量 由 于 算法 计算 中 能 量 误差 
的 线性 积累 而 呈 线 性 变化 , 最 后 导致 系统 长 期 时 间 演 化 行为 模拟 的 失败 . 一 切 解 Hamilton 
方程 的 “正确 ”的 离散 算法 都 应 当 是 辛 变换 的 . 这 样 的 算法 就 称 为 辛 算法 , 或 称 辛 差分 格 
式 , MPFR. 所 谓 辛 格式 就 是 差分 的 上 一 步 到 下 一 步 的 映射 , 即 步 进 算 符 必须 是 辛 
映射 的 . 
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= -21 di = (vi) 相当 于 ғ = گنت‎ 其 
,تا‎ ж = | й | 车 体系 Hamilton 函数 是 z 的 二 次 型 时 , 则 该 体系 称 为 线性 Hamilton Ж 


系 , 即 H 总 能 够 写 为 


据 上 述 , 体系 的 Hamilton 正则 方程 р; 


А I 
H (z) = zz Cz (3.8.3-1) 
Н cr=c. +E 
_ dz _ 0H _ 19 {1 + 
-5 1 (cz + (276) ) = J "Cz. رے وج‎ -0 
故 d 
¿= 2 = Вг (3.8.3-2) 


онери чо) =- (0) 3 + € 
= - 7و0‎ +O =-СГЫ +С - و‎ 


所 以 B 为 无 穷 小 辛 矩 阵 【 见 附录 式 (J.2.3-9)), 进而 ев 为 辛 矩 阵 . 
zÑ (3.8.3-2) 的 解析 解 为 
zit] t 
| дав = | drB = tB =1п®(ї}— ln z (0) 
®(@) 0 
即 
z (t) = е'Вж(0) (3.8.3-3) 
3.8.3.1 ”线性 Hamilton 体系 的 Euler P 5.338 K. 
设 时 间 步 长 为 At, 将 式 (3.8.3-2) 写成 差分 (由 此 引入 误差 ) 得 到 线性 Hamilton 体系 
的 一 个 Euler P AETR 
于 mm 十 1 一 وگ‎ 
۵۷ 
称 为 中 点 Euler 辛 格 式 公 式 . HA (3.8.3-4) 整理 得 到 


1 
= 5B (z+: + Zm) (3.8.3-4) 


Zm+4+l = F AtEm 


(3.8.3-5] 


也 可 表示 为 步 进 算 符 Far = ó (э) 其 中 , ¢0) = ZZ. 根据 附录 式 (J.2.3-12), 因 


=] 
رد‎ FB 8۳ت درد‎ EFER det (1 一 F B) 40, 故 步 进 算 符 Fa, = (1 — 2 B) 
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(1+ S'e) HFR, 故 为 辛 格式 . 
实际 上 根据 附录 式 (12.3-13), 非 奇 异 的 A 满足 (1+ А) (1А) = (1-А)(1 
A&A) 71, hk 
1 
Кл, = 0 一 SB) (1 + Ав М 
3.9.3.2 


= 1 
` ) = 1 + Sip) (1 = Ste) (3.8.3-6) 
可 分 、 # Hamilton 体系 的 交叉 显 式 辛 格式 
若 体 系 的 Hamilton 函数 H (q.p) = T (p) + V (9) 
量 可 分 为 动能 和 势能 . 也 就 是 式 13.8.3-1) 中 的 


‚ 则 该 体系 称 为 是 可 分 的 , 即 总 能 


04 


о у 
其 中 , TT 


= T HEW, VT = V. 
可 分 线性 Hamilton 体系 的 Hamilton 函数 可 以 写 为 


(q, p) = 51р" mc| "| -ji "| 


(3.8.3-7) 


p 


8[ 


о v 


l | 
Н (q.p) = 5 TTp + 59'Уа 
可 分 的 线性 Hamilton 体系 的 В = J -1C | 


(3.8.3-8) 
0 -1 T 0 ш 
[1 0 0 v 
ا ہے‎ 0 (3.8.3-9) 
т о 
从 式 (3.8.3-8) 得 到 
۱ ӘН 8 YI ү qT )- 18 ہے‎ 
ہے‎ э = SED” "asi v — — y = ¥۷ 
اقا‎ = z (5р Tp + 54 q 2 Ba ۹ q) q 
以 及 
Еде. 1 Т 
а= 5 = تع‎ (2р Тр + 59 Уд 
故 有 


19 
) = کت‎ (p Tp)= Tp 


| амы: (3.8.3-10) 
а = Тр 

这 里 采用 另 一 种 节点 的 取 法 , 交叉 法 , 即 动量 р 在 整 时 刻 mAt 处 取 值 , 而 位 置 在 半 时 
刻 (m +t 5) М 处 取 值 . 根据 式 (3.8.3-10), 可 以 写 出 如 下 交叉 差分 式 


38 Hamilton 体系 的 辛 算法 ۰: . 


1 
| p= -Vq— А{ (Pm+1 = Pm) = Vdm} 


)3.8.3-11( 
: 1 
а = Tp ¬+ Ar (ал ü 一 4+3) = Thm 
Вр Pml = Pm 一 А аы: | 其 中 ， Pml | ко 
-АТр, „+1 + Чљ+ 2 9+1 А Тр +1 T 9+2 


=А ПТ 1 r+ z I qa + š 0 1 4+4 


= AUT 1 9, + š u Ü 1 m+ і i 
Prn--1 _ 1 0 з 1 -AtW Pm (3.8.3-12) 
йын | |-МТ 1 0 1 9+4 ú 
5 
ے‎ | ™ | (3.8.3-13) 
m+} 
É wm+i = | ке | 对 于 每 个 时 间 步 长 At, 从 wa 到 лал, л 的 变换 为 
Tm 
Wm+l = Елм (3.8.8-14) 
其 中 , ЖИ ЕРЕ 7 
Ел; = | кз N | | i پچ‎ | (3.8.3-15) 
1 0 1 -му 
L = T Ë 
根据 式 (J 2. 3.2), А T! = T l V ید‎ 7 N 3 i E 


HEEE. 再 根据 附录 的 式 (J.2.3-6) 和 式 (1.2.3-8), PERRINE ETRE, 辛 矩阵 之 积 也 
是 辛 矩阵 , 所 以 步 进 矩 阵 Fa, ЗЕЕ ВЕ. 这 样 就 确定 以 上 算法 是 辛 算法 . 


3.8.4 线性 Hamilton 体系 的 基于 Padé ту 
既然 线性 Hamilton 体系 的 时 间 演 化 轨迹 (或 称 “ 相 流 ”) 为 رع‎ = е (0), 而 求 演 
化 算 符 etB 的 最 简单 的 通 近 方 法 是 用 有 理 Padé iB 


= т (2) 
ш” سا‎ glm (2) )3.8.4-1( 


其 中 ， 
[I + m — k)!m! 2% 
s (L+ т) (m k)!” 
(3.8.4-9) 


і + (1 
dim (z) = Š куи е 
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对 每 一 对 非 负 整数 |! 和 m. ти) 在 原点 的 Taylor 展开 式 为 


09 = (sun), eo 
ہو‎ HAA e FY 1+ т BF Padé IF. 

定理 3.8.4-1 HB کا کت رت تر‎ NFRD ||, HERH 1 = m 时 gua (tB) 
为 辛 矩阵 , BH gu (tB) 既是 对 еВ 的 Padé ,کنل تہ‎ 又 是 辛 矩阵 [a0], 

表 3.8.4-1 列 出 了 gu (z) 的 表 式 , 用 它们 构造 的 差分 格式 都 是 辛 格 式 . 


(3.8.4-3) 


Ж 3.8.4-1 
(Li) (0, 0) (1,1) (2,2) (3,3) (4,4) 
т т m r z? ш" г 322 p gi 
1 1+; 1 十 三 十 一 1 十 二 十 一 十 一 1 十 二 十 二 -十 二 十 一 一 
ا‎ 1 L 一 2 کات سے‎ : z тз - Зх? з =g 
3 سس سے سے سے ] = = سے = 1 —+ سے سے لے‎ 
2 12 2 10 120 2 28 84 1680 
精度 一 2 Ft 4 it 6 8 
(1) 采用 gu (z) RA (1,1) BJ, 这 就 是 Euler 中 点 格式 . 
At ۱ 
Em] = Zm + >B (Zm+1 + Em) 
Fu = gu (AtB) (3.8.4-4) 
_1+00/2) 
gii (А) >= 1 = (^/2) 
| -1 
此 辛 格式 具有 二 阶 精 度 , 即 FA = gu (AEB) = (1 = ہے‎ ( =) 对 于 可 分 
线性 体系 ， | 
В = JC = + | 
T о 
(2) RH ооз (z) 称 为 (2,2) ЖШТ. 此 时 
z 
Ey+1 = Em 十 = (Zm + 2+1) + 2 в? (Zm = Zm+1) 
FÈ? = gn (AtB) (3.8.4-5) 
_ 1+ (X/2) + (A2/12) 
92 (А) = оу T (A2712) 
此 辛 格式 具有 4 阶 精度 . 
(3) 采用 ms (z) 称 为 (3.3) BIE, 此 时 
Р 2 
mui = ж + В (Em + вины) + تو لگا‎ (в — вана) 
(A) 
+2720 B (am 十 zm+l) (3.8.4-6) 
رط‎ = gas (AtB) 


_ 1+ (A /2) + (A2/10) + (A /120) 
9зз (А) = 1 - (4/2) + (22/10) — (A3/120) 
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HERARETA 6 阶 精度 . 
(4) 采用 gaa (z) 称 为 (4,4) ЖШТ, 此 时 


2 ту? 
Zm+l1 = Zm 十 = [Z= + Em4 1) + 20 7 (Ж = 2+1) 
(л)? B? (At): в“ 
84 (Em + 2341) + 1680 (Erm 一 #341) (3.8.4-7) 
Е = gaa (АВ) 
j= 1 + (M2) + (3۸/28) + (А? /84) + (۸/1680) 
ویو‎ (А) = 72 )۸/9( + (342/28) — (A3784) + (А*/168й) 
此 辛 格式 具有 в 阶 精 度 . 
总 之 , 线性 Hamilton ERE FERA 
رہہ‎ = gu (AEB) zm, 1=1,2,. (3.8.4-8) 
具有 21 阶 精度 . 
3.8.5 ЗЕЕ Hamilton 体系 的 Euler 中 点 辛 格式 
既然 是 非 线 性 , 那么 只 能 从 普遍 的 Hamilton 运动 方程 ( 见 式 (3.8.1-4)) 出 发 
z=. 55 (3.8.5-1) 
先 从 微分 的 式 (3.8.5-1) 得 到 差分 式 , 然后 再 看 这 个 差分 式 是 否 符 侣 辛 格式 . 记 函 数 H, = 
AH 
= = 31 ‚ 它 是 Hamilton 量 对 z 的 导数 . 现在 式 [3.8.5-1) 的 差分 为 
Bq 
A (анні — Zm) = دږ‎ (a) = JH, ا(‎ (3.8.5-2) 
Ep ۱ 
رہورت‎ = Zm 十 AtJ EH, — 
可 见 步 进 算 符 Fa: wa 一 Bmp l Ж ریمع‎ = Еле) 是 非 线性 的 . 因为 
а = at ан) + O (Bat — Zm) (3.8.5-3) 
将 式 (3.8.5-2) 中 的 ء‎ 对 列 矩 阵 zm 求 偏 导 得 到 
m+l эю тал ÖZm+l 
سم‎ =F} ون‎ He (ma) === F. 1} (3.8.5-4) 


这 里 Ha (w. ans H (z) 的 Hesse 矩阵 在 点 — 处 的 取 值 . 根据 
附录 式 (J.2.3-10), 车 A 为 对 称 矩 阵 , 当 且 仅 当 B = Ja A М, B 为 无 穷 小 辛 矩阵 . 现在 


паз) жиш, 又 因为 ہےر‎ й -5з-1н„( ет) = 是 无 和 小 


FHER. 根据 附录 式 (1.2.3-12), ¥ B 为 无 穷 小 辛 矩阵 , 又 为 非 奇 异 的 , Ш B 的 Cayley Ж 
换 (1+ B) -' (1 — زط‎ JFE. 现在 如 果 选 择 步 进 算 符 为 


At „_ Zn 十 т 7 А? Zm 十 Z+ 
Ел; = £ — > 1 Hx k) £ + Л Н =) (3.8.5-5) 


只 要 At 足够 小 则 可 以 保证 ہر- ماگ‎ (TEH) = B 是 非 奇 异 的 ,于 是 Fat DA 
辛 矩 阵 , 即 算 法 为 辛 格式 . 
3.8.6 辛 算法 实例 


Hamilton 体系 的 辛 算法 及 其 完整 的 理论 框架 是 1984 年 我 国 数学 家 冯 康 (图 3.8.6-1) 
对 世界 科学 的 不 档 贡献. 他 被 普 为 开创 了 “一 个 理应 受到 重视 而 却 长 期 被 人 忽略 了 的 
新 领域 ". 冯 康 去 世 后 , 1997 年 这 项 成 果 被 追 授 为 国家 自然 科学 一 等 奖 . 

六 算法 的 差分 方法 被 认为 是 目前 最 稳定 高 效 的 计算 
方法 , 适合 用 于 Hamilton 体系 . 由 于 一 切 真实 的 , 耗 散 可 
以 忽略 不 计 的 物理 过 程 都 可 表示 为 Hamilton 体系 , 所 以 
冯 康 的 贡献 影响 深远 而 广泛 . 

Hamilton 体系 辛 算法 的 有 效 性 还 通过 多 种 实例 与 非 
辛 格 式 的 传统 算法 比较 得 到 检验 : 简 谐振 子 、Duffing JE 
T (GEHEET). Huygens EF. Cassini RF. ЁЁ а 
格 与 准 晶 格 定常 流 、Lissajous 图 形 、 栅 球面 测 地 线 , Kepler 
| -pi 运动 等 中 .检验 所 用 的 实例 往往 用 已 知 解析 解 的 简单 例 

图 3.8.6.1 موم‎ (1920-1939) T, 而 且 只 有 这 些 貌 似 简单 的 实例 才 是 最 容易 暴露 算法 毛 
病 的 严格 考验 . 摇 似 复杂 的 实例 即使 毛病 暴露 也 经 常 无 法 
识别 . 以 下 列举 儿 种 实例 来 检验 Hamilton 体系 辛 算法 的 效果 . 
3.8.6.1 实例 1: 一 维 谐 振子 的 相 空间 轨迹 
- 维 谐 振子 的 相 空 间 轨迹 有 解析 解 , 应 当 是 一 个 梢 圆 . 现在 分 别 用 传统 的 【属于 非 
PHAN) Runge-Kutta 法 和 Adams 法 计算 3000 步 , 结果 分 别 如 图 3.8.6-2 (а) 和 (b) PT 
F. Runge-Kutta FAES Жтт ТЕ. А. ЭЖИК. 于 是 轨道 收缩 . Adams 算法 显示 存在 人 
ЖЭ REE, 造成 轨道 发 散 . 同样 的 一 维 谐振 子 问题 采用 蛙 跳 法 ， 结 果 如 图 3.8.6-2 (с) 所 
示 . 在 总 共 107 步 的 头 、 中 、 末 各 取 三 段 1000 步 的 结果 完全 哆 人 台 , 呈现 解析 法 所 预示 
(КИШИ. ЖЕШ А, 即 二 步 中 心 差分 法 , 是 传统 算法 中 的 一 种 ， 可 以 证 明 对 于 线性 问题 蛙 
跳 法 属于 辛 格式 ， 对 于 非 线 性 问题 蛙 跳 法 就 不 是 辛 格式 ， 而 一 维 谐振 子 正 好 是 一 个 线性 
问题 . 

3.862 实例 2: 一 维 弱 非 谐 摄 子 的 相 空间 轨迹 

一 维 弱 非 谐 振子 的 相 空间 轨迹 如 图 3.8.6-3 所 示 ， 因 为 加 入 的 非 线性 项 非常 能 , 所 以 
相 空 间 的 轨迹 还 是 应 当 近 于 椭圆 的 . 图 3.8.6-3(a) 与 (b) 为 同一 个 蛙 跳 法 模拟 在 最 初 1000 
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步 时 和 第 o000~ 10000 步 时 取样 的 结果 . 蛙 跳 法 对 于 非 线 性 方程 不 是 辛 算法 , 用 它 模拟 的 
最 初 1000 步 中 轨迹 显示 失真 , 到 第 9000~10000 ЖЕЕ ЖИ. 图 3.8.6-3 (c) 是 用 
二 阶 柱 算法 的 结果 , 在 总 数 为 1000 ЖИЛ. 中 、 末 三 段 结 果 完 全 吻合 为 一 个 拟 椭 图形 . 


0.49 -2.23 gi EF 
0.93-0.80. 19 0.20 0.00 1.00 77-2 47-047 1.52 352552 -1.080.580.185 0.31 0.73 1.21 
(ау Runge-Kutta ФЕ: аши} (b) Adams $: ЖЕ 2 (с) REBERE ۱٣ 步 , 步 长 0.1 


图 3.8.6-2 ”谐振 子 的 相 空 间 轨迹 [anl 


1.79 
1.28 
0.83 
(38 
000 


一 由 


ЕТП 5 223 : 1ے‎ ° Р ےج‎ 
-096-058-019 0.20 0.60 1.00 447—7 077-0107 1.52 3,59 552 -108-0.58-0.18 0.31 8 71 


[а] ib) e) 


图 3863 — ЕЕ НОН MELEE 
(а) 与 (b) AETHER GEE 0.2) EIR 1000 步 时 和 第 00010000 步 时 取样 的 结果 ; 


(с) 为 用 二 阶 辛 算法 的 结果 ( 步 长 0.1, 1000 БО! 


3863 实例 3: Lis $ FHS 3k $K d šE 


过 去 , 任意 化 合 物 的 分 子 振 转 光 谱 峰 位 的 实验 值 和 经 典 力学 简 正 振动 理论 值 的 两 者 
相符 , 证 明了 原子 核 的 运动 符合 经 典 力学 理论 . 所 以 可 以 将 Hamilton 力学 用 于 Lis 分 子 ， 
计算 这 个 分 子 中 两 个 核 的 位 置 随时 间 的 变化 , 即 所 谓 “经 典 轨 和 迹 法 ”. 

设 原子 核 的 位 置 分 别 为 rm, ra, 质量 分 别 为 m, ma 折合 质量 u= ےت‎ 虽然 任 
意 化 学 键 本 质 上 是 量子 效应 , 但 是 对 于 简单 的 双 原 子 分 子 , 如 Li 分 子 等 , 两 个 原子 核 之 
间 的 势能 可 以 相当 好 地 近似 表 为 Morse 函数 


U (q) = p {е-%еч—) 2 ہم‎ (3.8.6-1) 


۱ 2 
总 能 量 为 H (qp) = Т(р) + U (g), 动能 T (p) = Ei 其 中 , 广义 位 置 【这 里 即 键 长 )g = 
ri + zz; EE p = и. 该 体系 的 Hamilton 正则 方程 为 
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dp or _ 
к быш да = f (q) 
. (3.8.6-2) 
پت‎ er _ 
و نے‎ i (تا و‎ 
Lis 分 子 XL 态 的 参数 ; 解 离 能 D = 8541cm-!, 平衡 键 长 = 2.67328Å, а = 0.867Á-1. 
设 初始 状态 为 910) = qe, p(0) = TLD — 0.0001, 步 长 0.005, 7 Runge-Kutta(R-K) 


法 , 辛 算法 模拟 , 其 Li, 分 子 的 经 典 轨迹 、 能 量 和 相 轨 道 的 结果 如 图 3.8.6-4 FF. 


j 1۔2‎ 


/А FREDRE | ! 
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: RK 法 的 轨迹 


ii 15 20 25 


ü 125 10 T.5 5 ED 25,0 37.5! 
H >x 1000 qA (0.1nm) 
Li, METER НЕНУЕ Ж Shuk 在 qp AFE 


图 3.8.6-4 ИН Runge-Kutta 法 和 辛 算法 计算 Lis 
分 子 的 经 典 轨迹 、 能 量 和 相 轨 道 四 | 


其 中 , 辛 算法 模拟 长 达 105 步 时 轨迹 还 保持 振幅 , 周期 性 . 总 能 量 和 相 轨 道 都 稳定 的 
ون‎ Ж. 而 用 非 闪 的 Runge-Kutta 法 模拟 , 则 在 5000 步 之 后 振幅 变 小 、 周期 变 短 : 104 步 之 
后 总 能 量 急 剧 下 降 ; 相 空间 轨迹 沿 р 方向 收缩 , 5x104 步 时 已 经 面目 全 非 . 这 都 不 符合 稳 
定 Lis 分 子 振动 运动 的 应 有 结果 . 

总 之 , 以 上 实例 说 明了 在 整体 性 、 结构 性 和 长 期 跟踪 能 力 上 辛 算法 的 优越 性 . 一 切 传 
统 的 非 辛 算法 , 无 论 精 度 高 低 均 无 例外 地 全 然 失效 .一 切 辛 算法 无 论 精 度 高 低 均 无 例外 
WEK, 均 具有 长 期 稳健 的 跟踪 能 力 , 显示 了 压倒 性 的 优越 性 . 

六 算法 保持 了 Hamilton ARAMA TEE: D 相 空 间 体积 的 不 变性 (BH Liouville- 
Poincaré TEH) @ 运动 不 变量 , MERE. E. 角 动 量 的 守恒 . 

辛 算法 能 够 在 数值 计算 中 保持 辛 变换 的 结构 ,于 是 就 会 得 到 高 的 稳定 性 ， 辛 算法 的 
差分 方法 被 认为 是 目前 最 稳定 、 高效 的 计算 方法 , 最 适合 用 于 经 典 力学 体系 . 辛 算法 不 含 
人 为 耗 敬 性 , 先天 性 地 免 于 一 切 非 Hamilton 污染 , 是 “干净 * 的 算法 .误差 的 长 期 黑 积 造 
成 非 辛 算法 的 “蝴蝶 效应 "(图 3.8.6-5). 
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非 辛 算法 1 Кә; Ара ИА 2 


Їй RE 起 点 正 误差 
图 3.8.6-5 Hamilton 体系 的 辛 算 法 和 非 辛 算法 的 示意 图 


3.9 Poincaré 回归 定理 与 分 子 动力 学 模拟 


分 子 模拟 的 第 一 步 就 要 构建 处 于 稳定 构象 的 分 子 模型 ， 既 然 分 子 动力 学 模拟 可 以 得 
到 分 子 体系 的 时 间 演 化 , 那么 原则 上 应 该 可 以 用 分 子 动力 学 模拟 在 一 定 的 条 件 下 治 着 时 
间 演 化 的 轨迹 寻找 分 子 的 各 个 构象 , 从 中 找到 概率 最 大 者 即 最 稳定 构象 . 在 演化 轨迹 中 微 
观 状态 i 曾经 出 现 的 次 数 n, 占 到 时 间 演 化 轨迹 所 含 微观 状态 总 数 noe 的 概率 


Thi 
pi = — (3.9-1) 


Thot 


代表 了 这 种 微观 状态 的 概率 . 这 是 模拟 的 目标 之 一 . 所 以 , 首先 要 看 时 间 演 化 轨迹 上 微观 
状态 重复 出 现 的 规律 . 这 就 要 介绍 Poincaré 回归 定理 . 


3.9.1 Poincaré 回归 定理 


Poincaré 回归 定理 (recurrence theorem) 33:21 对 于 等 能 面 内 体积 有 限 大 的 宏观 体 
系 , 假定 其 Hamilton Ж H (q, p) 有 界 , 则 其 |q| 和 |p| 均 有 界 . FHI]  - 0 HERA T 
相 空 间 的 某 点 Р 出 发 , 则 体系 在 一 有 限 的 时 间 T AURS Р, 点 的 足够 近 的 邻近 点 
P'o 其 距离 小 于 任意 小 的 预 设 正 数 c, EI |P. P'o| < E. 

因为 从 经 典 力学 的 观点 看 状态 的 重复 出 现 相 当 于 相 点 沿 着 演化 轨迹 出 发 绕 过 一 圈 后 
叉 回 到 原 处 , 然后 又 离开 该 处 , ЭХЕ — RAN “ЖО” 问题 . 在 数学 上 表述 点 与 点 的 
“ 重 着 "如同 谈论 两 个 实数 的 “相等 " 一 样 : 后 者 只 能 说 两 个 实数 之 差 小 于 任意 设 定 的 小 正 
# e (计算 机 编程 时 必须 遵守 ); 而 前 者 的 表述 必须 是 该 点 回 到 了 它 的 邻 域 , BH PoP] < =. 

证 明 ”将 以 上 表述 画 成 图 3.9.1-1, 其 中 , HA رط‎ 1 r 
从 时 间 to = 0 开始 经 过 t 到 达 t, 相应 的 邻 域 为 wo, 避 
和 o. 现在 用 反 证 法 证 明 Poincaré 回归 定理 . 

车 定理 是 错 的 , 则 永远 不 会 回 到 P, 的 邻 域 wo РУ. 
پر‎ t— و‎ EEK, 使 得 ہی‎ 内 的 相 点 均 已 流 到 w, ВП 
两 个 邻 域 无 交集 

ш Гал = Ü 
چ‎ (he (ш) راز‎ t — ٢ 时 间 内 ш 扫 过 的 体积 , (ae (wo) 
为 在 tp +t 时 间 内 ш 扫 过 的 体积 ， 则 必 有 图 3.9.1-1 Poincaré 回归 定理 
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= s رر رہ ہد ا‎ Ps 
Fhe (ш) C. fly (wo) 


现 将 时 间 从 to — t = oo 扫 过 的 体积 Goo lwo) 内 充 以 等 密度 p 的 点 ( 即 等 密度 “流体 "). 
因为 q, р 均 有 界 , 故 (ka (оа) 也 应 当 是 有 界 的 ， 比 较 oe (шо) 与 20. (ш) 两 者 : 因为 
Liouville 定理 , 系 综 是 不 可 压缩 的 流体 , 所 以 应 当 有 


(wo) = f). (ш) (3.9.1-1)‏ م 
Р 的 邻 域 , 则 必 有‏ راتا اح انی ا ХАТТЕ БАЈ ар ру‏ 
Foso (wo) — Пк (ш) > wo (3.9.1-2)‏ 


这 样式 (3.9.1-2) 与 式 (3.9.1-1) FA. 所 以 定理 成 立 . = 
讨论 
Рошсагё 回归 定理 是 1890 #E H. Рошсагё 提出 的 , 1919 年 Carathéodory 给 出 了 严格 
证 明 . 因为 Poincaré 回归 定理 , 所 以 相 点 Р 经 过 一 个 时 间 tp ( 称 为 Poincaré 回归 时 间 
或 Poincaré 周期 ) 后 会 与 Р ФИ Ж .وہ ور‎ 一 般 估计 通常 体系 的 tr 将 大 大 长 于 字 宙 寿 
f (150 亿 年 , 即 5 x 1017s)j[a31. 


3.0.2 构象 分 析 与 Poincaré 回归 定理 


分 子 动力 学 模拟 的 一 个 重要 应 用 是 构 章 分 析 , 找到 在 时 间 演 化 轨迹 中 各 种 微观 状态 
出 现 概率 {p;}. 所 以 分 子 动力 学 模拟 与 Poincaré 回归 类 似 也 有 一 个 构象 的 回归 问题 [351. 

下 面 介 绍 势 能 面 中 的 域 ; 

势能 面 Z2 中 的 每 个 局 部 极 小 点 c, 周围 邻 域内 的 相 点 راہ‎ = 1,2,...), HEEE 
le = а || (vj) 增 大 的 过 程 中 : 车 对 所 有 的 相 点 a, G = 1,2,...) 代表 的 分 子 结构 分 别 作 能 
量 的 几何 优化 , 优化 后 的 相 点 均 将 汇聚 到 构 银 c, 点 . 当 相 点 di; 离开 c, Kê, 则 几何 优 
化 后 的 相 点 将 会 到 达 另 一 个 局 部 极 小 点 сь (К #1). 把 所 有 将 会 汇聚 到 构象 c, 点 的 相 点 
dij (j = 1,2,…) 组 成 的 集合 称 为 c, 的 域 R.(regionyl5] 

可 以 证 明 整 个 位 形 空间 Г, 满足 


Г, = Un, H RAR =Ø, VizZ j (3.9.2-1) 


这 里 a 代表 空 集 . 
证 明 WEA (3.9.2-1) 不 成 立 , 则 必 有 


Tq = Un +|] Pm (3.9.2-2) 


HEP, Pa 为 位 形 空间 中 不 存在 局 部 极 值 点 的 区 域 , 称 为 坪 区 (plateau). 式 (3.9.2-2) Hl 


然 在 数学 上 成 立 , 但 是 在 物理 上 不 能 成 立 , 理由 是 既然 坪 区 内 不 存在 极 值 ， 则 其 中 处 处 
BU 


为 势能 , % 为 核 位 置 ). 对 于 分 子 体系 中 现在 所 知 的 任何 一 种 相互 作用 (如‏ ۵ پچ 


Lenard-Jones ##, Coulomb $, Morse 势 等 ) 势能 与 核 位 置 的 曲线 中 只 有 两 处 符合 二 J = 0, 


310 FFM NF IENE 9807 ‚117. 


那 就 是 核 的 平衡 位 置 处 ( 即 平衡 键 长 处 ) MEER. 前 者 已 经 包含 在 {Ri} 中 , TIRES 
远 处 不 是 实际 模拟 感 兴趣 的 问题 . 所 以 在 排除 无 穷 远 处 的 情况 下 , DF Pa = 2, Vm. 即 
在 有 限 远 之 内 的 势能 面 范 围 里 不 存在 坪 区 . 此 外 Rn R. = ہر‎ Wi Z j 是 显然 的 . 于 是 式 
(3.9.2-1) 成 立 . " 

讨论 

(1) Poincaré 回归 是 相 点 到 相 点 的 回归 , 回归 一 次 需要 时 间 tp, 大 于 宇宙 寿命 . 而 对 
于 分 子 动力 学 的 构象 分 析 需 要 的 是 域 到 域 的 回归 , 只 要 在 分 子 动力 学 模拟 中 域 能 够 回归 ， 
那么 每 个 域 (因而 构象) 就 不 只 出 现 一 次 .因为 域 到 域 的 回归 相当 于 面 与 面 的 重合, 当然 
要 比 点 与 点 的 重 登 概率 大 得 多 .实际 上 , 分 子 动力 学 模拟 的 经 验 说 明 域 的 回归 时 间 tn 在 
ps 数量 级 , 所 以 估计 tn /tp ~ 107. 这 样 分 子 动力 学 模拟 作 构 象 分 析 才 有 可 能 . 

(2) Җ (3.9.2-1) 0 Г, = ЈА 和 R, n R, = @,Vi # j 表明 : 所 有 的 域 天 衣 无 颖 地 办 
羡 整 个 位 形 空间 . 而 且 域 之 间 没有 覆盖 . 于 是 再 按照 域 的 定义 , 每 个 域内 只 含有 而 且 必 有 
一 个 局 部 极 小 点 即 构象 . 于 是 寻找 构 铺 本 质 上 就 是 寻找 所 有 的 域 . 

(з) 正 因为 式 (3.9.2-1) 成 立 , 就 有 依据 设计 一 个 如 图 3.9.2-1 所 示 的 方案 用 分 子 动力 
学 模拟 作 构 铺 分析, 寻找 构象 {o} 及 其 对 应 的 概率 (pí). 


І. BH 


3. 能 量 极 小 化 


لا 
x ~ GAD‏ ' 
:` 


图 3.9.2-1 分 子 动力 学 构象 分 析 的 模拟 方案 


3.10 “分子 动力 学 方法 的 发 展 和 近况 


分子 动力 学 方法 在 发 展 初期 , 1957 年 Alder 和 Wainwright 发 展 了 基于 刚 球 势 的 分 子 
动力 学 法 . 1964 年 Rahman 利用 Lennard-Jone 势 函数 法 对 液态 氨 性 质 进 行 了 模拟 . 1971 
年 Rahman 和 Stillinger 模拟 水 的 具有 分 子 团 艇 行为 的 性 质 Ba8371， 1977 年 Rychaert 等 
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提出 了 约 东 动力 学 方法 13 引 ，1980 年 恒 压 条 件 下 的 两 个 方法 间 世 , 即 Andersen 法 09 和 
Parrinello-Rahman #114, 1983 年 Gillan_Dixon 讨论 了 非 平衡 态 的 分 子 动力 学 方法 1984 
年 Nosé 提出 恒温 条 件 下 严格 统计 系 综 的 分 子 动力 学 方法 1 引 . 1985 年 Hoover 改进 了 Nosé 
动力 学 加, 即 所 谓 Nosé Hoover 动力 学 方法 E21, 1985 年 Car 和 Parrinello 提出 了 采用 沪 
函 密度 理论 的 分 子 动力 学 方法 [|， 这 是 第 一 个 基于 第 一 原理 的 分 子 动力 学 模拟 ，1991 年 
Cagin 和 Pettit 提出 巨 正则 系 综 的 分 子 动力 学 方法 al. 

Nosé 对 于 恒温 体系 的 考虑 是 : 只 要 额外 加 个 自 由 度 就 可 以 使 得 模拟 的 抽样 得 到 严格 
ЕД 18191, 而 Hoover 的 改进 使 得 能 够 在 真实 时 间 下 作 模 拟 [1.29，Nosé 工作 提出 
的 问题 启发 了 大 家 : 怎么 样 的 分 子 动力 学 模拟 才 是 一 个 好 的 方法 ? 他 本 人 给 出 了 这 个 问 
起 的 部 分 答案 , 即 至 少 要 严格 满足 统计 系 综 的 要 求 ， 以 后 逐步 明白 了 一 个 好 的 分 子 动力 
学 模拟 应 当 满足 : 严格 的 统计 系 综 、 准 遍 态 历经 、 时 间 反 演 可 道 性 和 满足 辛 几何 的 算法 
格式 . 

从 80 年 代 初 开始 , 蛋白 质 的 模拟 研究 是 分 子 动力 学 方法 发 展 最 重要 的 推动 力 ， 由 于 
在 生命 科学 的 指挥 棒 下 只 重视 模拟 对 章 蛋 白质 , 忽视 形式 理论 ， 轻视 统计 力学 的 基础 作用 ， 
一 味 把 模拟 结果 不 满意 的 根源 归结 为 模拟 时 间 不 够 、 计算 机 能 力 的 不 足 , 在 1997 年 之 前 
整整 化 了 至 少 10 年 时 间 才 觉 得 蛋白 质 的 模拟 时 间 要 朝 ns 的 方向 走 , 同时 此 类 文章 被 审 
稿 的 资格 抬 高 到 模拟 时 间 至少 为 150ps. 实际 上 , 到 2005 年 模拟 时 间 达 到 .0د‎ 结果 还 
是 不 满意 , 总 之 , 在 蛋白 质 模拟 领域 分 子 动力 学 只 当成 现成 的 工具 , 分 子 动力 学 方法 本 身 
没有 得 到 本 质 的 研究 . 结果 , 相当 数目 的 研究 者 兴 冲 冲 涌 入 , 几 年 后 又 败 兴 地 退出 这 个 领 
域 . 生命 科学 这 根 指挥 棒 失 灵 了 . 

物理 研究 的 经 验 说 明 , 越 小 的 应 用 实例 越 容易 暴露 方法 的 局 限 性 ， 蛋 白质 模拟 一 下 
就 把 常规 的 分 子 动力 学 方法 用 在 大 体系 , 所 以 更 难 寻找 问题 的 源头 ,于 是 陷入 候 局 分 子 
动力 学 方法 与 蛋白 质 模拟 两 者 ， 前 者 是 基础 ， 后 者 是 应 用 目标 . 这 段 历史 充分 证 明 ， Ж 
是 所 有 的 应 用 研究 都 能 够 促进 基础 研究 发 展 的 ， 也 应验 了 美国 现代 科研 管理 体系 的 奠基 
人 、 第 二 次 世界 大 战 时 研制 核弹 的 Manhattan 工程 项 目的 组 织 者 Vannevar Bush 教授 
(1890~1974) 的 断言 “基础 研究 一 旦 受命 于 不 成 熟 的 实际 应 用 目标 , 就 会 断送 它 的 创造 
办 ." 

EF, 人 们 还 是 从 Nosé 的 统计 系 综 思想 (1984 年 ) 和 汉 康 的 辛 算法 思想 (1984 年 ) 中 
看 到 了 分 子 动力 学 发 展 的 曙光 , 逐步 从 经 典 力学 . 统计 力学 的 形式 理论 中 明 日 过 来 , 认识 
到 应 当 从 4 个 方面 来 考虑 : 准 遍 态 历经 性 、 时 间 可 首 性 、 相 应 的 系 综 分 布 和 满足 辛 几何 
的 数学 结构 . 准 遍 态 历经 性 是 Gibbs 统计 力学 的 要 求 . 时 间 可 道 性 和 辛 结构 是 Hamilton 
力学 的 要 求 , 相应 的 系 综 分 布 是 当 体系 处 于 某 种 宏观 约 东 条 件 下 的 统计 力学 要 求 

Nosé 对 于 恒温 体系 的 考虑 是 ; 只 要 额外 加 个 自由 度 就 可 以 性 得 模拟 的 抽样 得 到 正则 
系 综 , 而 Hoover 的 改进 使 得 能 够 在 真实 时 间 下 作 模 拟 . 不 过 , Nosé-Hoover 动力 学 的 缺点 
是 对 于 小 体系 或 硬性 体系 不 具有 遍历 性 , 后 来 虽 有 改进 使 之 具有 遍历 性 , 可 是 Nosé-Hoover 
动力 学 本 身 不 具有 Hamilton 结构 的 缺点 还 是 继承 下 来 了 . 

对 于 分 子 动力 学 模拟 来 说 ， 冯 康 的 辛 算法 是 与 Мове 动力 学 同时 期 作出 的 关键 贡 
MR. 3.8 节 介绍 的 辛 算法 是 好 的 分 子 动力 学 模拟 方法 的 必要 条 忻 ， 当然 还 不 是 充 要 条 人 忻 . 

Tuckerman, Martyna 和 Klein $F FT 在 应 用 经 典 力 学 算 符 理论 的 基础 上 ， 将 分 子 
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动力 学 模拟 的 理论 建筑 在 更 加 完美 的 统一 理论 框架 里 , 使 得 分 子 动力 学 模拟 的 应 用 更 加 
有 依据 . 

六 算法 稳定 性 好 力学 结构 守恒 性 好 , 可 是 Nosé-Hoover 动力 学 及 其 衍生 方法 都 不 具 
有 Hamilton 结构 , 故 辛 算法 用 不 上 . 为 此 , Bond, Laird, Leimkuhler 研究 出 Nosé-Poincaré 
方法 la, 可 是 这 个 方法 将 体系 直接 恒温 却 得 不 到 正则 分 布 . 后 来 Leimkuhler 等 提出 采用 
多 重 热 浴 的 Nosé-Poincaré 方法 , 既 保 持 了 辛 结构 ,又 能 够 得 到 正则 分 布 fa~4al. 

图 3.10-1 给 出 了 分 子 动力 学 模拟 在 Мове. 汉 康 之 后 朝向 满足 上 述 4 方面 要 求 上 的 部 
和 分 研究 进展 . 所 以 , 人 们 认为 Nosé 扩展 Hamilton 量 思想 和 汉 康 的 辛 算法 带 来 了 分 子 动力 
学 研究 的 革命 性 变化 . 

曾经 有 人 上 比较 Nosé-Hoover 链 模 拟 与 随机 动力 学 模拟 两 者 的 过 历 性 , 认为 相 比 起 来 
随机 动力 学 模拟 的 遍历 性 要 比 Nosé-Hoover 的 分 子 动力 学 模拟 好 [4 

分 子 动力 学 模拟 起 先 作为 统计 力学 中 的 一 项 计算 方法 出 现在 科学 界 . 随 着 它 在 化 学 
领域 的 普遍 应 用 , 已 经 成 为 分 子 模拟 中 的 主要 方法 . 在 模拟 新 化 合 物 的 化 学 行为 , 模拟 新 
的 化 学 药物 分 子 取 得 了 广泛 应 用 . 近年 来 模拟 在 固体 材料 领域 也 得 到 开展 , 分 子 动力 学 模 
拟 叉 成 为 材料 科学 研究 的 重要 工具 . 

Hamilton 力学 


(1) 具有 遍历 性 (20M) 
Langevin 动力 学 (1981) (2) 可 得 正则 分 布 (2004) 
(3) 非 辛 辕 构 


Е ИЕ (1084) Nosë 动力 学 (1994) 


扩展 Hamilton 量 | (1) 扩展 Hamilton HL 
(31 کا لال‎ pü تا‎ PRE E 


(3) 实时 间 不 是 等 间距 ， 难 于 用 在 非 平衡 过 程 


(4) 非 府 结构 
ERER: — (5) 简单 体系 不 满足 遍历 性 
Nost-Hoover 动力 学 (19085) 
کہ‎ (1) Et hq 
实时 间 抽样 得 正则 系 综 وج ا‎ 简单 体系 不 满足 遍历 性 


Мозб-Рошсагё 动力 学 (1999) 


72۶ راہ گلا Ет‏ | 
5 لن 


8 و دو‎ ИТЕ 
(2) ШИЙ А ا‎ iF WISE SZ 


O.‏ مہو 
图 3.10-1 Мозё. 冯 康 之 后 分 子 动力 学 方法 研究 的 进展‏ 
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第 4 章 Monte Carlo 模拟 


“我 是 那 种 不 愿 必 改进 、 RF, 而 喜欢 开创 新 东西 的 人 . 开创 的 起 点 越 简 单 
A E AHEM. 

ATE. Monte Carlo 方法 创建 人 Stanislaw M. Ulam 1909-1984 3F),‏ اڑا پت 
录 自 他 的 书 Adventures of a Mathematician, 第 290 页‏ 


本 章 将 从 关于 随机 变量 的 基础 知识 开始 , 讨论 定 积分 的 数值 求解 问题 . 不 同 于 一 般 数 
值 积 分 中 的 决定 论 方法 , 这 里 介绍 基于 概率 论 的 随机 方法 . 先 介 绍 均匀 随机 抽样 的 直接 
抽样 法 , 引出 定 积分 中 的 Monte Carlo 方法 , 然后 介绍 非 均匀 随机 抽样 的 重要 抽样 法 , 最 
后 介绍 Metropolis 的 Monte Carlo Mill, 


4.1 随机 变量 基础 知识 

4.1.1 ”随机 变量 的 分 布 
记 х ВЕРЕ, 它 的 取 值 记 为 z. x MEE r 到 x + dz 之 间 的 概率 记 为 Plr < 

X < z+ dz). 由 随机 变量 X 的 分 布 可 得 到 它 在 某 个 给 定 小 区 间 取 值 的 概率 

dG (z) = g(z)dz = P [z < X < x£ + dr) (4.1.1-1) 
其 中 , g (z) 称 为 随机 变量 X Е ЕЕ. JUKHOSEE 可 设 
g (z) 是 归 一 化 的 . 根据 sf dz f (z) = f (t), 可 从 式 (41:1-1) 得 到 

o = | gtau m EE = д) (4.1.1-2) 


С (т) 称 为 随机 变量 X لاک ۹ھ رز‎ С [zx) 是 一 个 在 |0, 1] 区 间 中 的 单调 递增 函数 . 
4.1.2 ”随机 变量 的 期 望 值 . 方差 和 协 方差 


(1) 随机 变量 X 的 函数 F(X) 的 数学 期 望 值 (expectation) 定义 为 该 函数 的 均值 Bh 


Е{/(Х)} = | f (2)48 (т) = [ л) осо) а (4.1.2-1) 
(2) 车 随 机 变量 x 在 区 间 [a,b] A 5339532945, 即 4G = 92. W 
Г? 1 hí 
66ت‎ =Í f (z) dr (=) = ا‎ Jf (z) dr (4.1.2-2) 


(3) 同 理 , 可 以 定义 随机 变量 X 的 期 望 值 就 是 т 的 平均 值 ， 
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Е{Хү = [zac (z) = |: q(x) dz (A.1.2-3) 


(4) 随机 变量 X 的 方差 (variance) 或 随机 变量 X 的 函数 у(х) 的 方差 可 以 分 别 定义 
为 


var {X} = Е{(Х = ЕХ} \ = Je - E (xX))” dG = Je —E[X]”g(z)dz )41.2-4( 


var {7 (X)} = E {( = Fp) = [U -Eha | (ED об) ае (4.1.25) 
标准 误差 定义 为 方差 的 平方 根 , 如 随机 变量 X 的 标准 误差 o 定义 为 
o = \/уаг{Х} (4.1.2-6) 
同样 , 也 可 以 定义 随机 变量 函数 / (X) 的 标准 误差 
(5) 可 以 把 求 期 望 值 看 成 如 下 算 符 的 作用 ， 
Е() = [O 46 (т) = [O оа (412-7) 
求 方差 也 可 看 成 算 符 
var()= E {[() -EOF}= [© - E(.) dG = fio -E()] gl(z)dr (4.1.28) 


的 作用 . 可 见 E ).( 是 线性 算 符 , vari) 是 非 线 性 算 符 . 
性 质 4.1.2-1 
(1) ElcX+Y}=cE{X}+E{Y} (4.1.2-9) 
(2) 


var {eX +Y] = var {X} 2СсЕ{(Х — E {YY (FY — ]ظط‎ HF} + var {ү} (4.1.2-10) 


E{(X = Е{ХҮ(Ү — ط‎ )۷((( 称 为 两 个 随机 变量 X A Y 的 协 方差 (covariance). 24 
随机 变量 X 和 YY 互相 独立 时 , 它们 的 协 方差 为 零 ; 进而 var{X + Y] = var {X} + var (Y ). 
两 个 随机 变量 X 和 了 的 协 方差 表征 它们 之 间 的 相关 性 , 可 以 从 负 相 关 到 零 , 再 到 正 相关 . 


4.2 直接 抽样 法 


b 
求解 定 积分 I - | dz f (z) 的 问题 , 在 被 积 函数 / (z) 相当 复杂 时 , 就 只 能 采取 数值 


积分 的 求法 ， 此 类 方法 很 多 , 如 用 Simpson FE, 将 积分 区 间 2m 等 分 h= a 分 


点 分 别 记 为 .ہد‎ ,zom, 其 中 , 两 个 相 邻 分 区 的 积分 近似 为 | ° az g (z) = B| (zo) + 
Af (ж) + f ,(زود)‎ 所 以 整个 区 间 的 积分 ; 


fa | azs) =: Ë а= (3 | де (аа е а= (| 


тп 
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m тї— 1 
= z | (то) 十 4 (29:1) + 2 У. f (жм) + f (ram) (4.2-1) 


ї=1 
这 是 一 种 决定 论 的 算法 ， 但 不 是 所 有 复杂 的 定 积分 问题 的 数值 解 都 可 以 用 决定 论 算法 求 
b 
解 . 于 是 产生 了 以 下 求 定 积分 = | a= f (z) 的 Monte Carlo 方法 


在 (а, Б) 区 域内 均匀 随机 抽样 得 到 N 个 点 zl,za,za，… EN, 求 这 些 点 上 的 被 积 函 
数 的 值 f (ж), f (za), 了 (x3),…, f (an). FE f (x) ТЕ [a, b] 区 域内 的 平均 值 


е (4.2-2)‏ در ا Ша‏ ےئ 
b-a E‏ ۶۴؟ — Мо N‏ 
于 是 定 积分‏ 
= 
zD (ыы‏ مو теши‏ 


式 (4.2-3) 就 是 概率 论 中 著名 的 大 数 定理 . 它 是 Моше Carlo 方法 的 基础 之 一 . 式 (4.2-3) 
中 的 8 一 a 来 自 于 积分 区 间 的 宽度 . 实际 计算 中 N 取 有 限 值 ， 


б - пп ы 
پر‎ = Ж 1ر2‎ (а) (4.2-4) 


赵 于 无 穷 大 时 ，Fw 通 近 精确 值 I.‏ پا 

Monte Carlo 方法 的 另 一 个 基础 是 概率 论 中 的 中 心 极 限定 理 : 无 论 单个 随机 变量 的 分 
布 如 何 , 很 多 个 互相 独立 的 随机 变量 之 和 的 分 布 总 是 满足 Gauss 分 布 的 , 即 分 布 的 概率 密 
度 函 数 为 


p(z) = — =° г (4.2-5) 


其 中 , pg 为 期 望 值 ( 即 平均 值 ), o? 为 方差 , o AEE. Gaus 分 布 又 称 正 态 分 布 (fnormal 
distribution), 记 为 N (u, o 2). 高 斯 分 布 只 有 两 个 特征 , 峰 位 py 和 体现 峰 宽 的 o. 


定义 у= 一 则 式 (4.2-5) 可 以 改写 为 如 下 归 一 化 的 密度 函数 , BH N (0.1) 分 布 : 


р(у) = с (4.2-6) 
而 概率 | 
P (|| < te) = z] dye /2 = 1 一 е (4.2-7) 


表示 折算 后 误差 的 绝对 值 |y| 小 于 ta 的 概率 为 1-a, 1 一 a 称 为 置信 水 平 . 例如 , 精度 20 
的 置信 水 平 ( 即 概率 ) 为 0.9544( 表 4.2-1). 


Ж 4.2-1 Gauss 分 布 的 置信 水 平 1-a 


ta 0.6745 1.0000 1.645 1.9606 2.0000 2.5756 3.0000 
BARKE i-a 0.5000 0.6827 0.9000 0.9500 0.9545 0.9900 0.9973 
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当 给 定 有 限 值 N EN EBAKERA, 用 式 424) 多 次 计算 定 积分 的 估计 值 In, Ж 
管 每 次 给 出 的 Fw 值 不 同 , 但 它 的 分 布 还 相当 集中 . 设 (Г) 为 Is 的 期 望 值 , 中 心 极限 定 
理 说 明 : 误差 < = ہر‎ — (DD 是 一 个 Gauss 分 布 . 若 将 误差 折算 成 随机 变量 Y = —— 

[e VN) 
Ш| у 服从 Gauss 分 布 N (0.1), 即 概率 


Р{|Ү| € ta} = 27 – (D| < اع‎ = == 7 dye ™/? = 1 - ن‎ (4.2-8) 
ВТО, Monte Carlo 方法 的 误差 取决 于 og 和 N. Monte Carlo 方法 的 收效 是 概率 意 沁 上 的 
ЖЖ. 所 有 统计 问题 的 精度 包括 Monte Carlo 方法 要 指明 达到 什么 样 的 置信 水 平 . 
任意 一 个 物理 或 化 学 问题 当 运用 任何 一 种 统计 数学 方法 处 理 之 后 , 最 后 结果 要 落实 
到 置信 水 平 , 而 不 是 其 他 如 相关 系数 7+、 方差 比 F 之 类 的 量 . 相关 系数 r 必须 与 样本 数 
N 一 起 , 才能 够 最 后 给 出 置信 水 平 , 否则 是 无 意义 的 . 同样 , 方差 比 F 必须 与 两 个 自由 度 
{ 即 回归 自由 度 fn 和 残 差 自由 度 fe) 一 起 交代 清楚 , BH F (fa, fe), 才能 够 最 后 给 出 置信 
KE, 否则 也 是 无 意义 的 . 这 个 问题 将 在 11.1 节 内 详 述 . 


4.3 重要 抽样 法 


上 述 Моше Carlo 方法 求 定 积 分 的 特点 是 它 在 积分 域内 均匀 随机 抽样 , 称 为 直接 抽 
样 法 . 直接 抽样 完全 不 考虑 被 积 函数 的 特点 ， 所 以 , 当 被 积 函 数 f(r) 在 积分 区 间 内 如 果 
起 伏 很 大 的 话 , 直接 抽样 法 在 函数 峰值 左右 取 到 的 样本 数目 相对 偏 少 ， 于 是 求 积 分 的 误 
ERK: EZ, 如 果 所 有 抽样 点 的 函数 值 都 接近 的 话 , 方法 就 精度 高 ， 所 以 对 于 提高 抽 
样 效率 来 说 对 于 积分 值 贡献 大 的 区 域 抽样 要 多 取 些 , 被 积 函 数值 近 于 0 的 区 域 可 以 少 取 
些 点 . 这 就 是 所 谓 重要 性 抽样 法 或 重要 抽样 法 . 也 就 是 要 对 函数 的 分 布 情况 改变 抽样 的 
分 布 . 

4.3.1 ”随机 抽样 法 


均 句 分布 的 随机 数 发 生 器 通常 在 计算 机 内 就 可 以 获得 , 其 方法 有 平方 取 中 法 、 乘 同 
余 法 、 乘 加 同 余 法 等 , 想 不 详 述 . 它们 都 能 产生 一 个 在 区 间 [0,1] 之 间 以 相同 概率 出 现 的 
随机 数 . 这 个 数 记 为 r+ = гп |0, 1] 

下 面 氢 述 如 何 从 均匀 分 布 的 随机 数 ” = rnd [0,1] 出 发 , 产生 具有 其 他 所 需 分 布 的 随 
机 数 . 这 里 实际 上 是 发 出 一 系列 的 随机 数 , 有 的 序列 是 离散 型 的 , 有 的 序列 是 连续 型 ， 两 
种 随机 数 序 列 的 产生 下 面 分 别 投 述 : 

1) 离散 型 随机 数 的 直接 抽样 法 

设 离散 型 随机 变量 X 当 取 值 ту, رود‎ ,zn 时 对 应 的 概率 为 pi, pa, „ра, BH 


)4.3.1-1( ]+ تہ تا 7( x=‏ 


概率 要 满足 归 一 化 条 件 
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т 
1= Ур; (4.3.1-2) 
سے از‎ 1 


然后 根据 图 4.3.1-1 的 原理 , 就 可 以 从 均匀 分 布 的 随机 数 r = rnd [0, 1] 生成 离散 型 随机 变 
Ж X 的 取 值 : 


i hb m+ PFP 1— р. I + 


图 4.3.1-1 


均匀 抽样 法 是 离散 型 随机 数 产 生 的 基本 方法 . 

2) 连续 型 随机 数 的 直接 抽样 法 

连续 型 随机 数 的 直接 抽样 法 又 称 反 函数 法 . 这 里 不 加 证 明 地 引入 如 下 定理 站， 

定理 4.3.1-1 ”车 随机 变量 X 的 分 布 函数 G(x) 连续 , 则 随机 数 т = С (x=) 在 区 间 
[0.1] 内 均匀 分 布 . 

将 ”三 С (т) 等 式 两 边 均 被 بی‎ (o 作用 得 到 G (г) = z. 可 见 以 上 定理 提供 了 连续 
型 随机 数 的 生成 方法 : i 

PRI ”由 分 布 的 密度 函数 g (2) 的 积分 G (z) = | g tu) du 得 到 分 布 函数 G (z). 


R 2 سے‎ G(zr)= r, БАБЕ G! (x) 求 得 G-1l(r) = zr. їй r MMAR 0597 
符合 密度 函数 о (zx) 或 符合 分 布 函 数 G (r). 
简 言 之 , 满足 指定 的 密度 函数 gir) 的 连续 型 随机 变量 X 的 抽样 值 z 由 以 下 方程 决 


定 : 4 
r = Е g (u) du )4.3.1-3( 
Ж, r = rnd [0, 1] 为 [0.1] 区 间 中 的 均匀 随机 数 . 
讨论 
随机 抽样 法 实例 如 下 : х 
例 4.3.1-1 (42-3) 求 定 积分 了 = | dz f (т) ME, 就 是 在 区 间 [а, Б) ARS 
分 布 的 随机 变量 ， £ 
g(z)= zZ; ناک کھ‎ (A.3.1-4) 
根据 式 (4.3.1-3), 需要 的 随机 数 + | — وو‎ = 7—9. 所 以 


т=а-+т(Б—@й) (4.3.1-5) 
从 式 (4.3.1-5) 可 见 从 均匀 分 布 的 + 得 到 的 随机 变量 X 的 取 值 * 显然 也 是 均匀 分 布 的 . 
例 4.3.1-2 0 лоо) 为 任意 函数 ) 
0 


2 


可 以 把 上 述 积分 中 的 密度 函数 看 作 g0) = T (0 < 0 < zj、 在 满足 指定 分 布 密度 
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函数 的 条 件 下 , 从 式 (4.3.1-3) 可 计算 连续 
型 随机 变量 的 抽样 值 = ۱ са 


2 
б 
1 1 — cos 8 
| - d[— cos @'] = کھت‎ HÎ cos = 
2 2 


1 - 2r. 于 是 连续 型 随机 变量 Ө 的 抽样 值 
0 为 


Û = Arecos{ l1 — 2r) {4.3.1-6) 


从 图 4.3.1-2 可 见 : 原来 的 非 均匀 抽样 问 = 0 1 1-2 

题 对 应 于 一 个 均匀 抽样 的 问题 . 于 是 就 可 图 4.3.1-2 例 4.3.1-2 中 得 到 的 抽样 值 о 
以 解决 本 节 开 始 时 希望 做 到 的 事 : 在 被 积 MR (4.3.1-6), 将 一 个 在 某 个 密度 函数 分 布下 的 非 均 
函数 起 优 很 大 的 定 积分 问题 中 , 被 积 函 数 ”多 抽样 的 问题 { 圆 点 ) 对 应 于 一 个 均匀 抽样 【 槛 坐标 
大 的 区 域 抽 样 要 多 取 些 , 被 积 函 数值 近 于 轴 上 的 十 字 点 } 

0 的 区 域 可 以 少 取 些 . 


4.3.2 期望值 估计 法 
期 望 值 估 计 法 (又 称 平均 值 法 ) 的 原理 就 是 数学 中 的 变量 代 换 


I = |! (zjdz = | ۲ lr حا (د) و‎ )4.3.2-1( 


变换 后 的 等 式 右 边 glx) dz 是 一 个 新 的 分 布 [如 Boltzmann 分 布 ). 9 (z) 为 分 布 的 密度 函 
数 . 原来 求 算式 [4.3.2-1) 的 定 积分 要 求 dz 均匀 抽样 , 然后 对 抽样 点 处 的 У (т) 求 值 ; 根据 


式 (4.3.1-3) 的 做 法 , 现在 也 可 以 要 求 g (r) dz 均匀 抽样 , 对 抽样 点 处 的 


Ж, 此 时 就 相当 于 对 dz 不 均匀 抽样 , 即 对 这 些 不 均匀 分 布 的 抽样 点 上 的 f (z) ЖАК. 
计算 步骤 为 
(Т) 根据 分 布 密度 函数 o (z) 产生 随机 所 z; 


(2) 求 出 抽样 点 z 处 的 | RC: 积分 = | f (zjdz ий 


-N p Кә (4.3.2-2) 


实际 上 , 在 期 望 值 估计 法 中 通过 这 样 的 重要 抽样 选择 о (z), 使 得 Ё 21 近似 于 党 


数 ， 从 而 保证 | a 的 方差 比 ffz) 的 方差 小 _ کا‎ J(e) 起 伏 很 大 时 , HER g (z) 


可 以 使 得 前 者 的 方差 大 大 小 于 后 者 的 . 
期 望 值 估计 法 是 Monte Carlo 方法 中 最 基本 和 最 常用 的 技术 , 有 利于 提高 计算 速度 
和 数值 计算 的 稳定 性 . 期 望 值 估计 法 的 局 限 性 在 于 : 
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(1) 需要 有 分 布 密度 函数 g(x) 的 解析 式 , 但 这 不 总 是 容易 满足 的 . 如 果 只 是 g(r) 的 
数值 解 , 就 会 影响 方法 的 适用 性 、 计算 速度 和 结果 的 准确 性 . 


(2) 当 分 布 密度 函数 о (z) 为 0 或 趋 于 0 的 位 置 计算 P ا‎ 的 方差 就 会 趋 于 无 穷 
K, 造成 计算 结果 的 不 稳定 . | 


4.4 Metropolis 的 Monte Carlo 方法 


在 研究 中 还 经 常 过 到 分 布 的 密度 函数 很 难 归 一 化 的 场合 . 例如 , 在 统计 力学 中 求 算 平 
衡 态 中 任意 物理 量 的 系 综 平 均 رص‎ 要 将 其 分 布 归 一 化 就 需求 算 体系 的 配 分 函数 


(В) = | arda P (p,a) B (p,q) (4.4-1) 


оо роо pe ос рос гоо 
| | | dpi dpa dpi, | …| рә: | “арм | | | Чалы: 
po Је юр ل‎ О ول و کت‎ 


44.444. | s: [aaz ад (), 积分 在 体系 的 相 空间 进行 ( 见 式 (7.2-8)). 


A (44-1) Ф, B (p,q) 为 体系 处 于 状态 (p,q) 时 的 物理 量 B; Plp,g) 为 体系 处 于 该 
状态 的 概率 . 根据 统计 力学 


tr, араа () 


T e- Elp, a) ۶ РР 
pq] = ——ə Ñ 4.4-2 
[араа a- ما‎ ۰۶" 


式 (4.4-2) 的 分 母 就 是 体系 的 配 分 函数 
© = [apaq ساط‎ кт (4.4-3) 


分 子 就 是 Boltzmann 因子 , 取决 于 体系 的 能 量 E (р, а), 后 者 又 是 体系 状态 (р, а) 的 函数 . 
无 论 如 何 , 以 上 各 式 均 为 定 积分 , 而 且 求 算 体 系 配 分 函数 Q 不 是 一 件 容易 的 事 ， 当 然 根 
据 统计 力学 , 只 要 体系 的 配 分 函数 得 到 , 就 可 以 继而 得 到 化 学 家 感 兴趣 的 热力 学 量 . 1953 
年 , Metropolis 提出 一 种 Monte Carlo 方法 解决 以 上 问题 (图 4.4-1. 

Metropolis 方法 的 步骤 如 下 : 

步骤 1( 始 态 ) Metropolis 方法 从 任意 的 体系 状态 (р, а) 开始 , 也 就 是 从 体系 相 空间 
中 的 任意 一 点 开始 ( 暂 称 为 “ 老 相 点 ", 且 体 系 能 量 为 Кыл lp, q). 此 时 设 上 为 接受 新 相 点 
的 序号 , j 为 体系 粒子 的 编号 , 均 设 为 1. 

步骤 2( 改 变 体系 状态 , 并 判断 是 否 接受 新 状态 ) ”将 体系 任意 一 个 粒子 的 位 置 或 动 
量 改变 就 改变 了 体系 状态 , 称 为 试探 状态 (al). р), Bn 

а := + Ад 


其 中 , д ”为 已 经 接受 过 上 次 新 状态 后 的 第 j 个 粒子 的 位 置 , p,"' 是 该 粒子 的 动量 . 


(4.4-4) 


AA Metropolis 的 Monte Carlo 方法 . 129. 


令 试 探 状态 的 能 量 与 老 状 态 的 能 量 差 值 为 


АЕ (p, q) = Eten (p, q) — Esd (p, q) 


r=rmd[n.1] 


pmp رف‎ 


图 4.4-1 Metropolis 的 Monte Carlo 方法 示意 图 


如 果 能 量 下降 , 即 ”۸مھ‎ > 1, 则 体系 接受 试探 状态 , BA TRS". Nl, 如 
果 能 量 上 升 (BH е-5Е/#Т < 1), 则 将 Boltzmann ATSMA r = тпа [0,1] 相 比 : 当 
s = g7 AFT 还 能 比 Ж, 则 依然 接受 为 新 状态 ; 只 有 当 عم‎ FT 小 于 时 才 拒 绝 试 探 状 
Ж, 停留 在 老 状态 . 

接受 了 新 状态 后 , 计算 新 状态 时 需要 计算 的 物理 量 B( 记 为 B) 一 般 调 节 改 变 状态 的 
步 长 Aq 和 Ap, 使 得 有 1/3~1/2 的 试探 步子 可 以 接受 为 度 . 

原则 上 , 任意 一 个 起 始 状态 出 发 都 可 以 达到 平衡 ， 但 是 为 了 在 有 限 的 模拟 时 间 内 尽 
快 达到 平衡 , 希望 起 始 状态 是 在 概率 密度 大 的 相 空 间 区 域 . 

Баз ”重复 步骤 2 改变 过 体系 所 有 粒子 的 位 置 、 动量, 直至 接受 新 状态 的 数目 达 
到 预 设 的 大 整数 М. 


1 < 
(B) = т, > В; (4.4-5) 


从 定 积分 (4.4-1) 和 式 (4.4-2) 的 考虑 , 在 整个 积分 区 间 中 即 整 个 相 空间 , 大 部 分 区 域 
内 被 积 函数 为 0. 所 以 必须 采纳 重要 抽样 法 . Metropolis 的 Monte Carlo 方法 是 通过 一 个 
在 相 空间 中 的 “随机 游 动 ” 形成 一 个 状态 序列 (又 称 为 Markov 链 ) 来 实现 的 . 产生 一 个 
服从 Boltzmann 分 布 的 抽样 . 于 是 根据 式 (4.3.2-2), 得 到 式 (4.4-5). 

记 这 个 状态 序列 中 的 第 j 个 状态 为 z; = (р, а), 这 个 状态 序列 为 mo r ا ہے‎ 一 
жу = zg 0 55 ,To 为 起 始 状态 ， 由 于 本 方法 不 是 直接 考虑 式 (4.4-2) 中 的 Pip g) 而 
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нин ын = e-iElss -EAMT 所 以 体系 配 分 函数 Q = |apage aner 不 
了 


能 用 本 方法 直接 得 到 , 于 是 也 不 能 用 下 = 一 kTInQ@ 直接 求 算 Helmholtz 自由 能 F Яй 
U - F 

T` 
以 上 介绍 Metropolis 的 Monte Carlo 法 从 式 (4.4-4) 可 见 是 在 整个 相 空 间 中 对 状态 
进行 重要 抽样 , 它 抽 样 得 到 的 状态 在 相 空间 中 形成 了 一 条 能 产生 正则 分 布 的 人 为 “轨迹 ". 
实际 上 , 仅仅 在 位 形 空间 中 进行 重要 抽样 是 经 常 采用 的 方法 , 即 只 需 改变 (q) 就 可 以 . 这 
样 的 MC 方法 其 抽样 得 到 的 状态 形成 在 位 形 空间 中 的 一 条 轨迹 . 
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4.5 Monte Carlo 方法 和 分 子 动力 学 方法 的 比较 


Моше CarlofMC) 方法 和 分 子 动力 学 (MD) 方法 是 分 子 模拟 的 两 大 方法 , 两 者 都 是 
应用 非常 广泛 的 方法 . 但 是 , 针对 不 同 的 具体 问题 选用 哪 种 方法 , 需要 根据 两 大 方法 的 特 
点 来 定 . 比较 这 两 种 模拟 方法 可 以 总 结 如 下 (Ж 45-1: 


Ж 4.5-1 Monte Carlo 方法 和 分 子 动力 学 方法 的 比较 


”分 于 动力 学 模拟 Моше Carlo 模拟 
原理 Boltzmann 的 统计 力学 Gibbs HAE 
ШШЩ? 真实 的 轨迹 具 为 虚构 的 轨迹 
z FW. FERE ЗЕН Р EM, ETF SEREF (8) 84 
HFE H HI K: 占用 量 小 
计算 量 < 小 
相 空 间 搜 索 效 率 15 (3030 کت‎ 9) ТЕЕ ik ЕСЕ 

MERE TR 粒子 数 较 少 的 体系 粒 于 数 较 事 的 体系 


(1) 分 子 动力 学 方法 实现 了 Boltzmann 的 统计 力学 思想 , 而 MC 方法 实现 了 Gibbs 
的 统计 力学 思想 . Boltzmann 的 统计 力学 思想 的 基础 是 气体 动 理论 , 也 就 是 采用 牛顿 动 
力学 分 析 气体 分 子 的 运动 , 所 以 说 分 子 动力 学 方法 实现 了 Boltzmann 的 统计 力学 思想 . 
而 Gibbs 的 统计 力学 思想 是 基于 Hamilton 力学 基础 上 的 系 综 , 即 从 相 空间 开始 考虑 问 
题 , MC 方法 尽管 它 不 是 在 相 空间 中 找 一 条 真实 轨迹 , 而 是 找 一 条 服从 一 定 概 率 分 布 的 
Markov 链 从 而 求 得 平衡 态 时 物理 量 的 平均 值 . 所 以 说 MC 方法 实现 了 Gibbs 的 统计 力学 
思想 . 

(2) 尽管 MC 方法 得 到 的 状态 序列 是 在 相 室 间 中 的 一 条 轨迹 , 但 是 它 与 MD 方法 的 时 
间 演 化 轨迹 有 根本 的 区 别 : 后 者 只 要 模拟 步 长 足够 小 , 那么 它 就 台 近 真实 体系 的 时 间 演 化 ， 
从 而 下 一 步 可 以 从 时 间 交 化 轨迹 得 到 体系 的 所 有 平衡 性 质 和 动态 性 质 ， 可 是 , Metropolis 
的 MC 方法 得 到 轨迹 是 一 条 人 为 的 轨迹 , 只 不 过 它 满足 Boltzmann 的 概率 分 布 , 进而 可 
以 实现 物理 量 的 时 间 平 均 就 是 了 . 

(3) 分 子 动力 学 方法 因为 能 够 得 到 时 间 演 化 , 所 以 无 论 平衡 或 非 平衡 的 问题 都 能 处 理 ， 
而 MC 方法 擅长 处 理 平衡 态 的 问题 , 难于 处 理 非 平衡 态 问 题 , 尽管 MC 方法 一 开始 实际 
上 是 从 处 理 非 平衡 问题 产生 的 . 


4.6 Rosenbluth 方法 HEREN Monte Carlo 法 ‚131. 


(4) MD 方法 中 计算 能 量 是 为 了 计算 力 , 这 要 花费 了 大 量 的 计算 时 间 , 而 在 MC 方法 
中 不 需要 计算 力 , 大 大 方便 了 计算 . 

(5) 根据 特点 (1) 可 见 两 者 在 搜索 相 空 间 上 面 有 粗细 之 别 . MC 方法 搜索 相 空 间 既 可 
以 细致 也 可 以 粗放 式 的 . 而 后 者 能 够 实现 相 空 间 大 范围 的 搜索 , 所 谓 搜 索 效 率 高 , MD 方 
法 搜索 相 空间 只 能 细致 的 , HEE. MD 中 加 大 时 间 步 长 的 做 法 只 能 适可而止 , 太 大 的 时 
间 步 长 得 到 的 “轨迹 ”就 朱 去 了 它 的 物理 意义 . 所 以 在 目前 计算 机 能 力 的 限制 下 , 分 子 中 
原子 数目 大 于 400 左右 的 分 子 作 MD 要 达到 近 于 遍 态 历经 , 或 粗略 地 说 达到 结果 重复 , 估 
计 需 要 模拟 至 少 100ns 才 有 希望 . 从 这 点 上 说 MD H. MC 细致 . 

所 以 , 高 分 子 化 台 物 目前 还 是 用 MC 方法 .原子 数目 较 多 的 生物 小 分 子 的 构象 分 析 
采用 MC 方法 也 可 以 得 到 比较 可 信 的 结果 . 

当然 , 如 果 目 的 在 于 求 算 一 个 平衡 体系 (无 论 是 恒温 恒 压 体系 . 恒温 恒 容 体系 、 还 是 
其 他 系 综 代 表 的 体系 等 ) 的 某 个 物理 量 , 那么 MC 并 不 是 一 个 “粗粮 ”的 方法 ， 

如 果 目 的 是 对 化 侣 物 作 构象 分 析 , 那么 MC 经 常 能 够 快速 得 到 相当 可 靠 的 结果 . MD 
尽管 可 以 采用 但 有 时 嫌 过 分 细致 . MEKIR. 

MC 和 MD 方法 的 优 缺 点 呈 互 补 状 , 故 有 时 可 以 两 者 结合 使 用 , 称 为 “MC-MD 283% 
方法 *. 例如 , 模拟 在 深 剂 中 的 一 个 溶质 分 子 时 , 对 于 溶剂 分 子 就 当 作 刚性 的 用 MC 处 理 ， 
而 溶质 分 子 用 MD 处 理 . 


4.6 Rosenbluth 方法 一 一 位 形 偏 重 的 Monte Carlo 法 


这 里 讨论 链 状 高 聚 物 模拟 的 Rosenbluth FR, 这 是 一 种 位 形 偏 重 的 Monte Carlo 
方法 . 每 一 个 单 体 用 图 4.6-1 中 的 一 个 点 来 表示 , 也 称 为 一 个 “ 链 节 "”. 用 一 个 三 维 格子 来 简 
单 表 示 链 的 走向 , В “格子 模型 ". 1955 年 
的 Rosenbluth 方法 是 一 种 对 高 育 物 作 位 
形 抽 样 的 方法 . 在 Rosenbluth 方法 中 , 考 
虑 高 育 物 是 一 个 单 体 接 一 个 单 体 逐步 接 
长 的 , 即 在 图 4.6-1 中 一 个 点 接 一 个 点 陆 
续 接 长 . 设 每 接 长 一 段 可 以 在 上 下 左右、 
前 后 等 个 可 能 的 方向 上 选取 ， 问 各 个 
方向 接 长 的 概率 不 是 随机 的 , 而 是 选 最 大 
Boltzmann 因子 的 方向 接 下 一 个 单 体 , 这 
就 是 第 一 步 由 偏重 抽样 产生 链 的 位 形 , 使 
得 可 接受 的 位 形 是 高 概率 的 . 然后 , 第 二 ”图 4.6-1 商 聚 物 逐 个 接 入 单 体 (Rosenbluth 法 ) 
步 通过 乘 以 一 个 权重 因子 来 校正 上 述 的 


重 . 
具体 来 说 用 下 列 步骤 产生 含有 ! 个 单 体 的 高 聚 物 的 位 形 : 
步骤 1 先 有 一 个 没有 单 体 的 三 维 空格 子 , 然后 随机 地 在 某 个 烙 点 上 填 入 第 一 个 单 
Е, HSPE u (л), “п” 指 将 生成 的 这 条 链 的 特定 位 形 . 定 电 该 单 体 的 Rosenbluth 
因子 为 


132. Ê 4# Monte Carlo 模拟 


шу = ke But) (n) (4.6-1) 

步骤 2 ” 接 下 来 的 编号 i = 2,3,.… 1 PERRETE i-1 个 单 体 最 近邻 的 所 有 

К 个 可 能 位 置 (如 图 4.6-1 中 的 虚 箭 头 所 示 ) 中 挑 一 个 位 置 . 单 体 在 第 j 个 可 能 位 置 上 与 
已 经 生成 的 1,2,… , (i 一 1) 的 总 体能 量 记 为 un (n), 不 包括 尚未 接 上 的 链 段 ， 挑 第 i 号 


位 置 的 概率 为 E 
کا کر‎ К Лы; 
Р“ (n) т (4.6-2) 
其 中 ， 
иң = ٹس‎ (4.6-3) 
j=1 


步 又 3 重复 步骤 2 直至 整 条 售 有 | 个 单 体 的 高 聚 物 由 此 产生 生成 . 由 此 产生 的 一 
个 特定 位 形 п 的 归 一 化 Rosenbluth 因 子 为 


I 
si 
= П те (4.6-4) 
步骤 4 用 以 上 步 又 1-3 FERRET ARERR, 由 下 式 求 得 由 M 条 链 
FJ Rk ТА Е PREA 4 的 系 综 平均 值 : 


Swe (т) 


не (4.6-5)‏ کت 


` W (n) 


n=l 
讨论 
(1) (‘Ja 表示 由 Rosenbluth 法 产生 的 位 形 得 到 的 平均 值 . Rosenbluth 法 不 能 产生 具 
有 Boltzmann 权重 分 布 的 链 , 故 称 Rosenbluth 分 布 . 在 Rosenbluth 分 布 中 一 个 特定 位 


Ж п 的 概率 为 | 
l ейи! ilira) E ulina) 
P (n) = [гө «== = — 
3 تو‎ LHe 

即 

P (n) = سس‎ )4.6-0( 

W (т) i 

其 中 ， 

U (n) = Y ` u) (n) )4.6-7( 
为 这 条 特定 位 形 的 链 的 总 能 量 . 


(2) 可 以 证 明 所 有 可 能 链 的 位 形 出 现 的 概率 P (n) 加 和 为 1, 即 归 一 化 成 立 : 


M 
Y P(n)=1 (4.6-8) 


# + XR کت‎ 


进一步 , 可 以 从 Rosenbluth 分 布 中 经 过 改造 , 得 到 正确 的 系 综 分 布 来 : 如 果 将 Rosenbluth 
和 分布 中 一 个 特定 位 形 n 的 概率 P (n) 用 Rosenbluth AF W (п) 加 权 , WAA (4.6-5) 改 


造 为 = 
Y A(n) W (п) P (n) 
dj | = = چژچ‎ (4.6-9) 
Y W (n) P (n) 
结 人 台式 (4.6-4)、 式 (4.6-6) 得 到 
м M 
Y A(n) W (n) P (n) Y `A(n)e #U(m) 
(д == سے‎ =——= (4.6-10) 
Y W (n) P (n) یہ ا‎ 


从 式 (4.6-10) 可 见 用 Rosenbluth 方法 偏重 抽样 得 到 的 概率 Р (n) 用 Rosenbluth 因子 
W (m) 校正 后 就 可 以 得 到 正确 的 Boltzmann 分 布 . 
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第 5 章 相关 函数 


“理论 的 目的 是 使 物理 学 家 运用 较 少 的 或 较 简 单 的 连接 物理 概念 的 假定 关 
А. 去 力图 :理解 [以 定律 表达 的 ) 经 验 事实 ." 

3 Ë СК (1907—2000) 的 书 《 物 理学 的 历史 和 看 学 》, 第 2 页 , 他 是 中 国 物理 
学 的 更 基 人 之 一 , 曾 在 台湾 “中央 研究 院 * 院 长 


从 微观 上 来 看 一 个 相 倚 子 体系 , 由 于 组 成 的 粒子 之 间 存在 相互 作用 , 所 以 在 不 同 空间 
位 置 的 粒子 的 性 质 之 间 存 在 相互 联系 . 同样 , 同一 粒子 在 不 同时 间 前 后 的 性 质 之 间 也 可 以 
存在 相互 联系 , 这 些 都 称 为 相关 或 关联 (correlation), 人 们 用 相关 函数 来 表征 这 样 的 联系 . 
有 两 种 相关 函数 : 空间 相关 函数 和 时 间 相 关 函 数 [1~9. 

任何 体系 , 从 宏观 来 看 , 物质 在 空间 位 置 的 分 布 上 可 以 是 均匀 的 , 也 可 以 是 非 均匀 的 : 
而 从 微观 上 看 由 于 分 子 的 运动 , 物质 在 空间 位 置 的 分 布 上 总 是 不 均匀 的 . 描述 物质 的 某 种 
性 质 在 空间 位 置 上 的 分 布 就 是 室 间 相关 函数 (space correlation function, 5СЕ). == 8(8 56 
ARRERA Ж ТЖ — “E [н] {у Ж hb 05 Б #Е ДИЙ ЗЧ ЖҮ T [Н] RIH r ہہ 6وج[‎ ٢ع‎ [8] 
位 置 处 的 另 一 种 (或 同一 种 ) 性 质 造成 影响 的 程度 ; 体现 了 原因 和 结果 (或 称 响 应 ) 在 空间 
上 的 联系 . 相关 长 度 (correlation length) 表征 了 这 种 联系 的 空间 尺度 . 化 学 家 非常 熟悉 液 
体内 “平均 配 位 数 "的 概念 , 那 实 际 上 就 是 与 空间 相关 函数 有 联系 的 概念 

妇 外 还 有 一 种 相关 关系 是 时 间 上 的 而 不 是 空间 上 的 , 称 为 “时间 相 关 *: 体系 在 受 
到 环境 的 茶 种 作用 , 造成 对 体系 某 时 刻 的 某 个 物理 量 与 此 后 某 时 刻 的 另 一 个 (或 同一 个 ) 
物理 量 之 间 的 相互 影响 . 描述 这 种 时 间 前 后 的 两 个 物理 量 之 间 的 相关 关系 可 用 时 间 相 关 
函数 (time correlation function, ТСЕ), 它 体现 了 原因 和 结果 在 时 间 上 的 联系 . 相关 时 间 
(correlation time) 就 表征 了 这 种 联系 的 时 间 尺 度 . 

因为 对 于 空间 相关 函数 可 以 是 表达 体系 某 处 的 一 个 物理 量 与 另 一 处 的 同一 物理 量 或 
男 一 个 不 同 物理 量 之 间 的 联系 , 于 是 与 另 一 处 的 同一 物理 量 的 联系 称 为 空间 的 自 相 关 函 
# (ашо-58СЕ) , 而 与 另 一 处 的 不 同 物理 量 之 间 的 联系 称 为 空间 的 变 E E 数 [cross-SCF'). 

ЖШН, 对 于 时 间 相 关 函 数 可 以 是 表达 体系 某 一 时 刻 的 一 个 物理 量 与 此 后 男 一 时 刻 
的 同一 物理 量 或 另 一 个 不 同 物理 量 之 间 的 联系 , 于 是 类 似 地 把 前 者 称 为 时 间 的 自 相关 函 
数 , 把 后 者 称 为 时 间 的 变 叉 相关 函数 ， 

这 两 种 相关 函数 是 描述 .处理 非 平衡 态 体系 或 平衡 态 体系 的 重要 工具 , 在 分 子 模拟 
中 有 非常 广 旗 的 使 用 . 


5.1 空间 相关 函数 


设 体 系 处 于 平衡 态 . 在 体系 某 一 点 r 处 取 一 个 满足 宏观 上 足够 小 、 微观 上 足够 大 的 
体积 元 dr, 其 中 , 还 有 足够 多 的 粒子 , 使 得 此 体积 元 内 的 任意 某 物理 量 4 可 以 看 成 是 位 


5.1 FMEA “135. 


T r 的 连续 函数 А (т). 设 (А(т)) 为 其 系 综 平均 值 , HEE r 处 该 物理 量 的 涨 落 为 
AA (r) = A(r) – (A(r)) (5.1-1) 


显然 , 处 于 平衡 态 的 体系 里 涨 落 的 平均 值 为 零 ， 


(АА (п) = (А(т) - (А(т))) = 0 (5.1-2) 
尽管 如 此 , 涨 落 平方 的 系 综 平均 值 具有 确定 数值 , 设 为 a， 

(ДА (2((ئ)‎ = ([A(F) = A) = а (5.1-3) 

再 假定 在 不 存在 外 场 的 情况 下 , 则 处 于 平衡 态 的 体系 应 当 是 均匀 的 , 于 是 a 的 值 与 位 置 


Жж. 
定义 5.1-1 ”考察 体系 内 的 某 两 个 空间 位 置 rA r, AE т 处 的 物理 量 Ar) MY 
一 个 位 置 ” 处 的 另 一 个 物理 量 B رس‎ f FHT REFEN 


(А (r) B (т')) = Сав (т, т) (5.1-4) 


称 为 这 两 个 物理 量 的 空间 相关 函数 . 空间 相关 函数 Can irr) 描述 空间 某 处 r 的 物理 量 
A 和 另 一 处 r 的 物理 量 B 之 间 的 相互 联系 . EF “Ж” 的 具体 含义 , 取决 于 具体 问题 
所 要 求 表达 的 物理 意义 . 如 果 这 两 个 物理 量 是 向 量 或 张 量 , 则 该 “乘积” 一般 应 相应 地 取 
它们 的 向 量 标 积 或 张 量 缩 并 , 从 而 反映 在 某 个 角度 上 平均 化 后 的 特征 . 

如 果 式 (5.1-4) 中 两 个 物理 量 正 好 相同 , 则 称 为 空间 的 自 相关 函数 , 即 


(A(r) А (т) = Caa (n, r") (5.1-5) 


а [B] AHERN Caa (r. r”) 描述 两 个 不 同 空间 位 置 处 的 同一 物理 量 4 之 间 的 相互 联系 . 

粒子 之 间 的 空间 相关 尽管 都 来 源 于 相互 作用 , 即 一 个 地 方 的 变动 会 牵动 其 邻近 区 域 . 
它们 有 的 来 源 于 微观 粒子 全 同性 引起 的 量子 效应 ( 即 统计 相关 性 ) 有 的 来 源 于 通常 的 动 
力学 相关 性 . 即使 是 独立 子 体系 还 存在 统计 相关 性 , 仍然 会 产生 排斥 的 相关 性 【Fermi T 
体系 ) 或 吸引 的 相关 性 (Bose TER). 统计 相关 性 和 动力 学 相关 性 之 间 还 会 相互 影响 . 例 
ш, 在 金属 中 的 自由 电子 , 由 于 自 旋 造成 的 统计 相关 性 的 存在 使 得 两 个 电子 之 间 的 有 效 作 
用 势 不 再 是 简单 的 Coulomb $, 而 是 一 个 较 短 程 的 作用 较 弱 的 Coulomb WA. 大 多 数 
化 学 问题 讨论 的 是 动力 学 相关 性 . 

对 于 平衡 态 体 系 , 内 部 不 会 出 现任 何 “ 流 ", 所 以 只 要 没有 外 场 存在 , 那么 它 也 是 宏观 
均匀 的 体系 . 关于 空间 相关 函数 Can (т, r). 既然 体系 是 宏观 均匀 的 , 那么 只 要 这 两 反 的 
相对 位 置 一 定 , 则 不 论 这 两 点 在 哪里 空间 相关 函数 رب‎ (rr) 应 当 不 变 . 因此 , 空间 相关 
函数 Cag (т, т) ARERR r-r 的 函数 , BH 


(A(r) B (т) = {A (r — r’) B (0)) (5.1-6) 


这 在 几何 上 相当 于 空间 相关 函数 Сдв (r, 关于 空间 位 置 平移 的 不 变性 , 也 就 是 平衡 态 
体系 的 空间 相关 函数 Can (r r’) = (А (т) B (r) 具有 空间 位 置 平移 的 不 变性 . 
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进一步 , 如 果 体 系 又 是 各 向 同性 的 , 那么 空间 相关 函数 Can (r. r) SME r-r 的 
方向 无 其 , 仅仅 与 两 点 间距 |r — ”| 有 关 , 一 般 说 来 随 着 两 点 的 距离 |r — ”| 增 大 而 减 小 
如 朵 在 某 个 距离 £ 内 表征 空间 相关 性 的 Cas (т, тт) 值 显 著 地 大 , 而 大 于 之 后 相关 性 相 
当 小 , MERE 可 作为 空间 相关 范围 的 度量 , 称 之 为 相关 长 度 . 相关 长 度 民 表 着 某 处 某 个 
物理 量 所 产生 影响 涉及 的 空间 尺度 ， 

对 于 任何 两 处 都 不 存在 空间 相关 的 场合 , 则 相当 于 相关 长 度 & = 0, Вр 


Сав (т.т) = (AG) В (т) = (А4 (т) Biri а (т ғ") (5.1-7) 

作为 特例 , 在 式 (5.1-1) AIA (5.1-3) 中 讨论 物理 量 A 涨 落 平方 的 系 综 平 均值 时 , 车 相关 长 
度 为 零 , 则 相当 于 

Caaaa (т,т') = (ДА (т) AA(r)) = ((АА(=))?) = аб (ғ = т) (5.1-8) 


式 (5.1-8) 的 概率 论 分 析 如 下 : F r ЖП r 两 处 的 物理 量 4 B 相互 独立 的 话 , 那么 > 处 
物理 量 A (r) 取 值 4; 的 概率 Pa, (r) 与 r 处 物理 量 B (r) 取 值 В, 的 概率 Pp, (77) 2 
相互 独立 . 根据 概率 论 中 独立 事件 的 关系 , 4 ری‎ 取 值 А, 而 同时 В (е7) 取 值 В, 的 联合 事 
件 的 发 生 概率 Pa, p, (rr) 应 当 等 于 


Pana, (r,r) = PA, (r) Pa, fr (5.1-9) 
而 相应 的 空间 相关 函数 应 当 为 


(А (т) ز(احاط‎ = > A, (т) Ву (т) Ра, в, (r, r") 


(т')) > ( 
{ae r) Pa, (т воље "| 


ШК ЛУНЬ, 则 
(A(r) В (т )) = (А (т) (В (т) б (r — r") (5.1-10) 
5.11 “位置 的 概率 密度 、 动 量 的 概率 密度 
W Kashi N 个 全 同 粒子 位 置 在 {ri т ағ |= 1(1)3N} 且 粒 子 动量 在 (p, > pit 


dp; li = 1(1)3N} 的 概率 , 即 体 系 处 于 相 空 间 体 积 元 аг = атар = dridra...drwx 
dp dpa ٠۰۰ dpy 中 的 概率 为 


dW ۴,ر۶)‎ ۵3۰۰۰۰ тм, р.р". рм) = [м (rura, rN رص‎ Po ору) dF rdp 
)5.1.1-1( 
HP, وگ‎ (rura TN р, pa рл) 为 概率 密度 . 根据 统计 力学 , A (5111) 又 可 写 
为 


1 Í ara" : ü | 
dW )۶,۰۰۰ پر۳,‎ Py DN) = 6 وس‎ g7 Етар) (КТ) 
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e Етар) катаар 


Te ٠. رص وم‎ Рм) kaTa N pa p 


其 中 , Q 为 体系 的 配 分 函数 ， 因 为 体系 能 量 E = maA + (ri т), 所 以 上 式 可 
改写 为 
Ti ہے‎ ДА 


dW (тъз F P|, зе PN] = سے سے ہے‎ LI 
اج‎ ! 一 $ штат) (kas T) -Y p2/(2mkpT) y 
fe Е а^» |e х " аур 


= fn (Ti FN) ÍN (ру рм) аўтар 


于 是 
(1 (5.1.1-2) 
其 中 ， 
一 £ шта 77و8(‎ 
E کر‎ 5-3 
لت‎ tN) = چرچ‎ едт y (5.1.1-3] 
[e iaj ат 
和 F 
D pi /(2тЕа1Т') 
Ín ھا‎ ٠٠۰ PN) = (5.1.1-4) 


-E pi 20007 ( w 
| i i d" p 


分 别 为 位 置 的 概率 密度 和 动量 的 概率 密度 . 显然 这 两 个 概率 密度 是 归 一 化 的 , BD 


М 
fa рім (Pi ps) = 1 (5.1.1-5) 


及 
|axrfw ,rw) =1 (5.1.1-6) 


将 式 (5.1.1-1) 对 所 有 粒子 的 动量 dp 积分 得 到 位 置 的 概率 分 布 , 也 就 是 体系 的 N 个 全 
同 粒子 位 置 处 于 {ri — ri + dr, |i = 1(1)3N} 同时 粒子 动量 可 以 处 于 任意 值 时 体系 出 现 


的 概率 为 
dW (ri, PN) ری ےد‎ FNP PN) 
= dvr [арлу (Fi NPs PN) 
= a^r ] ۵۷ pf (rı, отм) fN (р, орм) 
= fy (rı, rn)" ауру (Pi DN) 
即 


dW (ri rN) = fn (rı, rN) dr (5.1.1-7) 
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考虑 到 这 是 个 全 同 粒子 体系 , 所 以 对 fs (rra, ra) ËJ N 个 变量 作 任意 置换 [per- 
mutation, 用 置换 算 符 Р 表示 ) 之 后 , 位 置 的 概率 密度 应 当 保 持 不 变 , 也 就 是 , 概率 密度 
پر‎ (roro тм) 应 该 是 变量 ...یمم‎ ,rw 的 对 称 函 数 


PÍN (Fi, Ta ‚тм) = JN (Ta, nnt Fans] = ÍN (тата, نہ‎ TN) (5.1.1-8) 
其 中 , 置换 算 符 
| 1 2... N | 
p= (5.1.1-9) 
ni По +++; Пу 


5.1.2 数 密度 及 其 涨 落 的 空间 相关 函数 


ВН М 个 全 同 粒 子 体系 的 数 密度 pir) 指 位 置 r 处 单位 体积 中 的 粒子 个 数 ， 即 
р(т)ат 为 体积 元 dr 中 的 粒子 个 数 . pir) TRA 


p(r) = у б(т—т;) (5.1.2-1) 
可 以 从 经 典 力 学 意义 上 理解 式 (5.1.2-1) WEA: 位 置 г ОЕА ЕН, 可 以 设想 
成 一 个 极 小 的 体积 元 . Dirac û В û (т – ту) 表示 当 第 i 号 粒子 的 位 置 r; HEA r 处 的 体 
积 元 , 则 对 该 点 的 数 密度 (单位 体积 中 的 粒子 数 ) 的 页 献 为 = 否则 为 零 . 再 对 所 有 粒子 
加 和 自然 就 得 到 = 处 的 数 密 度 . 
考虑 到 体系 的 N 个 全 同 粒子 位 置 处 于 {ri — r, + dr | = 1(1)3N 同时 粒子 动量 处 
于 任意 值 时 体系 出 现 的 概率 为 dW (ri. ra, ° r) (DA (5.1.1-7)), 所 以 体系 数 密度 pir) 
的 系 综 平均 值 为 


N 
(p(r)) = [а (т) fx (отм) = | "r Sêr т) (rı, rw) (5.1.22) 
i=] 


因为 fy (rora o ,rN) 是 其 变量 的 对 称 函数 , 故 式 (5.1.2-2) 加 和 中 的 每 一 项 的 积分 都 相 


同 . 于 是 
tot) = N [ате Е rı) | ar dry oe 3 (5.1.23) 
引入 定义 
fi(r) =V dra dryfy (rora ra) (5.1.24) 
它 类 似 于 量子 化 学 中 的 一 阶 约 化 密度 矩阵 . 于 是 
(P(r) = N [arið (r = rı) pA (та) = FA (т) = ph (r) )5.1.2-8( 


其 中 , p = NIV, 即 平均 数 密度 . f (т) 的 物理 意义 是 : 不 论 其 他 粒子 的 分 布 如 何 , 有 一 个 
粒子 出 现在 т 处 的 概率 密度 再 乘 以 体系 体积 . 显然 , 对 于 均匀 体系 , 这 个 概率 密度 与 位 置 
无 关 且 等 于 1/V, 即 对 于 均匀 系 ， 


1 
| dry (ri,r2,. ,TN) = V (5.1.2-6) 
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或 f, (т) = 1. 
现在 讨论 数 密度 的 空间 相关 性 . 


(р (r) p (r) = 0 rp (r) plr’) fn (тл, у) 


N N 
= [ami drn DO D 8(r т) бе т) (n na) 


i=l j=l 


同 理 , 得 到 
(о(т) plr = pê (r т") N (N —1) [агаг (r т) б (т – ra) 
х fars -dry fN (riira ,rN) (5.1.2-7) 
引入 定义 
fa (ri rə) = V2 [ars odry fN (TiTa ,TN) )5.1.2-8( 


{这 其 实 类 似 于 量子 化 学 中 的 二 阶 约 化 密度 矩阵 .) 式 (5.1.2-8) 右边 的 积分 表示 : FER 
中 有 两 个 粒子 其 位 置 同时 分 别 在 rA ” 处 时 , 这 样 的 体系 出 现 的 概率 密度 , 而 不 论 这 
两 个 粒子 的 动量 如 何以 及 其 他 粒子 的 位 置 如 何 、 动量 如 何 . 如 果 粒 子 之 间 运 动 互 相 独 立 ， 
则 体系 出 现 这 种 情况 的 概率 密度 应 当 为 1/V2, 即 独立 子 体系 的 Го (тато) = L 这 样式 


(5.1.2-7) 可 改写 为 
م(‎ (r) p) = pê (r = r) + لا‎ fariaras (r= 1)8 (r = ra) fa (Fı, ra) 
即 
(po (r) p(r")) = pê (r — r”) + p? (тт) (5.1.2-9) 
表示 粒子 数 密度 pir 的 空间 自 相 关 函 数 . 
讨论 
(1) 老 两 点 的 距离 |w -r| EK, 则 可 以 认为 这 两 点 是 相互 独立 的 , Вр 
سنا‎ fe (ri,rə) = 1 (5.1.2-10) 


[rı و‎ |— po 
(2) 车 为 均匀 体系 , 则 由 室 间 平 物 对 称 性 得 到 
Fe (rira) = f [ri — ra) (5.1.2-11) 
者 为 各 向 同性 的 均匀 体系 , 则 进一步 有 


fe (ri; r2) = fa (|ri — ral) (5.1.2-12) 
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(3) BERNE BE ТАЕ tJ ЖЕ ЇН] ARRAN: 因为 均匀 体系 的 数 密度 涨 落 为 
Ар(ғ) = р(т) –р (5.1.2-13) 
其 中 , о = NIV 为 均匀 系 的 平均 数 密度 . 所 以 数 密度 涨 落 的 空间 自 相 关 函 数 为 
(Apir) Apr) = (o (r) (ز'<)م‎ - о? (5.1.2-14) 
再 根据 式 (5.1.2-9) 和 式 (5.1.2-11) 得 到 


(Ap(r)Ap(r')) = pê (r т) — pF [fa (r — r’) — 1] (5.1.2-15) 


5.2 正则 系 综 中 的 空间 相关 函数 
有 N 个 粒子 的 (N.V.T) 离 域 子 体系 , 体系 配 分 函数 Q 的 经 典 极 限 为 


1 i A 
Фа. = уузу | drape" (5.21) 
其 中 , 位 置 的 体积 元 dr = dq = dq موا‎ .dgw、 动 量 的 体积 元 dp = dp,dp. dpp. A 
为 体系 能 量 
1 : 2 - ч 
Е = эл 2.” + Ум + 2 ama (5.2-2) 


其 中 , 第 一 项 为 总 动能 , 第 二 项 Us 为 N 个 粒子 之 间 的 势能 , 第 三 项 为 粒子 内 部 运动 能 
量 的 总 和 . 考虑 粒子 内 部 运动 时 , p 室 间 积分 变量 (q, p) 中 应 当 增 添 粒子 内 部 运动 的 变量 
(dint Pinn) 这 些 变量 的 积分 得 到 粒子 的 内 部 运动 配 分 函数 qa Í 所 以 将 式 (5.2-2) 代入 式 
[5.2-1) 得 到 


Ww 
1 رب ص) .2 لے ا‎ Pta) 
ба = RIRN | = dp, 1dpy dp; ۰۰۰ر‎ dp, уар, мар, پر‎ 
x лыы ہے‎ ағу (qim) 


定义 位 形 积 分 (confguration integral) 


Хк 三 | "л рат -dry (5.2-3) 
继而 得 到 
1 55 ,م‎ 3N 
Qoy = FIRIN ۱ مت | ریو‎ (аин) 
3N/2 
سرت یں‎ Es (aa) (5.2-4) 
定义 粒子 的 热流 长 为 


= -Pr 一 5 „й-{ 
А (=) (020) 
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所 以 离 域 子 体系 的 体系 配 分 函数 的 经 典 极限 为 


Qor = میں‎ ` (qia) " (5.2-6) 
也 可 以 用 平 动 子 的 配 分 函数 ہے‎ 表示 为 
М 
Qo = ہے‎ (=) 9%, (5.2-7) 


对 应 的 定 域 子 体系 的 体系 配 分 函数 经 典 极限 为 
Сет, = پش‎ Ë (а 
(1) 该 体系 处 于 如 下 状态 : 1 号 粒子 位 置 在 ri 一 ri +dri 之 间 且 动量 在 p, 一 pi +dp, 
[B]. 2 号 粒子 位 置 在 Fg ہے‎ Fa + dro 之 间 且 动量 在 p 一 Pa + dp, 2.18], و‎ 第 М = 
子 位 置 在 rw 一 rw 十 drw 之 间 且 动量 在 pw 一 pw + dp, 之 间 . 该 状态 出 现 的 概率 为 


drıdp, .drwdpy е-Е/(ЕвТ) 
— aN 


loc 


可 见 此 时 实际 上 把 粒子 当成 可 识别 粒子 来 处 理 , 于 是 分 母 的 配 分 函数 应 当 是 定 域 子 的 配 
分 函数 Ош. 

(2) 如 果 进 一 步 考虑 体系 处 于 如 下 状态 : 1 号 粒子 位 置 在 ri 一 ri + dri, 2 号 粒子 位 
ЖЛЕ ra 一 pa F da. 一 直到 第 号 粒子 (Н n < №) 的 位 置 在 r, — rn + dra, 而 其 
余 粒 子 处 于 任意 位 置 ; 同时 所 有 粒子 都 处 于 任意 动量 时 , 这 种 状态 出 现 的 概率 是 多 少 昵 ? 
显然 , 只 要 将 式 [5.2-9) 对 第 n+1 号 一 直到 第 N 号 粒子 的 位 置 以 及 对 所 有 粒子 的 动量 变 
量 积 分 就 行 , 即 这 种 状态 出 现 的 概率 是 


Puvdridp ... drvdpw = (5.2-9) 


Padri drn = dri ٠۰٠۰۶ رح‎ | [sassa dmrwdpi .dpm )5.2-10( 
若 代 入 能 量 表 达 式 且 不 计 粒 子 的 内 部 运动 , WI 


N 
kE вин) кт) 
i=l 


Pudri -drn asas [< 


1 
һо 
x Fay dr ysdpi- dpy (5.2-11) 
其 中 , 动量 变量 的 积分 同 三 维 平 动 子 中 叙述 的 一 样 , 故 
P dri ا‎ йг 一 رد بے‎ dr. | لد‎ ka + атр 
再 考虑 到 式 (5.2-7) 或 式 (5.2-8) 得 到 


1 
Райт ۵8 = dri дт | سس‎ dr -dry )5.2-12( 
nN 


式 (5.2-12) 实际 上 不 仅 对 全 同 的 定 域 子 体系 适用 , 也 适用 于 全 同 的 离 域 子 体系 . 
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(3) 再 进一步 考虑 体系 处 于 如 下 状态 : 有 一 个 子 位 置 . 动量 分 别 在 ri 一 ri + dri 与 
ру 一 pi + dm 一 个 子 位 置 . 动量 分 别 在 rs 一 ra 十 dr 与 Pa + Po + وق[‎ e 一 直到 有 一 
个 子 (En < N) 的 位 置 、 动量 分 别 在 rn 一 rn +drn 与 p, — p, 二 dp 而 其 余 粒子 处 于 
任意 位 置 和 任意 动量 时 , 该 状态 出 现 的 概率 又 是 怎样 的 呢 ? 只 要 将 Раг ар, ٠<. پل پر جل‎ 
对 第 m +1 号 一 直到 第 N 号 粒子 的 位 置 、 动量 变量 积分 就 行 , 即 


Fdridpy .dradp, = drıdp, ۰۰۰ drndp, | : | آ٢۷ ہےے,مرل ربب<ل‎ drydpn (5.2-13) 


mal, „М 


5.3 ”时间 相关 函数 


时 间 相 关 画 数 用 来 描述 前 后 不 同时 刻 的 两 个 物理 量 之 间 的 相关 关系 , 体现 了 原因 和 
结果 在 时 间 上 的 联系 . 相关 时 间 表 征 这 种 联系 的 时 间 尺 度 . 对 于 体系 的 任意 两 个 力学 量 
B(t) 和 C(t), 其 时 间 相关 务 数 (B(0) CIE} 定义 为 


ñ 
(B(O)C(D) = lim 7 dr (جاق‎ С(т +) (5.3-1) 


这 里 T, т Mt 都 是 时 间 变 量 . Blt) 和 زیت‎ 的 乘积 可 以 是 各 种 乘积 (包括 标量 积 . КШ 
E) 取决 于 具体 问题 中 观察 者 从 哪个 角度 看 它们 之 间 的 相关 性 . 此 定义 实际 上 是 时 间 平 
均值 , 但 是 根据 系 综 平 均值 的 假设 , 时 间 相 关 函 数 也 可 以 理解 为 系 综 平均 . 

B(t) 和 C(t) 也 可 以 是 同一 个 力学 量 ， 


1 T 
(B(0) B(t)) = lim > | dr B(r) B(r + t) (5.3-2) 


称 为 时 间 自 相关 函数 [auto-TCF). zÉ (5.3-2) 的 时 间 平 均 也 可 以 理解 为 一 种 系 综 平 均 . 
时 间 相 关 函 数 是 非 平衡 统计 力学 的 基本 概念 之 一 , 它 表述 物质 运动 在 时 间 先 后 上 的 
相互 关系 . MAWR. 输 运 和 涨 落 行 为 的 表述 都 离 不 开 时 间 相 关 函 数 . 


时 间 相 关 函 数 具 有 如 下 性 质 ， 
(1) 由 于 任意 物理 量 在 本 质 上 必须 是 实数 , 所 以 时 间 相 关 函 数 必 定 是 实数 ， 
(2) im (BI CI) = 0 (5.3-3) 


即 两 个 时 间 间 陋 无 穷 远 的 事件 自然 就 不 相关 了 . 
5.3.1 ” 非 平衡 定 态 时 的 时 间 相 关 函 数 


非 平衡 定 态 时 的 时 间 相 关 函 数 除 了 上 述 性 质 外 , 还 有 如 下 性 质 : 

(1) 时 间 平 移 不 变性 ,只 要 非 平衡 态 体系 处 于 定 态 , 则 两 个 不 同时 刻 的 物理 量 之 间 的 
相关 应 当 只 与 这 两 个 时 刻 的 时 间 间 隔 长 度 有 关 , 而 与 在 什么 时 间 测 量 这 两 个 量 没 有 关系 . 
换言之 , 与 时 间 的 零点 选择 没有 关系 , 即 对 任意 т 值 均 有 


(B(tı) C(ts)) = (В( — r) C(ts — т) 


(B(ti)C(ta)) = (Bh — tz)C(0)) (5.3.1-1) 
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这 就 是 时 间 平 移 不 变性 . 
对 于 近 平 衡 态 因为 很 容易 就 可 进入 定 态 ; 至 于 平衡 态 , CARER де ВУ FE HIE. 
为 什么 平衡 坊 还 有 必要 讨论 时 间 相 关 呢 ?因为 所 谓 平 衡 态 是 指 在 宏观 尺度 上 体系 各 处 的 
同一 物理 量 都 不 随时 间 变 化 , 可 是 从 微观 尺度 上 看 由 于 物理 量 的 涨 落 , 所 以 还 有 时 间 相 关 
函数 的 概念 . 
(2) 非 平衡 定 态 时 ， 
(В (t) C (0)) = — (Bí t)Ċ(0)) (5.3.1-2) 
[这 里 “” 指 对 时 间 的 一 阶 导 数 ). 
证 明 AATA, 故 有 时 间 平 移 不 变性 (BECO) = (BOCA 将 等 式 两 边 对 时 
间 求 偏 导 , 得 到 (BUCO) = - (BO-t) = - (BA O), 其 中 , 第 二 步 演绎 又 利用 
了 时 间 平 移 . لے‎ 
作为 特例 , 有 
( B(o)C(0)) = – (B(0)C(0)) (5.3.1-3) 
和 
( В(о)В(о) ( =0 (5.3.1-4) 
5.3.2 “平衡 访 时 间 自 相关 函数 的 性 质 
平衡 态 时 的 时 间 自 相关 函数 Con (ti, ta) = (B(ti) B(ta)) 具有 如 下 性 质 : 
(1) 时 间 平 移 不 变性 . 


Свв (ti,ta) = (Biti) Blta)) = (BO) Blts — t1)) = ‘B(0) В(т)) = Свв (т) (5.3.2-1) 


即 只 与 时 间 间 隔 7 三 如 一 二 有关. 
(2) Свв (0) > 0. (5.3.2-2) 
理由 是 
Свв (0) = (B(ti) B(t)) = (B(i)°) > 0 


(3) 对 于 任意 时 间 т, Can (т) 的 绝对 值 不 可 能 大 于 Cnn (0), Bl 
—Свв (0) < Свв (r) < Свв (0) )5.3.2-3( 

证 明 ”因为 
({B(t1) + В(ь)}?) = (82(6)) + (B*(t2)) +2 (B(n) В()) = 2 {Cpa (0) + Can (т)} 0 


故 有 
—Свв (0) < Свв (т) < Свв (0) " 
(4) Свв lr) = Свв (т) (7 的 偶 函 数 ) (5.3.2-4) 
证 明 


Свв (=r) = (B(tu)B(h — r)) = (B(ti + т)В(%)) = (B(t1)B(tı + 7)} = Свв (т) W 
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从 物理 上 看 : 当 体系 处 于 平衡 态 时 , 物理 量 Blt) 影响 以 后 时 刻 的 Blt + т) 和 它 依赖 
与 以 前 时 刻 B(t 一 7) 的 影响 程度 应 当 是 一 样 的 , Bp 


(E(t) B(t + r)) = {BIt) B(t — т)) 


或 
(В(0) B(t)) = (В(0) B(—t)) (5.3.2-5) 
同样 得 到 式 [5.3.2-4). 
(5) Свв (т) 的 相关 时 间 : 存在 一 个 表征 平衡 态 的 时 间 自 相关 函数 Свв (т) 的 特征 时 
Ers, 又 称 为 相关 时 间 . 其 定义 为 


im Свв (т) = 0 (5.3.2-6) 


因为 当 Свв (т) = (B(t)B(t + т)) 中 的 时 间 间 隔 т EERE BI(t) 与 B(t + т) 之 间 的 相关 
HR, 两 者 趋 于 统计 独立 . 于 是 ما‎ Свв (r) = lim (B(t)B(t + r)) = (B(t)) (B(t + т)), 


其 中 , MAR HATE FI КЕҢИ (B(t)) = 0. WE (رئص)‎ #0, 则 可 以 令 в() 是 已 经 
扣除 平均 值 之 后 的 物理 量 . 特征 时 间 re 的 存在 表明 只 有 在 |r| < тв 的 场合 下 平衡 态 的 
Свв (т) 才 显 著 地 不 为 零 . 


5.3.3 8 


(1) 时 间 相关 函数 是 非 平衡 统计 力学 的 基本 表述 工具 之 一 , FEHR. 输 运 和 涨 落 行 
为 的 表述 都 离 不 开 时 间 相 关 函 数 ， 

(2) 无 论 分 子 自 身 的 结构 或 者 分 子 之 间 的 相互 作用 都 是 一 个 动态 过 程 , 这 就 要 经 常 使 
用 时 间 相关 函数 这 个 描述 动态 关系 的 重要 手段 , 在 大 量 纷乱 的 数据 中 勾 勤 出 体系 的 动态 
特征 . 例如 , 通过 分 子 动力 学 模拟 就 可 以 得 到 分 子 体系 微观 状态 的 时 间 演 化 过 程 . 而 该 体 
系 的 一 切 性 质 无 论 它 处 于 平衡 态 还 是 非 平衡 态 都 可 以 从 中 得 到 ， 求 算 这 些 性 质 或 描述 整 
个 动态 过 程 的 特征 就 要 用 时 间 相关 函数 

(3) 由 将 要 在 第 6 章 介绍 的 Green-Kubo 线性 响应 理论 可 以 看 到 : 所 有 -一 切 输 运 性 
质 、 及 弱 外 场 (无 论 电场 , 磁场 还 是 声场 ) 与 分 子 体系 相互 作用 过 程 所 涉及 的 一 切 行为 的 
计算 都 与 时 间 相关 函数 有 关 . 

(4) 即使 是 平衡 态 的 体系 , 其 内 部 微观 结构 还 是 一 个 动态 过 程 , 同样 也 要 用 时 间 相关 
函数 . 

讨论 

(1) 因果 性 和 相关 性 加: 要 区 分 因果 性 (causality) 和 相关 性 这 两 个 不 同 的 概念. 相关 性 
(correlation) 又 称 为 关联 性 ， 有 因果 性 的 相关 , 也 有 不 是 因果 性 的 相关 . 经 常 出 现 把 非 因 
果 性 的 相关 关系 当 作 是 因果 关系 , 造成 不 应 有 的 误解 . 判别 一 个 具体 问题 中 几 种 因素 统计 
数学 上 的 相关 , 到 底 属于 因果 性 还 是 非 因果 性 造成 的 , 关键 在 于 科学 理论 对 这 个 具体 问题 
的 理解 到 什么 程度 而 定 

化 学 材料 科学 领域 人 们 常 说 的 “定量 构 效 关系 "(QSAR 或 QSPR, 见 第 11 章 ) 等 一 
类 建立 在 利用 统计 数学 揭示 的 统计 模型 在 本 质 上 是 一 种 相关 关系 , 一 般 不 代表 因果 关系 
这 方面 造成 的 误解 已 经 流传 其 广 , 尽管 统计 数学 家 连连 发 出 忠告 , 似乎 收效 不 大 
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(2) ARARE? 根据 现代 物理 科学 的 深入 , 人 们 逐渐 倾向 这 样 的 意见 : 因果 性 是 
一 个 会 义 有 从 明晰 的 哲学 用 语 . 现代 物理 、 化 学 早 就 运用 了 更 加 精密 和 确切 的 形式 理论 
来 描述 研究 对 象 的 状态 及 其 着 化 规律 . 也 就 是 , 对 于 物质 体系 , 有 了 运动 方程 , 因果 关系 目 
然 包含 在 内 . 现代 物理 科学 的 演化 理论 已 经 超越 了 “因果 性 ”这 个 词 描述 的 能 力 范畴 , 从 
而 这 个 词 在 慢 慢 淡出 , 在 那些 因为 种 种 因素 还 不 能 用 形式 理论 表达 的 学 科 里 这 个 词 还 继 
续 “残存 " 着 . | 
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第 6 章 ” 近 平衡 态 的 量子 统计 理论‏ 
“化 学 是 一 种 量子 效应 , 或 是 一 组 量 于 效应."‏ 
录 目 美国 理论 化 学 家 上 工 . С. Pauling (1901-1994 年 ) 的 文章 (Mew Scientist,‏ 
他 是 1954 EH MRE. 1962 年 诺 贝尔 和 平‏ ;).55 ,54 :)1481.№( 108 ,1985 
HHE‏ 


当 体 系 处 于 非 平衡 态 的 时 候 , 内 部 就 会 出 现 各 种 不 均匀 性 , 如 果 是 流体 一 般 还 有 流动 
出 现 . 所 以 在 非 平 衡 态 下 , 体系 的 性 质 既 与 空间 位 置 有 关 , 也 与 时 间 有 关 . 

当 处 于 平衡 态 的 体系 受到 外 场 作用 , 则 体系 随 之 偏离 平衡 态 到 达 非 平衡 态 的 范围 , 其 
内 部 一 般 都 存在 温度 梯度 、 化 学 势 梯度 或 电势 梯度 等 ,于 是 造成 体系 内 能 量 、 粒子 或 电荷 
等 的 迁移 , 这 类 过 程 称 为 “ 输 运 过 程 ". 与 此 有 关 的 性 质 称 为 “ 输 运 性 质 ". 输 运 性 质 表 征 
在 单位 时 间 内 通过 单位 截面 的 某 个 物理 量 , 如 导热 系数 就 是 在 单位 时 间 内 通过 单位 截面 
的 热量 ; 平 动 扩 散 系 数 就 是 在 单位 时 间 内 通过 单位 截面 的 粒子 数 ; 电导 率 就 是 在 单位 时 间 
内 通过 单位 截面 的 电子 数 ; ...... 

在 外 场 较 弱 的 情况 下 , 体系 仅仅 处 在 离开 平衡 态 不 远 的 线性 非 平衡 态 区 域 , 又 称 为 近 
平衡 态 ， 此 时 外 力 正 ( 即 如 温度 梯度 , 浓度 梯度 或 电势 梯度 等 ) 造成 的 “ 流 * J{ 即 相应 的 热 
WL. 扩散 流 或 电流 等 ) 之 间 呈 线性 美 系 , J = LX, 比例 系数 L 称 为 动力 学 系数 ( 即 相 应 的 
TARS PARARE TENAS), 又 称 为 输 运 性 质 (实际 上 本 章 介 绍 的 输 运 性 质 还 包 
括 反 应 速度 常数 . 振 转 光谱 、 核磁 共振 谱 等 )， 

从 另外 的 角度 看 , 处 于 非 平衡 态 的 体系 都 有 一 种 趋 于 平衡 的 倾向 , 这 种 过 程 称 为 弛 蚤 
过 程 . 此 过 程 中 的 “ 流 ” 一 定 会 受到 阻尼 即 耗 散 的 影响 . 例如 , 扩散 流通 过 流动 中 摩擦 的 
阻尼 作用 而 出 现 机 械 能 转化 为 热能 的 耗 散 作 用 , 电流 通过 电阻 的 热效应 而 出 现 耗 散 . 所 以 
表征 输 运 过 程 的 输 运 性 质 在 耗 散 过 程 中 体现 为 耗 散 性 质 . 

显然 , 从 物质 是 原子 .分子 构 成 的 角度 来 看 , 即使 体系 处 于 平衡 态 的 时 候 , 体系 内 部 
各 处 的 性 质 有 涨 落 存在 . 这 种 在 平衡 态 造 成 涨 落 的 物质 原因 在 非 平衡 态 时 当然 依然 存在 ， 
不 过 此 时 它们 以 输 运 性 质 或 耗 散 性 质 体 现 出 来 ， 所 以 研究 非 平衡 态 的 过 程 离 不 和 天 讨论 涨 
т. 20771571 

为 此 , 先 介绍 解决 非 平 衡 问 题 的 理论 工具 —— ИИИ کر زا‎ RERNA, 1927 
年 , J. von Neumann 把 量子 力学 的 语言 从 讨论 纯 态 推广 到 混 人 台 态 , ШЕР К ss SEE" Ж 
混合 系 综 ， 大 量 处 于 相同 的 宏观 条 件 下 、 性 质 完全 相同 而 各 处 于 某 一 量子 态 、 并 各 自 独 
并 的 体系 的 集合 称 为 混合 系 综 ; 纯粹 系 综 是 指 所 有 这 样 的 体系 都 处 于 同一 量子 态 . Ж. 
介绍 Green-Kubo 的 线性 响应 理论 , 把 在 弱 外 场 作用 下 引起 的 响应 与 物质 内 在 的 相应 性 质 
联系 起 来 , 得 到 各 种 的 输 运 性 质 、 波谱 等 , 即 得 到 各 种 涨 落 - 耗 散 关 系 , 其 中 , 涨 落 必 须 用 
第 5 章 中 介绍 的 时 间 相 关 函 数 来 表达 , 而 后 者 可 以 用 第 3 章 中 介绍 的 分 子 动力 学 模拟 来 
取得 . ; 
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6.1.1 НЕЕ 


先 介 绍 量子 统计 力学 的 一 个 基本 问题 , 即 量子 力学 中 的 纯 态 和 混和 台 态 . 过 去 讨论 体系 

的 量子 状态 都 是 可 以 用 Hilbert 空间 中 的 向 量 来 表示 的 , 现在 特 称 为 纯 态 . 两 个 纯 态 |) 
和 la} 登 加 得 到 的 态 , Вр 

lw} = [ус + фә) со (6.1.1-1) 


仍然 是 Hilbert 空间 中 的 向 量 , 故 还 是 纯 态 . 现在 将 纯 态 的 概念 作 如 下 推广 : 体系 处 于 混 
ê, 即 体系 并 不 处 于 一 个 确定 的 状态 中 , 而 是 可 以 处 于 一 系列 的 纯 态 بر‎ : k = 1(1)осо}. 
对 应 出 现 的 概率 为 {wi : k = 1(1)oo}. 总 概率 满足 


all 


Y lun = l (6.1.1-2) 
k 
不 和 失 普 遍 性 , 可 以 认为 (eÁ: К = (оо р 是 已 经 归 一 化 的 . 互相 线性 无 关 的 (这 里 尚未 要 
求 这 组 纯 态 {Ф| 是 某 一 特定 Hermite 算 符 的 本 征 态 集 , 也 未 要 求 已 经 正 交 化 ). 
可 见 , 体系 处 于 纯 态 的 情况 仅仅 是 处 于 混 人 台 态 的 一 种 特例 . A [6.1.1-1) PRR 
是 “相干 登 加 "”, 得 到 的 还 是 纯 态 ; 而 形成 混 台 态 的 是 “不 相干 登 加 ”. 
先 求 物 理 量 4 在 混 人 台 态 时 的 平均 值 . EROS, 求 一 个 物理 量 的 平均 值 实际 上 通 
过 两 次 平均 , 即 第 一 次 是 “量子 平均 ", 求 出 4 在 每 一 个 纯 态 |w.) 时 的 平均 值 Pe ЈА Fr: 
第 二 次 是 “统计 平均 ", 求 各 量子 平均 以 不 同 概率 出 现时 的 平均 值 , 即 


all 
(A) = Y ` wp (Py А) (6.1.1-3) 
k 


定义 密度 算 符 为 
p کے‎ > | Pr we i Pel (6.1.1-4) 
k 


以 下 为 了 说 明 任意 物理 量 的 平均 值 (А) SESER. 为 普遍 计 , 这 里 考虑 其 本 征 值 
为 混 台 谱 的 变量 , 即 本 征 值 既 可 能 离 般 也 可 能 连续 的 任意 变量 总 三 1 اس .اص‎ E 
Hilbert 空间 中 取 对 应 它 的 一 组 正 交 归 一 本 征 向 量 集 {.… |). 17). 其 封闭 关系 为 


5 |а) (el = 1 (6.1.1-5) 


其 中 , 1 为 恒 等 算 符 . 由 于 对 变量 z 可 能 是 连续 的 , 也 可 能 是 离散 的 , 所 以 对 ж 87 
号 用 5)-(, 它 兼 有 Y (o) 和 |а с) 的 功能 . 封闭 关系 式 非 常 有 用 . 


令 在 |z) 表象 中 , 密度 算 符 和 物理 量 д 对 应 的 算 符 A 的 矩阵 元 分 别 为 


(т |р| ж”) = р(жх') = (р), (6.1.1-6a) 
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和 
(ж |А|ж') = A(m;z")= (А)... (6.1.1-6b) 
其 中 , р. А 分 别 是 密度 算 符 р 和 算 符 A 对 应 的 矩阵 表示 . 据 此 , zÇ (6.1.1-3) 可 改写 为 


ы У шь (P| (5 |z) (æl) A (S |=”) (z1) |.) 
k 


all 


= SSX ч (Wl æ) (el A |æ") (z' |) 
k 


| ай 
= ا5‎ [> Шү 0) |z) (z| A |a”) = S 9 p (ae) А (z; z) 
k 


可 见 任意 物理 量 的 平均 慎 (А) 就 是 密度 算 符 p 和 算 符 A 的 矩阵 表示 р, А RARE (Ж 
散 集 为 求 对 角 元 之 和 , 连续 集 则 为 沿 对 角 线 积分 ) 
(А) = tr (pA) = tr (Ap) (6.1.1-7) 


ELICA tr (pA) = tr{på), tr (Ap) = tr (Ap). 尽管 起 先 推 导 是 在 o 表 音 中 开始 的 , 但 最 
后 平均 值 (А) 与 采用 的 表象 无 天 . 密度 算 符 p 又 称 统计 算 符 . 经 典 统计 力学 中 的 物理 量 


А (а, p)、 相 空间 积分 [аго 和 [arai азр) p(q,p) 分 别 对 应 于 量子 统计 力学 中 的 算 符 
A, tr(-) 和 (AY = tr (pA). 
6.1.2 ”密度 算 符 的 性 质 


密度 算 符 p 具有 如 下 性 质 : 

(1) trp = 1; ( ) 
(2) pt = р, B|] Hermite Ё; ( ) 
(3) p > 0, 表示 密度 算 符 是 正 算 符 , 即 密度 算 符 的 本 征 值 均 为 非 负 值 ; (6.1.2-3) 
(4) trp < 1, 等 号 仅 在 纯 态 时 成 立 . ( ) 
证 阴 

(1) EM |x) KS, 利用 密度 算 符 p 的 定义 式 (6.1.1-4) 和 封闭 关系 式 (6.1.1-5) 得 到 


all all all 
tro=5 (z|p|z) =S У (е |) шь (Pa| z) =Y we (Pal (Siz) (21) 19) = У رز‎ -: m 
k k k 
可 见 密度 算 符 p 迹 等 于 1 直接 来 自 总 概率 为 1 的 式 (6.1.1-2). 


all t all 
а (Smet) = Y ` (Vl) wš (1)! эсер Р 
k k 


HF RENTEN Hermite 共 辆 的 等 式 (ABC) = CBA Н Ж u, 为 实数 . 
(3) 设 密度 算 符 p 的 本 征 方程 为 


р|А) = |А)А (6.1.2-5) 
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所 以 , 本 征 向 量 {A} 77002207718 را‎ 


all all 
A = (Х| زدام‎ = YE (A |) وہ‎ (Ф А) = 3 we (А) 20 = 
k k 


最 后 一 步 的 根据 是 因为 (Pel NÛ 和 a, 都 是 正 实数 . 既然 所 有 本 征 值 2> 0, 则 密度 算 
符 р 是 正 算 符 . 
(4) ER |z) $, 利用 密度 算 符 p 的 定义 式 (6.1.1-4) 和 封闭 关系 式 (6.1.1-5) 得 到 


all 


trp? = © (z|p|z') (æ | p |z} = 5 Þ> z | Pe) шь ( abt (= т' | Bi) wi (Pi) т) 


all 
— Y ` apani (1Р\| (5 |ж) (æl) | Fe (Ф| 5 |z) (a'l) EA 
k,l 


all all 


= у wew {Ф| Фу (Ф| É) = > wandu = > < 1 E 


k,l 

以 上 最 后 一 步 的 根据 是 因为 0 < u, < 1 和 总 概率 为 1 的 式 (6.1.1-2). 同时 , 当 体系 处 于 
纯 态 时 所 有 的 概率 u, 中 只 有 一 个 为 1、 其 余 均 为 0, 故 式 (6.1.2-4) 中 等 号 仅 在 体系 处 于 
纯 态 时 成 立 . 


6.1.3 8 Liouville 方程 


以 上 将 体系 随时 间 的 变化 均 体 现在 状态 (|o, (ر2)‎ 上 , 而 认为 算 符 、 概率 {w} 与 时 
间 无 美 , 这 种 量子 力 ETRE Schrodinger в Я (picture). 若 将 体系 随时 间 的 变化 都 体 
现在 物理 量 算 符 یں رر‎ 上 , 而 状态 与 时 间 无 关 (包括 {| رھ‎ 与 概率 {ws}), 则 这 种 形式 
称 为 Heisenberg 绘 景 . 两 种 绘 景 在 描述 系 综 平均 上 是 等 价 的 , 也 是 相通 的 , 下 面 分 别 以 
上 标 *5”, Fn Жо, 

于 是 将 Schrödinger ЁЗ F ЖЕНЕР p WA 


all 


в? (ü) = > фу (t)) tok (Фу (| (6.1.3-1) 

每 个 纯 态 Фу (t) 随时 间 的 变化 服从 Schrödinger 方程 
ih; | Fx (t)) = H | ë, (t)) (6.1.3-2) 
这 里 Hamilton Ж ЇЇ н Ж Hermite 的 , 即 Hf = н. 将 式 (6.1.3-2) 两 边 取 Hermite 3384883 
аһа (p, (t)] = (Pr (018 (6.1.3-3) 


дї 
根据 式 (6.1.3-1), 得 到 


а 8 all 
وت‎ (E) = ih 5 (t)) шь ( Fk ol 


k 
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[us | Pk (t 7 tk (Фк (t)| 一 | Fi (t)) шь (in (Pk р 


all 
-> 
5 {H | Bi (t)) we (ЭР, 2 = | Pr (t)) we ) ج5‎ (t)| B) 
k 
= Hp” — p°H = |н, p° (t)] 


以 上 演绎 中 的 第 三 步 采 用 了 式 (6.1.3-2) 和 式 (6.1.3-3). 最 后 一 步 引 用 了 任意 两 个 算 符 的 

对 易 子 的 定义 [A,B] = AB - BA. 于 是 得 到 表达 混合 态 体系 状态 的 密度 算 符 服 从 以 下 式 子 ， 
افا‎ = |9, p° (t)] (6.1.3-4) 

ЕУ B FLiouville 方程 , 也 称 为 von Neumann 方程 , 是 密度 算 符 的 运动 方程 显然 ， 

将 纯 态 情况 下 的 Schrödinger 方程 推广 到 混合 态 情况 时 , 就 是 von Neumann 方程 . 密度 算 

符 虽然 称 为 “ 算 符 ", 它 实际 上 表示 体系 的 状态 , 而 不 是 代表 物理 量 的 算 符 . 密度 算 符 的 是 

阵 表示 称 为 密度 矩阵 , 密度 矩阵 中 的 “密度 "” 一 词 是 历史 形成 的 , 不 必 深 究 . 

在 Heisenberg RF, 密度 算 符 p 记 为 


all 
تام‎ =Y |) шь (Pal (6.1.3-5) 
k 


它 是 不 随时 间 变 化 的 量 . Heisenberg 绘 景 下 描述 的 是 算 符 随 时 间 的 变化 


H 
ad _ 


= — [H, AH )1([ (6.1.3-6) 


PRA Heisenberg 方程 . 
如 果 将 Schrödinger 绘 景 和 Heisenberg #239 Е چا تا‎ KEHEN Eh |Р!) 
和 АЗ, АН (t), 则 它们 之 间 有 关系 式 


АН (g) = EVNA 5 (6.1.3-7) 
Hamilton 量 是 一 样 的 , 即 
НН =H? (6.1.3-8) 
WORE EREE 
(А) 一 《更 (t) |° | 更 (E) = {РН [АН إری‎ By (6.1.3-9) 


两 个 绘 景 得 到 相同 的 平均 值 , 即 对 客观 世界 的 表述 是 相同 的 . 
体系 达到 定 态 时 ， 2р = 0, Ж [H, p] = 0, 即 密度 算 符 是 n MERX р = p (H), 它们 具 
有 共同 的 本 征 向 量 . 
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6.2 Green-Kubo 线性 响应 理论 


化 学 家 通常 过 到 的 情况 是 : 测量 体系 的 任何 物理 化 学 性 质 , 总 是 将 盛 有 处 于 热平衡 
体系 的 容器 放 到 测量 仪器 内 , 用 某 种 外 场 作用 , 如 电 . BE. 光 或 声场 等 , 然后 测量 体系 的 响 
应 . 化 学 家 就 是 通过 测量 这 些 响应 来 分 析 化 学 问题 的 . 除 强 激光 外 , 多 半 这 些 外 场 属于 能 
外 场 , 即 施加 外 场 之 后 体系 能 量变 化 远 小 
于 平衡 体系 的 总 能 量 ， 体系 受 外 场 作用 
后 就 随 之 稍 许 偏离 平衡 态 , 进入 近 平 衡 状 
态 ， 近 平衡 态 是 指 接近 平衡 态 的 非 平衡 
状态 ， 其 中 ， 响 应 与 外 场 呈 线 性 关系 . E 
然 , 近 平 衡 态 的 处 理 是 物理 化 学 实验 中 经 
常会 明 到 的 理论 问题 . 近 平衡 态 的 理论 处 
理 属 于 非 平 衡 统计 力学 . 

非 平衡 统计 力学 是 个 很 大 的 理论 体 
Ж. 包括 非 平 衡 的 所 有 情况 . 考虑 到 化 学 
中 的 实际 需要 , 故 这 里 仅 限 于 介绍 处 理 近 
平衡 体系 的 量子 统计 理论 线性 响应 ы 
理论 (linear response theory). ؤال لیا‎ Г ма / 
9.2 节 应 用 Green-Kubo 线性 响应 理论 导 
出 弱电 磁场 作用 下 分 子 通过 它 的 电 偶 极 ao, muqqa RR 
矩 吸 收入 射 光 的 谱 密 度 ( 即 分 子 的 红外 光 یی مشش‎ 
i). о в HAERA ARN A REER N n A E 
得 到 红外 光谱 . 同样 近 平衡 态 体系 的 其 他 ТСЕ: 时 间 相关 函数 ; MD: 分 子 动力 学 模拟 
性 质 也 可 以 在 线性 响应 理论 的 框架 下 得 
到 解决 [图 6.2-1). 


6.2.1 ЖАНЕ 


Green-Kubo 线性 响应 理论 是 处 理 近 平 衡 体系 的 量子 统计 理论 框架 . АЫ Schrödinger 
方程 等 价 的 量子 Liouville 方程 出 发 , 经 微 扰 处 理 , 求 出 体系 任 一 动力 学 量 系 综 平 均值 随 
时 间 的 变化 , 即 它 的 时 间 演 化 过 程 本 "101. 

设施 加 外 场 前 (时间 t < 0), 体系 的 总 能 量 算 符 和 密度 算 符 分 别 为 но 和 pn; 在 时 间 
t = 0 开始 对 体系 施加 外 场 , 此 后 体系 的 总 能 量 算 符 和 密度 算 符 分 别 为 H 和 o. 它们 分 别 
服从 量子 Liouville 方程 


AF‏ رہ پت راخ 


体系 的 各 种 TCF 


| 
120 = [Hu, Pol (6.2.1-1) 


和 
РЧ) = [H (t) , p (t)] (6.2.1-2) 
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假定 施加 的 外 场 是 一 个 弱 外 场 , 也 就 是 施加 后 体系 能 量 的 增 量 ہر‎ (т) 相对 于 Ho 来 说 是 小 
量 , 它 引起 的 密度 算 符 的 增 量 p (u) 相对 于 m 也 是 小 量 , 即 


H (t) = Ho 十 昌国 
| pli) = 'م + ہم‎ (D) نت‎ 
将 式 (6.2.1-3) 代入 式 (6.2.1-2) 展开 得 到 
{бв ЧӘ} L زم ور‎ = o, po] + lHo, p11 + گا‎ po] + 18Р (6.2.1-4) 
根据 式 (6.2.1-1), 再 略 去 二 阶 小 量 (i, p|, 近似 得 到 
LÛ ~ o, pC) + [E,po (6.2.1-5) 
在 没有 施加 外 场 的 时 候 密度 算 符 的 增 量 m (0) 时 应 当 为 零 , 即 有 初始 条 件 
م‎ (= 0) =0 (6.2.1-6) 


这 个 一 阶 常 微分 算 符 方程 有 一 个 初始 条 件 , 所 以 它 的 解 p' СЕ) 必定 是 唯一 的 , 如 下 : 
لم‎ (t) = (ih) ` | are їнө(#—т)/В ڑا‎ (r), po] ein 一 Th (6.2.1-7) 
0 


式 (6.2.1-7) 验证 如 下 , 首先 它 显然 满足 初始 条 件 . 再 将 它 代入 式 (6.2.1.5) 利用 公式 ( 见 
d qiy) | Е аы) | СД dq ар „ 
附录 式 (D.2-24)) £ L. dz /(т,у) -| dz f(a) + aE - f(p(), E 以 及 

Ho رط‎ е%е-т)/һ 对 易 , 就 得 到 式 (6.2.1-7). 
p (t) 求 得 后 , 就 可 以 从 密度 算 符 p (t) 求 出 该 体系 任意 力学 量 B( 对 应 的 算 符 为 B) 在 
任意 时 刻 t 的 系 综 平均 值 (B (t) 
(B(t)) = tr (p (t) В) = tr{(po + 'م‎ (t))B} 


= (B (0)\ + (iñ) `! [ dr tr { سیت‎ [H'{7), Pol енотлар] (6.2.1-8) 
徽 扰 前 力学 量 B 的 系 综 平 均值 为 (В (0)) = trfpnB). 式 (6.2.1-8) 对 于 任意 形式 的 弱 外 场 
都 适用 . 以 上 演绎 唯一 引入 的 近似 就 是 弱 外 场 近 书 ; 略 去 二 阶 小 项 [н', p. 
6.2.2 ”限定 弱 外 场 形式 为 Hit) = -Fit) .A 的 讨论 
以 下 对 弱 外 场 引 起 的 能 量 增 量 形式 限定 在 


H'(t) = -7)0۰ A (6.2.2-1) 


的 情况 作 讨论 , 其 中 , 限定 体系 性 质 A = Alq р) 只 是 体系 相 空间 变量 位 置 q = {а,} 和 
动量 p = (p,) 的 函数 , 而 不 是 时 间 的 显 函 数 ; 外 场 FIt) 只 是 时 间 的 函数 , 而 与 p ЯП q 无 
ж. 其 实 这 种 限定 形式 包括 的 范围 相当 大 , 物质 在 电磁 场 作 用 下 的 行为 都 在 此 类 . 外 场 为 
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电场 或 磁场 时 , 性 质 A r] {ЖЖП ЕН WAR SERIE. 大 部 分 物理 化 学 测量 、 谱 学 都 在 
此 讨论 范围 内 . 将 式 (6.2.2-1) 代入 式 (6.2.1-8), 得 到 


(B(t)) = (В(о)) + (iA) ۱ dr F(7) -tr {po [A,B(t — ((( 


这 里 运用 了 Heisenberg 2204 B(t) = eV Be ot, 进而 , 施加 弱电 磁场 后 力学 量 В 的 变 


化 
(AB(t)) = (В(0) - (В(о)) = | dr F(r) ٠ Spalt- 7) (6.2.2-2) 
其 中 , 定义 响应 函数 为 
gpalt) = — (ih)! tr {po ,(ق)ھ]‎ AJ} = - Gñ) `! (800), АЈ), (6.2.2.3) 


其 中 , 响应 函数 posa 的 第 一 个 下 标 B 为 响应 , 第 二 个 下 标 4 为 外 力 所 作 用 的 “内 因 ”; 
(уо 指 热平衡 时 的 系 综 平 均值 tr {po…-}， 响 应 函数 表征 体系 在 外 场 作用 下 产生 的 弛 
B. HERATA, 是 物质 的 内 在 性 质 . 在 响应 函数 是 Dirac б 函数 的 特例 下 , HEM 
应 消失 , 只 有 几时 效应 . EER (6.2.2-3) 还 不 能 用 到 经 典 场合 , 原因 在 于 此 时 对 易 子 趋 于 
0, Planck 常量 近 于 0. 于 是 陷入 经 典 场合 时 的 响应 函数 (Panag, = 0/0 的 困境 . 杰出 的 日 
本 统计 物理 学 家 久保 亮 五 (Ryogo Kubo) 巧妙 地 解决 了 这 个 困难 . 


6.2.3 Kubo 变换 
设 算 符 At) 不 是 温度 T 的 显 函数 , X 8 三 1 (ET). $ 


8)8) = e" ] ,)و‎ ee] ` 623-1 
显然 式 (6.2.3-1) 满足 lim 8(0) = 0. 将 式 (6.2.3-1) 对 8 求 偏 导 , 得 到 239089 = e 
[A(E), Ho] مات‎ 再 将 后 者 两 边 变量 8 换 成 بر‎ 对 和 作 0 到 8 的 定 积分 , 


з а B З 
| 8ة‎ )۸( = s(8) – 8(0) = -| dA eso [A(t), Ho] e ` Ae 
于 是 证 得 А 
]۸)6(, e7] = فی‎ | dA eve [а(е), Ho] e7 (6.2.3-2) 
0 


称 为 Kubo 的 算 符 恒等式 . 定义 任意 力学 量 Ап) 的 Kubo 变换 为 
1 [P 
A(t) = 3| dA ехо ع( ) پر‎ 7> (6.2.3-3) 
A Jo 
于 是 算 符 Мт) 的 Kubo 变换 为 


= 1 月 I 
Мө = 5 | ДА е^#еА -یرو‎ А80 (6.2.3-4) 


0 


A(t). 根据 Heisenberg 方程 ihÀ(t) = [At Hoa], 可 将 Kubo 算 符 恒等式 写 为 


4+ 第 6 章 近 平 衡 态 的 量子 统计 理论 
[А(@),е—#не] 一 -ifi fe ۵)1 t). 再 考虑 到 平衡 时 的 密度 算 符 Ро = ne 所 以 总 有 
[A(t), ро] = —ihñpoÀ(t). (6.2.3-5) 


义 考 虑 到 恒 有 tr (C [B, D]} = tr {CBD — CDB} = tr {CBD — BCD} = tr ([C, B] D}, 
故 可 将 响应 函数 ( 见 式 (6.2.2-3)) 改写 为 


Prat) = — (ih) `! tr {po [B(t), АЈ) = — (iñ) `! tr (ро, B(0)] А} = (iñ) `! tr {hpoB(t) A} 
即 
salt) = ñ (BDA), (6.2.3-6) 
这 样 Kubo 就 解决 了 经 典 极限 时 0/0 的 困难 . 
讨论 
(i) palt — oo) = 0 (6.2.3-7) 
(ii) PpaAl—t) = #an(t) (6.2.3-8) 


后 者 将 时 间 反 演 与 因果 的 倒 易 性 联系 起 来 了 . 
(2) МЕ (6.2.3-3) 可 以 求证 : FFF A(t) 的 Kubo 变换 А (t) 实际 上 就 是 算 符 At 
典 极限 ， 
lim A(t) = A(t) (6.2.3-9) 


证 明 ”因为 式 {6.2.3.3)， 所 以 算 符 А 的 矩阵 元 (À) = @jJš|n) = Га 
тт Ё Jo 
(п |e ac ( nn， 这 里 记 {jn)}, {en} 分 别 为 算 符 Ho 的 本 征 向 量 及 对 应 的 本 征 值 ， Ж 


而 ; 
OMIE | ےر‎ хм. 
它 的 经 典 极限 
j (А), he (+ Pen =e g (en = er)" +°] a) 
即 (А), = (A),,,, ‚Уп, n’, 所 以 lim М) = A(t). = 


3) 经 典 场合 下 的 响应 函数 : 综 上 所 述 ， وہ‎ СМ palt) = — (ih) `` - 
5 Pq (WÈ (6.2.2-3)), 经 过 Kubo 变换 得 到 6, 1 ) = (ÈA) ( 见 式 (6.2.3-6)), 其 


中 , 算 符 Bit) 根据 式 (6.2.39), 它 的 经 典 极限 为 lim B(t) = = B(t). 因此 , 经 典 场合 时 的 响应 
函数 为 | 
Fpalt)ler = 8 (B(t) А(О)), (6.2.3-10) 
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从 中 可 见 求解 近 平 衡 态 时 体系 对 弱 外 场 的 响应 函数 实际 上 只 需要 对 热平衡 态 求 系 综 平均 
就 行 . 再 代入 式 (6.2.2-2) 得 到 


(AB(t)) = 2 dr F(r) ۰)ھ)0(ظ)٤‎ — т)) (6.2.3-11) 


RERE Ca 中 的 下 标 . 从 式 (6.2.3-11) 可 见 求 (A B(t)) 的 问题 可 归结 为 求解 力学 量 A 
A B 2 [н] Їн] 422 РА (| А(о)в(т)). 实际 上 , FAME. 输 运 和 涨 落 行为 的 表述 都 离 不 
开 时 间 相 关 函 数 . 时 间 相 关 函 数 是 非 平 衡 统计 力学 的 基本 工具 之 一 . 关于 时 间 相 关 函 数 详 
见 5.3 节 . 

注意 到 用 分 子 动力 学 作 计 算 机 模拟 实验 , 原则 上 可 以 得 到 任意 两 个 力学 量 的 时 间 相 
KAM, 因此 也 就 可 以 由 式 (6.2.3-11) RA (ABN). 这 是 一 个 非常 宽 闪 的 领域 . 人 们 过 去 
熟 番 依据 统计 热力 学 可 以 通过 配 分 函数 求 得 体系 的 任意 热力 学 性 质 ， 现在 依据 非 平衡 统 
计 力 学 中 的 线性 响应 理论 , 可 以 通过 时 间 相 关 函 数 求 得 近 平 衡 态 体系 中 任意 一 个 动力 学 
性 质 的 变化 . 

{Н ЖЕШ, 线性 响应 理论 中 的 “线性 ”只 是 指 微 扰 处 理 时 省 略 二 阶 小 量 的 意思 , 所 以 
它 能 够 处 理 弱 外 场 作用 之 下 的 所 有 非 平衡 过 程 中 的 问题 . 
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根据 62 节 人 刘 绍 的 线性 响应 理论 ， 可 以 从 式 (6.23-11) 通过 模拟 时 间 相 关 函 数 
(AB) 来 求 得 在 施加 弱 外 场 后 力学 量 B 的 变化 值 {AB())， 以 下 仅仅 列举 了 一 些 
用 线性 响应 理论 计算 此 类 性 质 的 表 式 , 用 以 说 明 其 应 用 范围 之 广 1231: 

(1) 平 动 扩散 系数 | 

1 [° ۱ 
p=; | dt (0,0) ve ld) (6.3-1) 
0 


这 里 o, (t) 为 土 时 刻 分 子 质心 的 速度 向 量 【 详 见 8.1 35). 
(2) 化 学 反应 速度 常数 


1 [” йз وی کے آأر‎ 
k, = = |, dt e (N (0) Ñ (8)) (6.3-2) 
这 里 N (t) 为 上 时 刻 的 粒子 数 N (t) 关于 时 间 的 导数 . 
(3) 红外 光谱 的 谱 密 度 
Iaw) = = | dt 'سنے‎ (M(0) - M(t)) (6.3-3) 


这 里 ми) 为 上 时 刻 体系 的 电 偶 极 矩 向 量 ， 只 要 把 谱 密 度 I(w) 中 的 变量 从 角 频 率 变换 
成 波 数 就 得 到 整个 红外 光谱 的 理论 值 , 所 有 的 峰 位 、 峰 形 的 信息 全 部 在 内 了 . 将 在 应 用 篇 
的 第 9 章 分 子 光谱 的 模拟 中 介绍 代表 整个 红外 光谱 式 (6.3-3) 是 怎么 从 第 一 原理 演绎 得 
到 的 . 

(4) 电导 率 张 量 


ты = 7 [ dte اس‎ (Ј, (0) بر‎ 0 (6-3-4) 
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Ë 
这 里 J, 为 到 方向 的 电流 密 应 , J. = 3| dAd Ј,е АН 是 J 的 Kubo ات‎ 
0 


(5) 热 导 率 
К = Е s | dt (5 (0) -S (t) (6.3-5) 
这 里 S(t) 为 上 时 刻 的 热流 向量 , 单位 时 间 通 过 单位 截面 的 热量 . 
(6) 06 ۶ 
= TF пт |, dt (J> (0) J> (t)) (6.3-6a) 
体 黏度 
т = пт |, 4 TELLO” (0) J (2)) (6.3-6b) 
这 里 Y 为 体系 体积 . 张 量 Jh 的 定义 为 
سد‎ у а + УВЕ (3%), а,6= 1,2,3 (6.3-6е) 


其 中 , Rijs R j FF br 8 E ВА ЕЛАК а 分量; pja 为 对 应 的 动量 分 量 ; F. {ЕШ 
在 j 号 分 子 上 的 力 在 笛 卡 儿 坐 标 中 的 а 分 量 ; т, 是 j 号 分 于 的 质量 ; 而 均值 (7) 是 体 
REM P. 内 能 E 和 体系 粒子 数 的 函数 


《Joy = дь [> + رت‎ (N — (N)) + +55 (E 一 (5)} (6.3-6d) 
(т) 核磁 共振 中 的 磁化 率 张 量 
xu (ш) = اج‎ ۵۷۶۰۰۰۶ (Nt, (0) м, (4)) (6.3-7) 


这 里 M, (t) رد‎ t FAERIE M, (t) 的 时 间 导数 ; M, (0) 为 M (0) 的 Kubo 
变换 . 
(8) 液体 中 的 摩擦 系数 


Ра а (Е (0) . Е (0) (6.3-8) 
这 里 ЕП) 为 t 时 刻 分 子 受 周围 总 的 作用 力 . 
(9) 电极 化 率 
r 1 2 i T = 4 
a (u) = سے‎ (М) - ا‎ ане (М (0) - M (0) (6.3-9) 


这 与 Clausius-Mossotti 公式 - аш کت خلت‎ 密切 有 关 . 这 里 M (t) 为 t+ 时 刻 体 系 的 


На BE زا‎ Ж, w элик, E (ш) میں‎ V 为 体系 体积 . 

仅仅 通过 以 上 列举 的 表 式 无 疑 可 以 看 到 : 那么 多 化 学 上 非常 重要 的 行为 都 可 以 在 量子 
统计 力学 的 基础 上 统一 归结 为 求解 某 个 力学 量 4 和 BB 之 间 的 时 间 相 关 函 数 ¿A(0)B(t)). 
体会 到 量子 理论 与 化 学 联系 之 范围 与 深度 均 超出 了 通常 的 认识 . 
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应 用 局 


第 7 章 Ж 化 学 


“起 先 , 量子 化 学 成 功 地 准确 计算 了 各 种 分 子 性 质 , 这 标志 着 Dirac 开创 的 
时 人 慌 的 第 一 阶段 ; 下 一 阶段 现在 刚刚 开始 , 在 这 一 阶段 里 化 学 自身 的 一 些 
[有 别 于 物理 的 ) 基本 概念 特 经 历 一 场 从 (ERS) ИЖ. (RESO) 重新 定 
义 到 【概念 ) 统一 化 的 变革 .” 

美国 理论 化 学 家 Robert G. Parr 在 1975 年 的 断言 . 他 率先 明确 提出 用 第 一 
原理 统一 化 学 概念 , 创立 了 严格 的 电 负 性 和 绝对 硬度 的 概念 . 录 自 他 和 杨 伟 涛 教授 的 
تا‎ Densitu- Functional Theory of Atoms and Molecules, 第 11.4 7 


热 化 学 性 质 是 计算 化 学 反应 平衡 行为 的 基本 依据 , 所 以 它 是 分 子 模拟 的 重要 内 容 . И 
算 热 化 学 性 质 的 理论 依据 是 统计 热力 学 , 只 要 得 到 分 子 的 配 分 函数 , 则 所 有 的 热力 学 性 质 
都 可 以 求 得 . 热 化 学 性 质 包 括 内 能 、 6. MW. Helmholtz 自由 能 和 Gibbs 自由 能 ， 以 及 随 
之 涉及 的 定 容 热 容 、 定 压 热 容 等 . 

化 合 物 的 生成 是 指 在 反应 进行 的 温度 及 latm 压力 下 , 由 最 稳定 的 单质 合成 1mol 
该 分 子 物质 时 的 化 学 反应 热 (温度 未 作 规定 )， 当 温度 为 25 °C 时 , HPS RU ERGS PR ARR 
ЖЕЛ. 

本 章 首先 要 计算 气态 分 子 的 热力 学 性 质 , 利用 统计 热力 学 中 关于 近 独 立 子 体系 的 理 
论 就 能 够 解决 ， 热 化 学 中 涉及 炳 的 性 质 , ШИ S. Helmholtz 自由 能 F 和 Gibbs 自由 能 
G. 是 不 能 直接 模拟 得 到 的 .因为 它 涉及 是 否 能 够 达到 准 遍 态 历经 的 问题 . 可 是 对 于 化 学 
平衡 问题 . 自由 能 的 计算 是 非常 重要 的 . 这 里 将 介绍 自由 能 计算 中 的 热力 学 微 扰 法 和 热力 
学 积分 法 . 


71 热 化 学 性 质 的 统计 热力 学 原理 
鉴于 统计 热力 学 的 篇 幅 相 当 大 , 所 以 这 里 介绍 的 只 是 一 个 梗概 . 进一步 的 详细 讨论 要 
参考 统计 热力 学 的 有 关 著 作 ھا‎ 
7.11 子 的 配 分 函数 和 体系 微观 状态 总 数 
气 坊 化 学 物质 一 般 都 可 以 用 独立 子 模型 来 处 理 . 体系 总 能 量 


М 
к= У` (7.1.1-1) 
لاک‎ 


其 中 , N 是 体系 的 粒子 总 数 , е, 是 第 i 号 粒子 的 能 量 . 独立 子 体系 中 , 粒子 的 能 谱 结 构 不 
受 其 他 粒子 的 影响 , 这 样 就 可 以 直接 使 用 量子 力学 理想 模型 的 解 , 如 三 维 平 动 子 、 直 线 刚 
性 转子 、 一 维 简 谐 振子 等 模型 ， 设 法 把 真实 分 子 的 总 能 量 < 分 解 为 各 种 运动 方式 的 能 量 
之 和 , 即 分 解 成 该 分 子 质心 的 平 动能 =... 绕 质 心 的 转动 能 بے‎ 该 分 子 内 部 的 振动 能 evin， 
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分 子 内 电子 运动 的 能 量 su 等 项 之 和 , 如 有 外 场 (如 外 电场 ) 则 还 要 加 上 与 外 场 的 作用 能 


Eet F, 
£ = Etr + Erot + Evib + Eel + бах (7.1.1-2) 
对 于 每 一 种 运动 方式 , 粒子 的 配 分 函数 都 可 以 表 为 
level state 
а= و‎ 9 es = Y a (7.1.1-3) 
x k 


其 中 , p= = T 为 温度 , 对 该 种 运动 的 能 级 j 加 和 , gj 为 该 能 级 的 简 并 度 , c; 为 该 能 级 


的 粒子 能 量 , 其 中 又 可 写成 对 量子 状态 丰 的 加 和 , sx 为 该 量子 状态 的 粒子 能 量 . 粒子 的 配 
分 函数 就 是 粒子 有 效 状 态 的 总 数 , 有 效 程 度 的 折算 率 就 是 Boltzmann 因子 е8. 每 个 能 
级 赁 其 有 效 状 态 数 gje-58 在 有 效 状态 总 数 g 中 所 占 的 比例 来 绝对 平均 分 配 所 有 的 粒子 
м. 处 于 第 j 个 能 级 上 的 粒子 数 为 

-eË 


бу = (7.1.1-4) 


对 于 这 样 N 个 全 同 离 域 子 的 体系 , 体系 微观 状态 的 总 数 为 
o= [[ 7 (7.1.1-5) 


这 里 对 粒子 能 级 黑 乘 . 理由 是 车 每 个 粒子 都 是 可 分 辨 的 , 则 每 个 粒子 在 该 能 级 里 都 有 9g， 
种 选择 , 于 是 n; 个 粒子 在 此 能 级 中 可 以 产生 gw 种 “花样 ". 可 是 实际 上 是 全 同 粒 子 , 所 
以 上 面 计 算 的 微观 状态 数 多 算 了 n! 倍 要 扣除 . 再 运用 Stirling 近 羽 公式 ; 只 要 整数 N 不 
太 小 就 有 In N! = N In N – №, 再 因为 式 (7.1.1-4) M (7.1.1-1), 所 以 式 (7.1.1-5) 可 改写 


E 

level п; level ты пу 

os П (2) -JI (6 еә) 9 اھ‎ ep 
j т; ў ( е) (N/e) j Я 


即 


۶ 


f) == سا رھ‎ (7.1.1-6) 
= 2 
讨论 
Û = 1/ (ksT) MEA XE KRE 了 深刻 , 从 分 布 的 角度 统一 了 正 温度 与 负 温 度 . 说 
明 分 布 决定 温度 , 于 是 温度 的 概念 不 再 局 限 在 宏观 领域 


7.1.2 3), 振动 ' 转动 的 配 分 函数 
分 子 的 热力 学 性 质 本 质 上 是 分 子 各 种 运动 的 体现 . 分 子 的 运动 包括 分 子 质心 的 平 动 
运动 ,分子 绕 其 质心 的 转动 , 分 子 内 原子 之 间 的 振动 运动 和 分 子 中 电子 的 运动 , 如 果 还 有 


外 加 的 电磁 场 那 么 还 需 考虑 分 子 在 电磁 场 中 的 运动 . 在 通常 化 学 研究 的 温度 范围 内 电子 
处 于 基态 , 难以 激发 到 高 的 电子 能 级 . 所 以 这 里 就 讨论 分 子 的 平 动 、 振动 和 转动 三 种 运动 
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方式 , 这 是 将 来 讨论 它们 各 自 对 体系 宏观 热力 学 性 质 贡 献 的 依据 .讨论 这 三 种 运动 的 基 
础 是 对 三 维 平 动 子 、 一 维 简 谐 振子 和 刚性 转子 的 讨论 . 
رم‎ 三 维 平 动 子 的 配 分 函数 ， 三 维 平 动 子 的 能 量 可 根据 三 维 a x b x c 57620۳ 


Schrödinger 方程 的 解 得 到 四 
h? | تہ‎ п2 т> 
S= E (7.1.2-1) 


其 中 , 三 个 方向 上 的 平 动量 子 数 ns,ny,ns = 1(1)oo. 可 见 平 动 有 零点 能 , 只 是 太 小 而 子 
不 计 . 于 是 三 维 平 动 子 的 配 分 函数 为 


ir = 3 E 
Е [> 785) P 3 [> 73) = 4-99: (7.1.2-2) 
nz=l ry =1 ns=1 
在 三 个 平 动 自由 度 方向 因子 化 , 如 其 中 ， 
qz = > کت‎ (7.1.2-3) 


Tt =l 


Ф 2 = سے‎ 常温 下 al = 10-16( 量 网 为 一 ), 极 小 . 所 以 式 (7.1.2-3) 中 加 和 可 以 作为 连 


续 变量 的 积分 处 理 ， 
لا‎ dn, ez = #— VÄ ے‎ =ч (7.1.2-4) 
ü 
这 里 运用 了 Gauss 积分 公式 ( 见 附 录 式 (D.2- ны 于 是 
3/2 
سے سے‎ abe ے‎ РА (7.1.25) 
д, 1/2 
, z 
an (=r) A 
称 为 该 平 动 子 的 de Broglie 热 波长 . 
(2) 一 维 简 谐 振子 的 配 分 函数 : 一 维 简 谐 振子 的 能 级 可 从 Schrödinger 方程 的 解 得 
到 回 ， | 
Ev = (° + 5) hu, Yv = 0 (1) оо (7.1.2-7) 


其 中 , RFK 2 - کے‎ ,为 振动 量子 数 , u 为 折合 质量 , w 为 角 频 率 , у 为 力 党 
л 2л 


数 . 可 见 振动 运动 有 零点 能 hu/2; 所 有 振动 量子 态 都 是 非 简 并 的 . 根据 式 (7.1.1-3), 得 到 
一 维 简 谐 振子 的 配 分 函数 


yn (7.1.2-8)‏ ٤۵ھ‏ = سم = ربق 


=й 
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若 温度 足够 高, 使 得 振动 能 级 充分 开放 , 则 可 利用 公式 С x" = 一 (|z| < 1) 得 到 


== 
e huB/2 
] 一 prhe 
这 就 是 经 典 极限 时 的 一 维 简 谐振 子 的 配 分 函数 . 注意 它 的 能 量 零 标 在 振动 基态 v= O 以 
下 he/2 处 . 如 果 将 能 量 零 标 改 设 在 振动 基态 处 , 则 简 谐 振子 能 级 为 E, = uhu. اجار‎ Ji 
极限 时 的 一 维 简 谐 振子 的 配 分 函数 应 为 


ivib = (T. 1 2-9) 


1 
yib = 1 — a—huñ — e wå 


(3) 刚性 转子 的 配 分 函数 : 刚性 转子 的 讨论 先 从 直线 刚性 转子 开始 , 然后 推广 到 三 维 
刚性 转子 . 根据 Schrödinger 方程 关于 直线 刚性 转子 的 解 问 , 直线 刚性 转子 的 转动 能 级 为 
Ert = رغ‎ = J (J +1) a )7.1.2-11( 


其 中 , 转动 量子 数 J = 0(1)oo, h = h/ (2л), 了 为 该 直线 刚性 转子 的 转动 惯量 (对 于 双 原 
子 分 子 = игй, н = 一 一 2 为 折合 质量 , ro 为 平衡 键 长 )， 可 见 转 动能 级 的 简 并 度 


ma‏ + ر771 
同时 转动 运动 没有 零点 能 .‏ ;1 + 27 = رو 
因为 转子 的 配 分 函数 wo 是 有 效 转动 状态 数 之 和 . 所 以 尽管 是 刚性 转子 , 对 于 具体 的‏ 
分 子 必 须 考虑 其 旋转 过 程 中 是 否 有 重复 的 微观 状态 出 现 . 若 有 , 则 不 能 重复 计算 . 故 要 在‏ 
转子 配 分 函数 的 表达 式 里 引入 对 称 数 (X 712-1). 于 是 实际 分 子 转动 的 配 分 函数 应 为‏ 


1 ` n- Eg 
drot = е 2 ' 即 


(7.1.2-10) 


1 کے‎ -Ji А2 
фа = — У (27 + 1) e 4715 (7.1.2-12) 


F Oz МНа CHa HC—CHa SO CaHa 
آ7‎ EE Сз Съ, Та Dan Dah Dah 
对 称 轴 Ca Cy Сз, Са 2С» Ca, Cau Св, Съ, 

Ж т 2 38 l2 4 6 12 


分 子 转动 能 级 间隔 的 量 级 在 کے‎ 左右 ,一般 其 能 量 相当 于 温度 在 10 ~ 10K. 当 
Tg € 工 ( 室 温 时 一 般 均 能 满足 ) 时 称 为 经 典 极限 . 此 时 对 于 粒子 的 动能 而 诗 离 散 的 
转动 能 级 间隔 显得 相当 小 , 可 以 当 作 连 续 谱 来 处 理 , 于 是 分 子 转动 配 分 函数 的 经 典 极限 为 


1 = 5 2 1 [°° а 
ы» :| (2J + 1) e 0+0 татаар = 3 e+ d [J (J +1) 
T Jo T Jo 


_ 1 (_21ЁвТ [а 1+1) фр 
O h 0 


USE VF 35 7 165.‏ پر جا ےب پل т‏ 


w" 21:527 
rot ley, == چس‎ (7.1.2-13) 
光谱 学 中 令 В = 15, 称 为 转动 常数 , 故 直线 刚性 转子 配 分 函数 的 经 典 极限 即 高 温 极限 为 
rot loy, = a (7.1.2-14) 


直线 刚性 转子 实际 上 是 个 二 维 问题 , 适用 于 线 型 分 子 . 而 对 于 其 他 形状 分 子 的 转动 


运动 就 是 一 个 三 维 刚性 转子 的 问题 了 . 把 它 的 配 分 函数 golo, = A 推广 到 三 维 , 
得 到 三 维 刚性 转子 的 配 分 函数 的 经 典 极限 为 
3/2 
tolor = - ; (222) جآ جآ ۸رآ س۷‎ (7.1.2-15) 
其 中 , Га, Гь. Ic 分 别 为 分 子 三 个 转动 主轴 的 转动 惯量 . 定义 三 个 转动 常数 (单位 : cm ') 
_ h2 Е p? 7 h? 
T م97۸‎ В = Tahe’ G= Sio (713416) 
它们 可 以 从 转动 光谱 测量 到 . 
以 上 内 容 小 结 见 表 7.1.2-2. 
3E 7.1.22 ”分子 各 种 运动 的 配 分 函数 及 其 经 典 极限 
运动 HIERE Ө ۶۷80+ الا‎ ( 当 T 0 时 ) 子 的 配 分 函数 
平 动 10-17K & = (5 2 з), meler = (aT y 
ж (ЖЩ) же 1 Ei +نانے رں رو‎ ar кейс, = 1 1. - 3 GRAI) 
40K (PAH) 7 J= 
1 кету? 
walen = Z ` Í h ) Ах E 
振动 300K fwib = F аа riblon = سد‎ di و پور‎ 
电子 更 高 Jal = go( 电 子 基态 简 并 度 ) 


7.1.3 多 原子 分 子 的 配 分 函数 


根据 以 上 叙述 可 以 推广 到 多 原子 分 子 的 场合 . 多 原子 分 子 的 运动 可 以 分 解 为 它 质心 
的 平 动 运动 、 绕 质心 的 转动 运动 . 它 内 部 的 多 个 简 正 振动 运动 和 电子 的 运动 , 且 在 相当 不 
错 的 近似 下 可 以 认为 这 些 运动 之 间 是 相互 独立 的 . 这 样 就 是 一 个 近 独 立 子 体系 . 故 多 原子 
分 子 的 能 量 为 各 种 运动 能 量 之 和 


E = Etr + Erot + Evib + Eel (7.1.3-1) 


多 原子 分 子 的 配 分 函数 


atate 


q= у е-®#(ЁвТ) (7.1.3-2) 
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其 中 , 对 微观 状态 的 加 和 意味 着 对 于 相应 的 运动 量子 数 的 加 和 


state 


тз‏ اہ ا 
其 中 , elv, J A n 分 别 为 电子 、 RB. 转动 和 平 动 运动 的 量子 数 . 所 以 分 子 的 配 分 函数 可‏ 
写 为‏ 
а= Уе = > >> Yelena teve е)‏ 
سر ]= Ике}‏ چ 
v J V -‏ 
Bp‏ 


q = gelgvibgrotgtr (7.1.3-5) 
其 中 , 等 式 右边 的 各 种 运动 的 配 分 函数 分 别 等 于 式 (7.1.3-4) 右边 括号 中 对 应 的 每 一 项 , 如 
qa = Уе" 等 . 可 见 能 量 的 加 和 性 与 配 分 函数 的 乘积 性 对 应 . 若 具体 问题 还 涉及 其 他 
ЕШ, а, 需要 相应 地 多 加 一 项 能 量 
E = Eal + Evib + Erot 十 Etr + Eother (7.1.3-6) 
这 样 它 的 配 分 函数 也 要 多 加 了 一 项 


q = Фа Ьо гое (7.1.3-7) 


多 原子 分 子 的 振动 运动 要 拆 解 为 简 正 振动 ( 详 见 9.1 节 ), 此 时 分 子 总 的 振动 能 量 为 


aN —6‏ 5ا-۔ ۷ر3 
Evib = У а= У ("+ + z) m (7.1.3-8)‏ 
这 里 是 对 各 简 正 振动 模式 加 和 . НА . 分 子 总 的 振动 配 分 函数‏ 
کات 为 JW‏ 
vib = П (dui); (7.1.3-9)‏ 


其 中 , (qa), 为 第 i PPI Est tunu zy РА Ж. 
对 于 单 组 分 的 气体 体系 , 可 作为 全 同 的 近 独 立 子 处 理 . 所以 无 论 分 子 的 内 部 结构 多 
Жылт, 都 可 以 从 分 子 的 配 分 函数 q 求 得 气体 体系 的 配 分 函数 О 


Q= g” (7.1.3-10) 
= کے‎ 1. 


其 中 , N 为 体系 的 分 子 数 . 


72 配 分 函数 与 热力 学 量 | 167. 


72 7р لے رر رط‎ ht 
设 (мут) 的 全 同 粒子 体系 , 体系 的 配 分 函数 为 


level 


Q = У ñ e maT (7.2-1) 
j 
其 中 , 对 体系 的 能 级 加 和 , 第 ; 个 能 级 的 能 量 E, 简 并 度 O, 经 典 极限 时 ， 
Q = NE [аас 2 ат (7.2-2) 


其 中 ， 1/۷ 为 爹 同 离 域 子 体系 的 校正 因子 , 动量 p 三 {pi Pr (پرص‎ 位 置 q = {n 
йз. ,gy}. 对 于 保守 体系 ( 即 非 耗 散 体系 ), 体系 的 总 能 量 E (р, q) 等 于 动能 T (p) 与 势 


能 نا‎ (q) 之 和 ， 
E (p,q) = T (p) + نا‎ (q) )7.2-3( 
FER (7.2-2) 可 写 为 
Q= = {а | مود‎ Terror | asas Z ای‎ (T) |aae б/т (7.2-4) 
其 中 ， 
1 1 
q (T) = { рах ہیں‎ (7.2-5) 


代表 一 个 子 的 动能 对 体系 配 分 函数 Q 的 贡献 . 
该 体系 任意 物理 量 B (р, д) 的 系 综 平均 值 为 


level 


(B) = > 0 B, (p. q)P, (7.2-6) 


1 2 ) 


(В) = | crias, q)P (p, q) (7.2-8) 


其 中 , 微观 状态 (р, q) 出现 的 概率 


e E(p,q)/ (kn T) 


P (p, q) = 6 (7.2-9) 


这 是 一 个 很 有 用 的 式 子 , 表示 体系 处 于 某 个 宏观 状态 时 任意 物理 量 B 的 系 综 平 均值 
等 于 对 那 一 个 宏观 状态 所 含有 的 所 有 微观 状态 的 该 物理 量 的 取 值 Blp,g) 作 平 均 . 实际 
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OOU‏ ا ا 


证 明 只 有 这 样 的 理论 值 才能 与 实验 值 作 比较 . 当 式 (7.2-8) 中 的 B 是 体系 能 量 时 , 体系 内 


能 
(E) = | anaq, q)P (p,a) (7.2-10) 
زط‎ GERA FARRAR: 
(1) 体系 内 能 
1 _ aE. Ain Q a ЭО 
= کے‎ Ее БЕ = | — = bar? | * 
اس‎ | ( дв > ای‎ ӘТ ۶ ти) 
证 明 ”因为 (E) = = ر‎ Q = У. ںی سج‎ 
Əln Q _ 1 6 e AE — _ 
(29, W پت‎ 2-E رف‎ 
түл __ 1 i E 1 > 
再 根据 ӘЗ = д (кт) = ہیں جح‎ 所 以 得 到 式 (7.2-11). = 
(2) Helmholtz 自由 能 
F = —kpT Q (7.212) 
证 明 لے‎ f = —-kaTlnQ, 于 是 引用 式 (7.2-11) 得 到 
р _ _ [90 _ y =k | 2 | Е? 
ы! =A дв | = تد - ھا‎ [元 ( تھا‎ ۶ 02 


根据 热力 学 , 粒子 数 固定 的 体系 , 它 的 Helmholtz 自由 能 的 增 量 dF = -SdT — рау. 所 以 


ГЩ 
Э Е ӘТ | =>) 
ЖЛЕ ( )| = рота | Хм مار‎ 
5 | N.V haz ЕвТ 5 ӨТ 


N.V 


-5 


e - F+ST=E 


T >‏ ۔- 


А 8 /f—F 2 Of - Е)‏ م 
Bl ЕЕ‏ ,0 = 7 کے ( [эт‏ >ز 再 将 上 式 和 式 (72-13) 相 加 , 得 到‏ 


那么 , F 和 上 之 间 是 什么 关系 呢 ? 如 果 体 系 温度 ТОЁ OK, 则 体系 必定 处 于 基‏ نے 
level‏ 


态 Fo. >۴ 05 为 体系 基态 的 简 并 度 , 所 以 体系 配 分 函数 为 Jim Q = lim ےج‎ е8 = 
k 


fe 3F, [М fo = lim f = lim [-keT 10] = —keT ln fh + Eo XAA T — 0K 时 
F = رط‎ — Т0, 所 以 与 上 式 相 比 ， 可 见 只 要 规定 ОК ШЖ So = keln, И] f = F. 于 
是 得 到 式 (7.2.12). ш 


T3 半 经 验方 法 中 的 热力 学 量 169. 


从 统计 力学 上 看 , r = 1 相当 于 S, = 0; (à > 1 相当 于 S, > 0. 这 样 就 理解 了 Nerst 
的 热力 学 第 三 定律 的 意义 , T W T PIER ERR SV. 


(з) 压强 的 均值 
(р) = kaT k 2 _ (7.2-14) 
证 明 ”因为 压强 的 均值 (р) 2۴ -98, 以 及 | 52) موہ‎ ۰ 
N.T j 
дЕ, к سے‎ 
= = Е 这 里 第 二 2 == = -mr 所 以 toi = 
(3). е ( 史 ) ， p. 所 以 (p) 


1 С) 1 / 31 پا‎ 
(4) Ж 
(5) == 2) + kn ln 0 = En T 生动 + kp In QQ = kn تس‎ (7.2-15) 


N,V 


证 明 根据 热力 学 下 =U-TS 以 及 热力 学 和 统计 力学 的 对 应 关 系 : NW S = (5) 和 
内 能 U + (Е), 于 是 
E)—( ss 


(в) = Í = لگا‎ + kan 


РЕЙ 5 d(T صا‎ 6) | 
= т OT (= = 


讨论 
从 头 算 的 量子 化 学 方法 给 出 的 是 基态 总 能 量 Бок. 它 代 表 OK 时 真空 中 的 , 没有 振动 
运动 的 分 子 体系 的 电子 能 量 和 “ 核 - 核 " 之 间 相 互 作用 能 量 两 项 之 和 | 


Eok = Ea + Enn (7.2-16) 


改变 分 子 中 的 核 位 置 {9i} 就 可 以 用 从 头 算 的 量子 化 学 方法 得 到 OK 时 的 势能 面 . 再 作 简 
正 振动 分 析 就 可 以 得 到 简 正 振动 模 的 振动 频率 Lo). 然后 , 计算 平 动 , 转动 和 振动 运动 对 
温度 了 时 的 热力 学 量 的 贡献 . 


7.3” 半 经 验方 法 中 的 热力 学 量 


这 里 指 的 半 经 验方 法 是 指 量子 化 学 半 经 验方 法 , 如 MINDO/3, MNDO, AM1 和 РМЗ 
法 等 . 它们 都 包括 在 MOPAC 程序 包 内 . 鉴于 量子 化 学 半 经 验方 法 的 广泛 使 用 , 故 以 下 以 
MOPAC 为 例 介 绍 量子 化 学 半 经 验方 法 计算 热力 学 量 的 原理 中. 

宛 整 的 从 头 算 方法 中 , 计算 量 极 大 地 花费 在 大 量 双 电 子 积分 和 单 电子 积分 中 . 为 了 简 
化 计算 , 不 同 程度 地 将 部 分 积分 值 采用 某 个 同样 物理 意义 或 物理 意义 接近 的 实验 量 代 替 ， 
这 就 导致 各 种 量子 化 学 半 经 验方 法 的 诞生 . MOPAC 中 这 些 参 数 的 取得 是 将 最 后 计算 得 
到 的 标准 摩尔 生成 焰 计 算 值 与 实验 值 的 拟 合 误差 最 小 为 依据 的 . 注意, 半 经 验方 法 参数 
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的 取得 不 是 拟 合 到 ОК 时 稳定 结构 时 的 能 量 Бок (H. 而 是 拟 合 到 25°С, latm PERH H 
ti. 于 是 MOPAC 中 得 到 的 Escr 实际 上 就 是 298.15 K RERA. 同样 , 各 种 半 经 验 量 
子 化 学 方法 得 到 的 力 常数 、 简 正 振动 频率 等 指 的 都 是 298.15 K 条 件 , 而 不 是 OK. 计算 得 
到 的 零点 能 E... 也 不 是 真正 的 零点 能 . 

因为 ےوک‎ 实际 上 就 是 25°С АЈА В, 所 以 


Escr = [Eok + Ezero + روروووسوبومظ‎ + Erot + Etr + pV] 
+ [一 (原子 的 电子 能 量 )+( 原 子 的 生成 Ан) (7.3-1) 
温度 T( 单 位 为 K) RERA AH 计算 可 以 根据 
АН = Escr + (Hr 一 Hss) (7.3-2) 


Hp, Eser 是 25°С HRERS, 就 是 在 半 经 验 计 算 的 *.out 文件 中 列 出 的 “heat of for- 
mation"; Hr ЖЖ ДА ОК 升温 到 TTA K) еН ОНИН, Hois 是 体系 从 OK Я 
温 到 208.15 K IEPA EME. Hr 和 Hois 的 计算 分 别 如 下 : 


定义 
he 
Ci = — e 
1 ЕвТ ( ) 
Ў и; = = (单位 : cm 1) (7.3-4) 
Boltzmann 因子 b; = e wirlkaT) — „—һсиң/(Еа Т) а Cus (7.3-5) 
h h с h 


(单位 ; cm-1) (7.3-6) 


= pe °° Re 

于 是 分 子 的 各 种 运动 方式 对 热力 学 量 的 贡献 如 下 (БО FEE. ДИЙ {УЖ calmo! Ж 

的 单位 为 calmol-1. 攻 -1，AMf FFE), 
(1) 分 子 振动 的 贡献 ; 


1 1 
{vib = ll 1 — ermitet) — 11 ГЕ )7.3-7( 
Nahe 
Бы» = у > w = 1. ;k > (7.3-8) 
رں‎ e his مم‎ T) Rhe 7 
Evib(0— T) = муе у) سے‎ = T م.‎ . (7.39) 
ЕЯ 
Rhe uje hai (ka T) دس‎ (ka) 
Si = ЕБТ 0те Ват) 7 ку (1 - н ) 

= ВС, нм. 20 — Ы) (7.3-10) 


шет) 


ба 2 wh; 
7 беу. к (1—e „мл (ka T) i > (1 - “رظ‎ | i 


73 ЕУ WJ 38 را‎ ۷ . IFL- 


(2) 分 子 转动 的 贡献 . 线 型 分 子 : 


_ 8n TkaT _ 1 | 
гс ہے‎ ahi = т АС, (7.3-12) 
Bo = RT (7.3-13) 
1 
Srot = Rin R : 
تہ‎ (e) + (7.3-14) 
Cregi = R (7.3-15) 
非 线 型 分 子 : | 
л 4 
ЗАТ | 
Ез = = (7.3-17) 
| 7 л ЕвТ\ү| 3R 
۸ = =] _ سیا‎ ) 
ә = y | Ze (22) | Ж (8-19) 
37 
См = => (7.3-19) 
(3) 分 子平 动 的 贡献 : 
2717073۸2۸ 1 سے‎ мум 
ве = | у-у = з ( лМЕВТ х 1.66054- 10-24( (7.3-20) 
E. = = )7.3-21( 
ЗЕТ SRT 
He = 一 一 十 pY = 一 一 (7.3-22) 
2 2 
, 5 3 
Str = sRInT + SRIn M - Rinp— 2.31482 
即 
Si = 0.993608 (51n T + 3а M) — 2.31482 (р = latm) (7.3-23) 
5R 
О. = > (7.3-24) 
МОРАС 程序 包 中 ， 
H; = .و ا‎ (7.3-25) 


注意 : 零点 能 Eers FASE Hen P, 而 且 波 数 و‎ 不 是 从 OK 的 力 常数 计算 出 来 的 . 温 
HE T( 单 位 为 K) 和 298.15K FIRE A 


Hr = Has + Ни + Ek (7.3-26) 


Ноов15ь = Hvip + Hrot + H< (T = 298.15K) (7.3-27) 
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Hr 或 再 298.15 中 的 


Hyib = رم مرا تن‎ = (Ель 一 Ezero) + Eroa + (Etr + pV ) (7.3-28) 
只 是 这 里 的 简 正 振动 频率 是 根据 298.15 K 的 力 常数 而 不 是 从 0K 的 力 常数 计算 出 来 的 . 
温度 TK HIER AH 计算 可 以 根据 
АН = Escp + [Hy 一 Hyga.15) (7.3-29) 
注意 : 零点 能 Esoro 已 经 包括 在 Escr FT, 见 式 (7.3-1). 相应 的 生成 内 能 为 
AU = АН — R(T — 298.15) (7.3-30) 
Gibbs 生成 自由 能 为 
АС = [AH - A(TS)] 被 研究 的 状态 一 [AH — A(TS)] یھ‎ (7.3-31) 
7.4 自由 能 的 模拟 
7.4.1 自由 能 模拟 的 国难 加 
将 正则 系 综 体 系 的 配 分 函数 简 记 为 
Q =C | -ممردول‎ 2)7 (7.4.1-1) 


其 中 , C 为 余下 的 常 系数 . 所 以 Helmholtz 自由 能 


1 


F ر0ز 9لاس‎ | ——— . ك٥‎ (7.4.1-2) 
С | dqdpe واظ‎ PRT 
因为 总 有 
| نوا‎ e р)/ЕвТЕ(ч›р)/ЕвТ' آس بیز ے‎ )7.4.1-3( 
它 实际 上 就 是 该 体系 所 处 的 宏观 状态 在 相 空间 中 占有 的 体积 . 所 以 
| ддаре Sl9P)/keTeElg, p)/kaT 
F = kgf | ٹکٹ‎ 
CC | dqdpe Ete, Р)/ЕвТ 
dqdpe ` Fla  p)/kaT gla, р)/ЕвТ 
= kpT صا‎ +С" (7.4.14) 


ua 


其 中 , С” 为 某 常数 .根据 式 (7.2-9) 和 式 (7.2-8), 把 eslo,mAa 当成 某 物理 量 , FER 
(7.4.1-4) 中 的 


7+ /ڑھ Ela‏ 7ھ /(ھ .809 даре‏ | 


| dqdpe ` Eig. р)/ЕвТ 
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dqdpe Eiq pi ka T 


—E(g,p)/kn T ! 
= | aap eS ,واگے‎ Р)/Ев 一 (7ھ۸۸/ھ” :٭اقم)‎ (TA.1-5) 


于 是 Helmholtz 自由 能 
F = кат | apaoesee Р/т ور‎ (p, q) + С” = kpT ln (е^. ет) +C” (7.4.1-6) 


讨论 

(1) 式 (7.4.1-6) 说 明了 一 个 重要 的 问题 ， Helmholtz 自由 能 F 的 模拟 是 相当 困难 的 . 
原因 在 于 F 的 计算 直接 与 系 综 平 均 (eE Р)/ЕвТ\, 有 关 , 无 论 用 Monte Carlo 模拟 还 是 分 
子 动力 学 模拟 , Boltzmann 因子 e- Flor р)/ЕвТ 大 的 位 形 出 现 的 概率 大 , 但 是 按照 式 (7.4.1-6) 
恰 怡 就 是 在 那些 位 形 时 物理 量 eeta, Pssz 的 取 值 却 反 比例 地 小 , 抵消 了 رھ ماق‎ 的 
作用 . 

求 算式 (7.4.1-6) 中 的 系 综 平均 即 积分 , 实际 上 要 遍历 对 应 于 那个 密 观 状态 的 整个 相 
空间 体积 . 这 就 要 求 一 定 满足 淮 遍 态 历 经 条 忻 , 而 这 是 一 个 困难 的 要 求 . 可 见 Helmholtz 
自由 能 的 模拟 极 难 准确 , 不 能 直接 从 模拟 得 到 . 近年 来 , 这 方面 计算 化 学 主要 是 要 解决 系 
综 平 均 的 收 敏 问题 , 而 不 是 在 方法 本 身 的 演绎 上 , 即 在 允许 的 时 间 内 近 于 满足 准 遍 态 历经 
的 所 谓 “抽样 ”问题 . 

不 仅 Helmholtz 自由 能 直接 与 相 空间 体积 有 关 , MI EM. Gibbs 自由 能 也 与 直接 与 相 
室 间 体积 有 关 , 同样 的 困难 也 出 现在 实验 领域 , 尽管 有 Nernst 的 热力 学 第 三 定律 , 但 是 具 
体 体系 绝对 箭 的 实验 测量 还 是 难以 做 到 的 . 

(2) 在 求 算 自 由 能 增 量 上 目前 主要 有 热力 学 微 扰 法 (thermodynamic perturbation) 和 
热力 学 积分 法 (thermodynamic integration) 两 种 A. 其 他 的 方法 , 如 在 物理 化 学 上 可 以 设 
计 一 个 合适 的 热力 学 循环 , 根据 Hess 定理 和 热力 学 函数 是 状态 函数 的 特点 ,从 已 知 反 应 
的 热力 学 数据 求 得 未 知 反应 的 热力 学 数据 , KERT EHMET. 虽然 , 化 学 反应 的 恒 压 平 
衡 常数 K, 是 从 Gibbs 自由 能 的 增 量 АС 来 求 得 的 , AG = -RT In Kp, 但 是 因为 恒 压 时 
АС = AF +pAV, 可 见 计 算 AG 的 困难 与 AF 的 困难 是 相同 的 . 所 以 以 下 讨论 的 计算 方 
法 都 是 在 正则 系 综 下 求 Helmholtz 自由 能 , 其 他 系 综 的 方程 推导 见 文献 [1],[2]. 


7.4.2 ”热力 学 微 扰 法 
HERENGA 0 变化 到 宏观 终 态 1, 其 Helmholtz 自由 能 的 增值 为 


AF= -Wh=—ksThn 5 (7.4.2-1) 
0 


根据 式 (7.4.1-1), 得 到 


anasu 


AF = ЕТ 于 一 一 
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—— В 


dpdg fe- [Fi р, @)—Но(р, سی‎ е Holp 9)/ЕВвТ 


= —kaT'ln (7.4.2-2) 
| dpdqe Holp, ”لاج اڑج‎ 
在 这 里 思路 分 为 如 下 两 条 : 
(1) 把 式 (7.4.2-2) 中 的 ec En, a) Ho(p, ra 看 成 某 个 物理 量 , 于 是 根据 式 (7.2-8) 


得 到 
[apaa {еа (m q]— Holp, سیت‎ е Но(р, а)/ЕвТ 
| dpdos- Holp q] fk n T 
(…. 表示 对 那个 宏观 始 态 0 的 系 综 平均 , 于 是 


AF = -kaf ln Саш (р. زو‎ - Ha(p, سے‎ (7.4.2-4) 


а ) فا‎ (p, а) Holp, ler (7.4.2-3) 
| 0 


记 

AH = HH- Н, (7.4.2-5) 
这 里 АН 为 两 个 体系 的 Hamilton 量 之 差 . Ж AH 看 作 微 扰 , Helmholtz 自由 能 之 差 取 
决 于 这 个 微 扰 的 函数 е анат 的 系 综 均值 ， 


АЁ = Тіп (er (7.4.2-6) 


故 本 方法 称 为 热力 学 微 扰 法 . 
(2) Аа, (7.4.2-2) 又 可 以 得 到 


dpdqe™ Hotp, ч)/ЕвТ 


a 9(7 


dpdq سا‎ q)- Hi (p, әт) е رٹ‎ /ka T 


AF = ЕвТ ln 


== kaT ln | 
| dpdge— :ھا :لا‎ q)/keT 


再 根据 式 (7.2-8), 得 到 
| aaa و‎ й وا یا‎ 
> 8 2 0 (е -[Ha(p, q] HX (p, e 
[ааа тоот 
其 中 , (J, 表示 对 那个 宏观 终 态 1 的 系 综 平均 . 于 是 


АЕ = kpTln (eliotp, -(و‎ Hip, q)|/ k ту (7.4.2-7) 


1 


现在 下 面 的 问题 是 如 何 近似 求解 式 (7.4.2-7) 和 式 (7.4.2-7). Zwanzig 的 方法 如 下 加， 
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(1) REN (7.4.2-4}: 根据 Taylor 展开 : e" = 1+2 + т? го z" +... 得 到 


; 2! n! 
ہے جب جھ۔,سں-‎ (На = Но), (Hi = Ha) _ 
е 1 КЕТ + ЕЛГЕ АЗ (7.4.2-4) 得 到 
AF = ا7و‎ )1- — (8, — В) + ہے‎ 8 -H)) 一 …| (7428) 
kT O" لی یٹ یں سے‎ O Fa = 
2 ا نیم‎ ‚її 
根据 Taylor 展开 за) کے تج ۷-۱1 ...لے = "(1-) ...گے ۔ گے + کے جو سے‎ 1 
得 到 | 
__, pfii- Hojo ‚ (EH = Но) 
АЕ = kord le 2 (kT) 
J (© = п) _ (Ну — Holo (Hı — Ho) Yo | (ха - Ho) )о )] | 
2 ا‎ 2)): 2 (kp T')° 
上 式 整理 后 得 到 
1 ۱ 
AF = (Hi — Ho)o ¬ кү ((Н - Ho) - (Н. Hool”), ASS (7.A.2-9) 


(2) 同 理 求 解 式 (7.4.2-7), 得 到 


АЕ = (H, — Ho), + (H, — Ho) - (H, - Ho), 0 (7.A.2-10) 


1 
"7و ا2‎ (I 
将 式 (7.4.2-9) 和 式 (7-4-2-10) ۴870, 得 到 Helmholts 自由 能 的 增值 为 


. 1. 1 2 
AF = (АНУ + (40) - ا‎ (ан - (Am). 


: (кан (AMP), +۰ (7.4.2-11) 


讨论 

(1) 式 (7.4.2-4) 的 意义 在 于 : 两 个 体系 的 自由 能 之 差 可 以 根据 其 中 一 个 体系 模拟 得 
到 的 系 综 平均 值 来 求 得 . 这 个 系 综 平 均值 可 以 从 Monte Carlo 模拟 得 到 , 也 可 以 从 分 子 动 
力学 模拟 得 到 . 因为 式 [7.4.2-1) 是 严格 的 , 所 以 原则 上 , 热力 学 微 扰 法 可 以 用 来 从 任意 一 
个 参考 状态 的 系 综 对 任意 微 扰 AH 来 计算 自由 能 的 增 量 . 

实际 上 的 计算 机 模拟 , 取样 只 能 历经 相 空间 可 及 区 域 中 的 一 小 部 分 . 于 是 , 在 模拟 该 
宏观 参考 态 的 时 候 不 能 指望 对 е APT 贡献 大 的 相 空间 区 域 也 有 足够 的 抽样 . 所 以 , Ж 
力学 微 扰 法 的 实际 应 用 只 限于 某 些 模拟 , 其 中 , 模拟 参考 体系 时 最 经 常 取样 的 相 空间 区 域 
正好 就 是 对 系 综 平 均 (е-АН/НТ\, 贡献 最 重要 的 区 域 , 即 热力 学 微 扰 法 只 可 用 于 微弱 扰动 
的 场合 . 

(2) 名 步 热力 学 微 扰 法 (МТР): 通常 当 采 用 热力 学 微 扰 法 来 计算 自由 能 增 量 超过 
ЕТ 的 量 级 时 , 取样 的 不 足 将 造成 计算 结果 出 问题 . 讨论 如 下 : 34 |H, — Ho| > keT 时 ， 
就 可 能 出 现 这 样 的 情况 : 对 宏观 态 0 作 系 综 平均 (… 时 取样 的 相 空间 Fo 有 可 能 与 对 
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宏观 态 1 作 系 综 平均 (°, 时 取样 的 相 空 间 Г, HEEE, WF EH, 即 7 = 
如 果 用 式 (7.4.2-4) 与 式 з 4.2-7) 分 别 模拟 得 到 的 结果 不 符合 ， سس انا ہر ہے‎ 
远 , 造成 取样 不 足 , 模拟 AF 就 不 准 . 于 是 就 得 用 “多 步 热力 学 微 扰 法 ", 也 就 是 为 在 Ho 
与 Н, 之 间 的 几 个 Hamilton Ж {Hx} 每 个 都 给 它 产生 一 个 系 综 . 把 一 个 过 大 的 扰动 拆 
和 解 为 几 个 小 微 扰 . 使 得 相 空间 го 与 مہ‎ FER, p. 与 یت‎ , 直到 г, 与 r, ARA. 
于 是 Helmholtz: 自由 能 增 量 的 计算 为 


(е (Ва ыш? (7.4.2-12)‏ کے جوف سے و - پت سے AF‏ 
É‏ کت 


其 中 , м = 0, X, = 1. 同样 方向 反 过 来 算 , 若 细心 安排 应 该 也 能 得 到 同样 的 结果 [il, Вр 


AF = Fı – Fy = -kgT Enf می ہین‎ A (7.4.2-13) 

可 是 , 正 向 和 反 向 实际 上 用 的 是 同一 组 系 综 , 即使 取样 不 合适 也 能 得 到 相同 结果 . 所 以 建 

议 反 向 计算 时 用 另 一 组 不 同 的 系 综 吕 1, 或 者 在 同样 取样 量 的 条 件 下 采用 所 谓 售 宽 取样 技 
术 (double wide sampling)", BI ( 表 7.4.2-1) 
n=l 


AF = F — Б = -kT y in (e (Pina t) әт) 
لاج‎ М 


А лој) (7.4.2-14)‏ ای دوج 
i=] Ai‏ 
Ж 7.A.2-1‏ 
下 向 Haapa Н 05-0 15-1 25-2 -e (п-1Б)—(п—2]) {п—-05]-(п-1)‏ 
Ħa aa 1—05 2—15 3—25 o {(п—1)—(п—15) т {п — 0.5)‏ رت EM‏ 


۲.4.8 ”热力 学 积分 法 


计算 自由 能 增 量 的 热力 学 积分 法 辐 , 其 原理 是 将 体系 从 始 态 沿 着 一 条 路 径 积 分 到 达 
终 态 . 将 体系 的 Hamilton 量 中 设置 一 个 看 人 台 参 数 X 当 A = 0 时 相当 于 始 态 的 Hamilton 
Ж, 记 为 H (À = 0); 5 À = 1 时 相当 于 终 态 的 Hamilton Ж, 记 为 H (À = 1). 热力 学 积分 
的 重要 之 处 在 于 沿 着 积分 路 径 Hamilton 量 不 见得 要 求 能 在 物理 上 描述 本 体系 . 热力 学 积 
分 法 求 自由 能 如 下 : 


AF=P(A=1)—- P(À = 0) = | а(х), (7.4.3-1) 
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AH (M _ 
ƏF (A) RT ao _ | apaa е н(ху/нТ 


Әх — QA) ۸ | ۵۶۵۹ 87 


Е (а 7 (7.4.3-2) 


于 是 , 热力 学 积分 法 的 基本 方程 为 


AF = Е(Х=1)— 7ز‎ )۸ = 0) = ۱ dA اس‎ (7.4.3-3) 
А 


这 里 假定 体系 从 л = 0 变动 到 А = 1 HAREE. ARE IT PARMAR S 
数 A 是 缓慢 变化 的 , 于 是 式 (7.4.3-3) 可 写成 加 和 式 


АР = -ح7--ن۶‎ (®) Ам (7.4.3-4) 


这 称 为 组 变 近似 (slow growth approximation)， 这 里 涉及 名 个 位 形 的 系 综 平均 , 故 称 为 
多 位 形 热 力学 积分 法 fmnlti-configuration thermodynamic integration, МСТТ)!®. 在 最 
简单 的 情况 下 , 这 里 可 以 只 用 一 个 位 形 的 系 综 平均 , 则 称 为 单位 形 热 力学 积分 法 (single- 
configuration thermodynamic integration, ۰ 

因为 各 个 位 形 的 系 综 平均 先 可 以 算出 来 , 所 以 积分 点 的 个 数 大 为 减少 . 这 个 方法 可 以 
用 作 系 综 平均 值 计 算 的 统计 分 析 和 系统 误差 分 析 , 提供 了 度量 AF 计算 误差 的 办 法 . 在 
SCTI 中 , 有 必要 采用 正 向 积分 和 反 向 积分 来 得 到 系统 误差 . 不 过 , 在 MCT 中 , 就 没有 必 
要 这 样 做 了 . 另外 , 不 是 所 有 的 系 综 都 要 相同 大 小 , 积分 起 来 沿 着 积分 途径 分 布 的 统计 误 
差 是 均匀 的 . MCTI 的 另 一 个 优点 是 容易 做 到 先前 求 得 的 数据 留 到 后 续 来 使 用 . 

有 限 差 分 的 热力 学 积分 法 是 把 热力 学 微 扰 法 与 热力 学 积分 法 结合 起 来 形成 的 04 . 每 
个 积分 点 处 的 被 积 函 数 用 热力 学 微 扰 法 求 得 .有些 实例 说 明 , 这 样 的 做 法 可 以 使 得 自由 
能 增 量 计算 中 的 收 和 化 加快. 

Hamilton 量 的 形式 通常 是 代表 不 同 相 互 作用 的 项 的 之 和 . 这 样 热力 学 积分 法 就 可 以 
将 АЕ 表 为 各 种 相互 作用 贡献 的 加 和 105~11. 可 是 , 因为 只 有 总 的 自由 能 才 只 是 状态 的 函 
数 , 所 以 这 样 分 解 成 各 种 作用 项 的 贡献 之 和 的 做 法 一 定 是 意义 模糊 的 .分 解 得 到 的 各 种 
贡献 项 不 是 状态 函数 , 它们 取决 于 具体 的 积分 路 径 赋 ,四 .唯一 严格 的 做 法 是 把 自由 能 分 
REA P ВЕЗАН PI TIAR, 
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第 8 章 输 运 性 质 


“典型 化 学 家 高 于 一 切 的 愿望 是 理解 为 什么 一 种 物质 和 其 他 物质 行为 不 同 ; 
而 物理 学 家 则 通常 期 望 寻 找 出 超出 特定 物质 的 规律 .* 
D. R. Herschbach, 美国 物理 化 学 家 , 1986 年 Nobel 化 学 奖 得 主 


有 一 类 物理 化 学 性 质 表 示 体 系 某 处 在 单位 时 间 内 通过 单位 截面 的 某 个 物理 量 , 它们 
称 为 输 运 性 质 . 例如 , 平 动 扩 散 系 数 就 是 在 单位 时 间 内 通过 单位 截面 的 粒子 数 ; 导热 系数 
就 是 在 单位 时 间 内 通过 单位 截面 的 热量 ; 电导 率 就 是 在 单位 时 间 内 通过 单位 截面 的 电子 
ШИ; 0.6. 对 于 任意 非 平衡 态 体系 , Е AE 8125 8 15] F ج7[‎ КЕ 77772۴ a, 输 运 性 
质 是 表征 该 体系 或 过 程 的 重要 性 质 . 

第 6 章 曾 经 过 介绍 近 平 衡 态 的 量子 统计 理论 中 的 Green-Kubo 线性 响应 理论 , 结果 
表明 在 弱 外 场 的 情况 下 所 有 输 运 性 质 包 插 反 应 速度 常数 、 振 转 光 谱 、 核 磁 共 振 谱 等 都 能 
够 用 时 间 相 关 函 数 来 表达 (WD 6.3 节 ). 这 里 , 将 从 其 他 途径 求解 扩散 、 导 热 和 导电 的 问题 ， 
得 到 同样 的 结果 li" 
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现在 讨论 扩散 问题 是 因为 它 代表 了 一 类 涨 落 现象 , 有 其 广泛 的 科学 意义 , 而 涨 落 、 弛 
豫 和 混沌 驻 是 非 平衡 过 程 的 三 个 重要 现象 . 

扩散 是 英国 植物 学 家 R. Brown 在 1827 年 观察 水 中 花粉 粒子 的 运动 发 现 的 . Brown 
运动 长 期 以 来 没有 实际 应 用 价值 , 可 是 关于 它 的 研究 (J. В. Perrin, 1908 年 ) 却 在 确立 物 
质 是 天 由 原子 、 分 子 所 构成 的 科学 真理 上 起 着 决定 性 的 作用 , 解决 了 历时 两 千年 的 争论 . 

实际 上 , 没有 一 个 自然 现象 是 永远 找 不 到 应 用 价值 的 . 第 二 次 世界 大 战 期 间 , 用 气体 
PROGA TUF, 从 UF, 分 离 出 来 是 当时 美国 的 重点 工程 , 曾经 消耗 全 国 1/10 的 电 
Л. 直至 今日 用 离心 机 分 离 *U -u 同位 素 . 用 离子 交换 法 分 高 “Li- "Li 等 同位 素 都 
是 敏感 技术 . 20 世纪 后 期 , 膜 分 离 已 经 成 为 重要 的 一 类 分 离 方法 , 用 于 各 类 分 离 工程 , 包 
括 街 头 的 饮用 水 自动 售卖 机 . 


8.1.1 Einstein 的 扩散 理论 


Brown 仔细 观察 水 中 花粉 粒子 的 运动 , 确信 这 “ 既 不 是 液体 的 流动 , 也 不 是 液体 的 不 
HERTEN, 而 是 属于 粒子 本 身 的 运动 ”. 不 过 花粉 粒子 本 身 又 是 上 怎么 自己 会 运动 的 
ME? 19 世纪 во 年 代 有 人 猜想 这 是 由 于 花粉 粒子 受到 周围 水 分 子 不 断 撞击 造成 的 ， 可 是 
当时 分 子 还 是 个 从 来 证 明 过 的 假想 概念 , 是 当时 最 有 和 争议 的 问题 . 唯 能 论 和 原子 论 两 派 争 
论 激烈 , 可 是 缺乏 关于 分 子 、 原子 的 实验 证 据 . 

为 了 证 明 体系 中 单个 粒子 的 存在 , 爱 因 斯 坦 认识 到 只 有 从 少 粒子 体系 的 行为 着 手 , A 
为 粒子 数 少 的 体系 , 涨 落 现象 就 相对 明显 (从 VN 就 可 以 看 出 ), 因此 有 可 能 从 涨 落 现 


. 180 - 第 8 章 输 运 性 质 


象 来 证 明 物 质 由 分 子 构成 的 假说 . 

1905 fE, Einstein 首先 为 Brown 运动 提出 了 正确 的 理论 分 析 . 以 下 介绍 Einstein 的 
扩散 理论 .41. 

Einstein 用 无 规 行走 模型 来 描述 花粉 粒子 的 运动 . 以 下 考虑 一 维 扩散 问题 : 

(1) SP RII (t= 0), 一 个 Brown 粒子 的 位 置 在 z (0) = 0 处 . 

(2) 然后 这 个 粒子 逐次 受到 外 来 的 碰撞 事件 ; 假设 两 次 相继 的 碰撞 之 间 的 平均 时 间 间 
Е т", 撞击 一 次 后 粒子 移动 的 平均 距离 为 !， 因为 是 一 维 问题 , 故 粒子 受 撞 一 次 位 移 
Ar = +1 Ek Ar = 一 1, 两 个 方向 位 移 的 概率 相同 . 

(3) 假定 这 个 粒子 逐次 受到 的 碰撞 事 忻 互相 独立 , 即 所 谓 “一 维 无 规 行走 * 模型 , 

(4) 在 上 时 刻 , 粒子 位 置 为 z(t). 从 开始 以 来 , 该 粒子 已 经 受到 的 碰撞 次 数 为 ور‎ = tr". 
Вп, 为 从 开始 以 来 该 粒子 在 正 z 方向 受 的 磁 挤 总 次 数 , n 为 从 开始 以 来 该 粒子 在 负 r 
方向 受 的 碰撞 总 次 数 . XE m = n, — n. MAE t 时 刻 , 粒子 的 位 置 z (0) = mi. 

AH п 给 定时 , 不 同 的 走 法 总 数 为 2" 种 ， 当 n, 与 n_ 给 定时 , 不 同 的 走 法 总 数 为 


î = кыск. ЭТУ 在 经 过 п 次 碰 扩 后 造成 离 出 发 点 距离 为 = = ml = 
ыы! امم‎ {п 一 тп)! 
(n, — از ےہ‎ 的 那 一 种 事件 发 生 的 概率 应 当 为 

Pn (m) z a (8.1.1-1) 


Ë дз (т — na) 


کی بت 
HP, n > m 1. 关于 大 数 阶乘 的 Stirling 近似 公式 为 п! == nr (n fe)", Вр‏ 
тїз = (8.1.1-2)‏ + وق шб) 季 ;In‏ 
将 式 (8.1.1-1) 取 自 然 对 数 , 然后 利用 式 (8.1.1-2) 得 到‏ 
In (p, (m)) = —nin2 + Ë а (2лл) 十 mlnm 一 n|‏ 
| 
m (=) L =>‏ و )=7( я АХ‏ 


1 . 
= (n+3)mn-nin2- (эл) ے2‎ ttn (=) 


п+т-1, п — т 
2 "| 2 


再 利用 级 数 近似 起 : In (1+ z) =z- z2/2 +... 进一步 简化 得 到 


F 
TT. 12 


т — 1 
д 


1 
7 )2- 50а) - 


In {pn (m)) = 5 ап 一 ( 


pn (m) = e(n)e Ж (8.1.1-3) 
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概率 函数 应 当归 一 化 , 即 | drnpa (зп) = 1. 于 是 可 以 求 得 系数 c (n), 


根据 Gauss 公式 |а ez ے‎ x, B dmp, (т) = | ато = 


| dme 5 = ev .ول‎ 于 是 
— 50 


pn (m) = (m "12 چچے‎ (8.1.1-4) 
继而 求 得 mm 和 m? 的 期 望 值 为 
ini = ۷ dmmpa (m) = 0 (8.1.1-5) 
和 о 
(т?) = | аттар, (т) = п (8.1.1-6) 


式 (8.1.1-6) 的 证 明 如 下 : (т?) = E йтт?р„ (т) = | dmm? (2пл) e. ¥ 


г (=) 和 Gamma 函数 的 性 质 


1 
0 


«= 5 再 根据 积分 公式 | йтт"е—8® = دس و‎ 
(T (n + 1) = nT (n) AIT (1/2) = ут) 继续 化 简 得 到 


no 3 ар 
(m°) = a oa] 0 = f E 
根据 式 (8.1.1-5) 和 式 [8.1.1-6) 可 进一步 得 到 
(1) (z (t)) = (ml) = 1 (m) = 0 (8.1.1-7) 
(2) (22 (0) = (т)? = P (m?) = Pn = a (8.1.1-8) 
% 
[2 
D= (8.1.1-9) 
дт" 
得 到 粒子 位 称 平方 的 均值 为 
(z? (t)) = 2Dt (8.1.1-10) 
这 就 是 Einstein 用 无 规 行走 模 型 得 到 关于 一 维 扩散 问题 的 解 . 


讨论 

1906 年 波兰 物理 学 家 М. V. Smoluchowski 独立 地 从 严格 的 概率 论 出 发 完成 了 Brown 
运动 的 理论 , 得 到 了 与 Einstein 无 规 行走 模型 相同 的 结果 . 更 重要 的 是 , 因为 概率 论 已 经 
在 20 世纪 30 年 代 被 建立 在 公理 化 的 基础 上 , 所 以 Smoluchowski 的 这 项 工作 开辟 了 让 
非 平衡 态 统计 力学 坐落 在 演绎 的 基础 上 (至少 是 半 唯 象 的 基础 上 ). 这样 的 意义 就 非 同 小 
可 , 就 像 吴 大 献 特别 注意 到 的 ;“ 爱 因 斯 坦 十 分 强调 不 可 能 看 在 一 种 “归纳 的 理论 ,一切 物 
理 理论 必定 建立 在 演 姻 的 基础 上 * 门 . 实际 上 , 扩散 的 唯 铺 理 论 , 即 Fick 第 二 定律 可 以 从 
Smoluchowski 的 概率 论 理论 得 到 , 而 且 从 中 明确 了 扩散 过 程 可 以 用 Markov HA 来 描述 . 

限于 本 书 篇 幅 , 美 于 Smoluchowski 理论 请 见 统计 物理 书 中 关于 Chapman-Kolmogoroff 
方程 即 Smoluchowski 方程 的 叙述 后 46. 
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8.1.2 Langevin 方程 求解 Brown 运动 


这 里 从 另 一 个 角度 来 分 析 一 维 扩散 问题 B341, 分 析 一 个 质量 为 m 的 Brown 粒子 在 т 
方向 的 运动 , 于 是 在 垂直 方向 的 重力 、 浮力 均 可 不 计 . Brown 粒子 在 r 方向 的 运动 受到 两 
种 力 : 一 是 它 受到 周围 粒子 随机 的 撞击 力 RE x 方向 的 分 量 Ву; 二 是 它 的 运动 受到 的 
摩擦 力 在 = 方向 的 分 量 -~i, у 为 摩擦 系数 , 故 


= = — + R; (8.1.2-1) 


式 (8.1.2-1) 称 为 一 维 Langevin 方程 . 


dz 19 (2?) „1d Ja(2)] df dr) dz 
HES. 2 dt B; 2 dt ۱ ШЕТ {е} =а TI (2), TEN s 


FAA (8.1.2-1) 两 边 得 到 


d |d т* T 2 а r? 
"а 2] - (8) jaf н, (8.1.2-9) 


对 式 (8.1.2-2) 两 边 取 系 综 平均 , 得 到 


2 2 
5n (тг) 一 (m (F) ) = «= а ۔‎ + (zR.) )8.1.2-3( 
Raer HARILA, xR, 可 正 可 负 , 对 处 于 不 同位 置 的 Brown 粒 子 求 系 综 平均 得 到 (=) = 
0. 再 根据 能 量 均 分 定理 (am یڈ = ) وع‎ 所 以 整理 式 (8.1.2.3) 得 到 
5 (æ) ++ کے‎ (22) -aT وے‎ (8.1.2-4) 
2 
这 是 关于 (x?) 的 二 阶 微分 方程 , 可 以 用 变量 代 换 法 解 令 y= ЧС ہو‎ = 2, ay = 


,把 该 方程 改写 为 ا‎ = +ау- aa = 0. وہ‎ а, 得 到 . K 于 是 可 


+01 (8.1.2-4 киы 


01 


з АВТ 
(zy = 2887, 062° + O, (8.1.2-5) 


其 中 , Cu G2 分 别 为 积分 常数 . 车 把 Brown 粒子 看 成 半径 为 ro 的 球状 粒子 则 利用 它 在 
黏度 为 n 的 液体 中 摩擦 系数 的 Stokes 公式 
Y = tra? (8.1.2-6) 
Ë Brown 粒子 的 质量 密度 为 o, 故 其 质量 т = شس‎ FÆR (8.1.25) 中 的 
ا سن‎ 7 


т 4л 2 
ےم‎ м. 
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可 见 即使 在 t < 10-6s 时 , 式 (8.1.2-5) 中 的 第 二 项 还 是 可 以 略 计 , 略 去 之 后 可 见 C, = 
(22), o. 于 是 不 失 普遍 性 可 以 把 z 的 坐标 原点 取 为 起 始 + = 0 时 Brown 粒子 的 位 置 . 这 
Ë C, = (22), = 0, 继而 式 (8.1.2-5) 变 为 


(х2) = т, = 2Dt | (8.1.2-7) 
其 中 ， 
D= == (8.1.2-8) 
此 结果 与 Einstein 的 无 规 行走 模型 的 结果 一 致 ( 见 式 (8.1.1-10)). 
讨论 


(1) 1908 年 ，J，Perrin 通 过 测量 黄 茧 粒子 水 悬浮 液 中 粒子 运动 位 移 的 实验 ， 利 用 
式 (8.1.2-7) WAT KEH ARER TIES: 每 隔 一 段 时 间 7 测量 一 次 粒子 的 位 移 , 在 
t= ёт 时 间 内 共 测 量 了 上 次 , WX € КИЛ УПЫ Ari, Ато, o , Aze. 于 是 在 时 间 t 


内 总 的 位 移 为 
一 У Ar (8.1.2-9) 
iml 
继而 
x = ر2‎ (Ат;)* + `> Az; 
ш £ 
(22 = Э (Az) + У; (AriAzi) (8.1.2-10) 
若 时 间 间 隔 7 足够 长 , 则 两 次 相继 测量 位 移 的 事件 本 +0 02 于 是 (رعفرعث)‎ = 
0 且 ; 
(22) = У (Az) EEA) (8.1.2-11) 
于 是 
(Аа)? ) = 207 (8.1.2-19) 
Г _ کت‎ 


再 结合 球形 粒子 的 р = “ЁТ = لھگ‎ ,可 以 预期 《(Azi?) 的 测量 值 应 当 正比 于 时 间 间 


т, ЖЕТ, 反比 于 粒子 半径 rys А т, ТОБОЛ А: Ж. Perrin 的 实验 证 明了 
以 上 预期 , 同时 测量 到 Boltzmann 常量 为 ka = 1.215 х 10728 J. K7", 接近 目前 的 标准 值 
kp = 1.38 х 10-28 , KT". 

(2) Perrin 第 一 次 在 实验 上 证 明 原子 .分 子 的 存在 , 最 终 确立 原子 论 的 科学 地 位 . 将 两 
千 包 年 前 , PBA. 中 国人 关于 原子 的 猜测 从 思辩 水 平 提升 到 科学 证 实 的 水 平 . 结束 了 在 
19. 20 世纪 交接 之 际 曾经 在 科学 家 之 间 发 生 过 的 一 场 大 论战 : 物质 到 底 是 原子 还 是 能 量 
组 成 的 . L. Boltzmann 是 原子 论 阵 营 的 “主帅 ", 唯 能 论 那 边 的 “主帅 ”是 F. W. Ostwald. 
可 惜 , 如 果 J. В. Perrin 的 扩散 实验 提前 两 年 完成 , 统计 力学 的 黄 基 人 L. Boltzmann 在 
1906 年 自杀 的 事件 也 许可 以 避免 ，1908 年 Perrin 扩散 实验 一 发 表 , Ostwald 立刻 宣布 放 


承认 原子 论 . 次 年 Ostwald 因 其 在 化 学 平衡 、 反 应 速度 和 催化 反应 的 贡献 获 诺‏ نے اف 
贝尔 化 学 奖 . 有 人 评论 : 科学 家 认错 比较 爽快‏ 

(3) Perrin 工作 的 实质 在 于 , 通过 两 个 实验 分 别 证 明 了 两 个 理论 公式 的 正确 性 : 一 个 
是 测量 悬浮 液 水 平方 向 粒子 的 运动 , 证 实 了 Einstein 理论 的 式 (8.1.27); 另 一 个 是 测量 悬 
序 液 垂直 方向 粒子 的 浓度 分 布 证 实 了 Boltzmann ہہ‎ т, 

e[z) 
cis = 0) 

这 里 c(z) 和 cla = 0) 表示 悬浮 液 中 不 同 高 度 > 处 微粒 的 深度 . 于 是 在 实验 上 最 终 确立 
原子 、 分 子 的 存在 . Perrin 并 不 是 真 的 看 到 了 水 “分 子 ". 他 的 实验 安排 非常 巧妙 : 因为 水 
分 子 太 小 , 显微镜 无 法 看 到 , 所 以 必须 要 通过 一 个 “中 介 粒 子 " 来 间接 看 到 水 分 子 的 运动 . 
这 种 中 介 粒 子 既 要 尺寸 足够 大 到 能 被 显微镜 看 到 , 又 要 质量 足够 小 到 被 水 分 子 撞击 之 后 
还 有 是 以 被 观测 到 的 位 称 . 于 是 就 选择 了 及 黄 或 乳香 微粒 . 

显然 , Perrin 的 成 功 包括 了 实验 和 理论 两 方面 , 其 中 , 演绎 法 起 了 相当 关键 的 作用 . 长 
期 以 来 , 多 数 人 只 承认 演绎 法 在 数学 上 的 创造 力 , 不 承认 演绎 法 在 物质 科学 上 的 创造 力 . 
或 者 把 演绎 法 置 于 归纳 法 之 下 . 他 们 相信 “眼见 为 实 ”. 

原子 论 的 最 终 确 立 说 明了 : 科学 上 确立 一 件 东 西 的 客观 存在 , 不 能 单 插 “眼见 为 实 ” 
历史 上 , 从 科学 发 展 初期 总 结 出 来 的 “眼见 为 实 ” 原 则 , 事实 上 越 来 越 被 科学 的 现代 发 展 
证 明基 一 种 狭隘 的 目光 ， 从 1827 年 的 Brown 到 1905 年 的 Einstein, 有 众多 实验 围绕 
Brown 运动 , 但 是 没有 一 个 好 的 理论 来 指导 , 于 是 实验 带 有 很 大 的 盲目 性 , 不 知道 应 该 测 
量 哪个 物理 量 ， Einstein 理论 把 Brown 运动 设想 成 醉 汉 的 无 规 行 走 模型， 而 Boltzmann 
的 沉降 平衡 是 他 整个 统计 力学 形式 理论 的 一 个 局 部 应 用 问题 . 两 者 指明 了 实验 的 方向 , 解 
决 了 两 干 年 来 科学 的 关键 难题 之 一 原子 是 否 真 的 存在 . 


8.1.3 从 扩散 的 唯 象 规律 出 发 


设 数 密度 р (r,t) 表示 上 上 时刻、r 处 单位 溶液 体积 内 溶质 的 粒子 数 , 即 数 密度 . 又 设 о 
为 溶质 粒子 的 速度 . 扩散 实验 的 唯 象 规律 表明 : Pi r 处 , 在 单位 时 间 内 通过 
单位 截面 积 的 溶质 粒子 数 pw 正比 于 该 处 的 浓度 梯度 vo (т) 且 方 向 相反 , 即 


=e вт (8.1.2-13) 


pu = -DWV p (8.1.3-1) 


比例 系数 D 称 为 扩散 系数 , 确切 地 说 称 为 平 动 扩散 系数 ， 式 [8.1.3-1) 称 为 Pick 第 一 定 
٣ 

另 一 方面 , 单位 时 间 内 , АВРЕН ЕА نوز را‎ ORT MW Bp 必须 等 于 流出 的 料 
TY V (ро), 即 满足 粒子 数 守恒 方程 


др 于 (рш) =Ü (8.1.3-2) 


根据 式 (8.1.3-1), 式 (8.1.3-2) 可 写 为 2 ۴۳ ۰ (-DVp) = ~ DY. vp = 0, 即 


бе) = О\ў?р(т,ї) (8.1.3-3) 
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式 (8.1.3-3) 称 为 Fick 第 二 定律 , CETHA PHEA RE HF ВИ B: ЇН] EE E 
于 数 密度 的 散 度 , 比例 系数 为 平 动 扩散 系数 . 
BEERE (# = 0) 所 有 N 个 溶质 粒子 全 在 位 置 ro 处 , 即 微分 方程 (8.1.3-3) 满足 起 
始 条 件 
plr,0) = Nó (r — ro) (8.1.3-4) 
一 阶 微分 方程 有 一 个 起 始 条 件 , 那么 肯定 有 唯一 的 确定 解 . FE G(r, tdr 为 t 时 刻 在 微 
体积 dr 内 出 现 溢 质 粒子 的 概率 . 于 是 溶质 粒子 出 现 的 概率 窗 度 


С (т, #) = ды, (8.1.3-5) 
故 从 式 (8.1.3-3), A (8.1.3-4) 得 到 概率 密度 G (r. t) 的 微分 方程 及 其 起 始 条 件 
217.0 t) _ DVG (r,t) (8.1.3-6a) 
其 起 始 条 件 为 
Gr,0) = {r – то) (8.1.3-Gb) 


8.1.4 Fourier 变换 法 解 扩 散 方程 


现在 用 Fourier 变换 法 求解 描述 扩散 行为 的 微分 方程 【8.1.3-6aj， 超 始 条 忻 为 式 
(8.1.3-6b). 三 维 Fourier 变换 及 其 道 变换 见 附 录 I 的 式 (1.3-1а) AA (1.3-3a). W G (k.t) 
为 对 概率 密度 Gir O 的 位 置 变量 = 作 的 Fourier 变换 , 则 


1 3/2 | 
(К, #) = (去 ) | Өте (r,t) 


其 Fourier 道 变换 G (r,t) = (s) ۲ dket ق۰۴‎ (k. t). 将 微分 方程 (8.1.3-6a) 和 它 的 
起 始 条 件 式 (8.1.3-6b) 分 别 作 Fourier 变换 . 


я‏ سو 
(k, t)‏ ۱۴۰۳ء (مزز-) ER Girt) 的 梯度 和 散 度 . 因为 VG (r, 9 = (5) | aa‏ 


2 к= 1 =й ہہت‎ 2 
和 V2G (r,t) = V- VG (r,t) = 0 | dko [—k2G (Е, t)], 于 是 


- 26ع‎ (k, t) = s o r, t)] (8.1.4-1) 


所 以 式 (8.1.3-6a) 两 边 的 Fourier 变换 得 到 - 6 t) = —Dk2G (Е, Û. EHRE 
式 (8.1.3-6b) 的 Fourier 变换 为 


û (k.0) = F [G (r,0)] = (z) [+ بب‎ ть) = ( oik ro 


2л 2л 
TE, 在 变换 后 的 像 空 间 O° 内 扩散 方程 及 其 起 始 条 件 的 形式 分 别 为 
ہت‎ D = — Dk2G (Е, t) (8.1.4-2a) 


дї 
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_ 1 : 
С (6,0) = (去 ) ето (8.1.4-2Ь) 


(kı) AG (k, t) 
Gik,0) G (k, t) 


对 式 (8.1.4-2a) 积分 = [а (Dk), 得 到 
Ü 


3⁄9 
Ğ (k, t) = G (к, 0)е 2 = (去 ) grog- DE"! (8.1.4-3) 


再 对 上 式 作 Fourier 道 变换 , 得 到 概率 密度 


1 3/2 : 1 32 | š 
G(r,t) = F [G (k,t)] = (=) 7 dke ih ٣۴ 6 gik ra سے‎ Dk | 


1\* 
=a (3) | Aka 4-07 —"0) سے‎ 
л g-i 


作 变 换 
K=k+ لا‎ (8.1.4-4) 
MdK =dk H K.K = |k +i 2 |. (k i | کس‎ |” — rof ۳ا لق‎ - ro) 
201 2707 40212 Dt ° 
即 , 
—іҝ - (т = Fn) 一 DEY == рк? s= |r то (8.1.4-5) 
所 以 


1\3 | 3 E 
G (r,t) = (=) | ای یزن‎ )٢+۰( ا2س‎ 一 (去 ) е دو‎ | dK e DK (в 1 4-6) 
{2—1 


考虑 到 三 维 空间 2 的 如 下 定 积分 : 


2л л 50 اس‎ 
ret" = ві drr2e-ar = سے‎ 
(К e | af dë ino | 1 | dr r2e (8.1.4-7) 
又 根据 附录 D 的 Gauss 积分 公式 (WA (D.2-12)) G, = ای روم‎ 所 以 
Ü 
| š 32 
| ہد‎ = (2) (8.1.4-8) 


所 以 式 (8.146) 中 的 积分 为 


ү فرح سرت‎ (8.1.4-9) 
于 是 | 
С )۳,1( = (去 ) (2) سے‎ (8.1.4-10) 


这 就 是 溶质 粒子 扩散 运动 概率 密度 G (r,t), EEES Fick SERR]. 
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8.1.5 ”粒子 位 移 平 方 的 平均 值 
有 了 粒子 出 现 的 概率 密度 С (r,t), 那么 就 可 以 求 出 任意 物理 量 А (r) 的 系 综 平 均值 


(А) - | dr А(т)С (r,t) (8.1.5-1) 
1 
作为 特例 , Brown 运动 中 粒子 位 移 平 方 的 系 综 平 均值 


(Ir - rol?) = |. dr |r- rol G (r,t) = اق‎ (EY |. её _ ےم‎ ЕБ 
(8.1.5-2) 
将 式 (8.1.5-2) 积分 变量 作 平 动 变换 , r- ro 一 r, 得 到 


n لھچا‎ -| arret = x | анте 
dr |r — rol e = | drre їз = 4л] drre are 
12 R 


ü 


HEAR [8.1.5-2), 得 到 
(нт) (z) Q) = ۔ ملس مد‎ (ж) G 


即 
(Ir = rol”) = ü Di (8.1.5-3) 


实际 上 , 原始 起 点 位 置 是 不 重要 的 , 可 以 设 为 0. 于 是 
(т2у = 6Dt (8.1.5-4) 


这 就 是 1905 年 Einstein 和 Smoluchowski 分 别 在 理论 上 证 明 的 公式 ， 它 预言 了 Brown 运 
动 粒子 位 称 的 规律 , 也 就 是 式 [8,1.2-7). 只 不 过 后 者 是 一 锥 空间 的 结果 , A (8.1.5-4) 是 三 
维 空间 的 结果 由 


8.1.6 ”速度 的 自 时 间 相 美 画 数 1 
从 粒子 的 初始 位 置 ro t 时 刻 的 位 置 r (t) SHER v (t) HRR r(t)-ro = EF dt'e {t') 
得 到 |r 旧 一 ro = [| ао (Р) (Р). 再 对 大 量 粒 子 求 系 综 平均 ， 就 可 以 从 
式 [8.1.5-3) 得 到 | i 
f Ё 
(1 (0) -= ro) =| а |. dt” (o (') -v (27) = 6Dt (8.1.6-1) 


(Е) o ("уу 代表 粒子 前 一 时 刻 的 速度 和 它 自身 后 一 时 刻 速 度 之 间 的 相关 程度 , 故 称 速‏ س 
S Hi FEDERE 只 要 这 个 系 综 是 处 于 稳 态 的 , 由 于 经 典 力学 运动 方程 的 时 间 反 演‏ 
对 称 性 , 总 有 时 间 平 移 的 不 变性 , BH (o (F) w(t) 与 时 间 原 点 的 选取 无 关 :‏ 


(v (0) 0 (07) = (e (2 - t”) -v (0)) = (0007 — t') - v (0)) (8.1.6-2) 
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现在 讨论 式 (8.1.6-1) 的 二 重 积分 问题 . 入 新 的 时 间 变 量 


r=” 7 
سے‎ (8.1.6-3) 


t Жї” Л НЗ) O — +, 故 新 变量 
ВУ у 0اد ضر بے .نے‎ — 2, Tl 
图 8.1.6-1 所 示 . 原来 ЛП" 的 积分 范 
РЯ ( 粗 黑 正方 形 ), 引入 新 的 变量 后 可 以 分 
成 上 下 两 个 直角 三 角形 的 积分 区 域 . 在 下 
面 的 直角 三 角形 中 , 变量 变化 范围 为 r : 
=t 00,6: =т= 2t + r (从 几何 关系 就 
可 以 看 出 来 ). 在 上 面 的 直角 三 角形 中 , Ж 


图 8.1.61 تا‎ 18.1.6-1) 中 的 积分 限 量变 化 范围 为 rT: Ü — t:i TH-T. 
变量 变换 前 后 的 体积 元 与 其 Jacobi 
行列 式 为 
дт дт 
Ән a" Е 0. 
drd = dt'dt" = | ана" = агаг" (8.1.6-4) 
ас ас 1 1 
Bt д" 


所 以 , 式 (8.1.61) 中 的 积分 可 以 写 为 
КАКАС p= [ar Ганьо) осие) 


мозе Дер na‏ + 9ئ 


= 了 ír dr (2t + 2r) (e (0) - v (r)) + | ат (22 — 27) (0 (0): و‎ o} 
= ۲ dr (t + r) to (0)-®(т)) + [ dr (t — т) (0 (0) -v (r) 
其 中 , 第 一 项 积分 可 以 再 用 变量 变换 r= т. 于 是 
Г. dr (t + т) (v (0) -v (7)) = — 1 dr'(t— 7) (e (0) -v )-7۸(( 
КЕСЕ 
最 后 , 式 (8.1.6-1) 可 以 改写 为 
р = =, (Ir (t) — rol”) ты | dt 1 dt" (o (t) -v ()5 


-让 al - z) {(® (0). )) + (6 (0) -v (r))] 
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由 于 时 间 位 移 的 不 变性 {v (O) -v (т) = (0 (0) в (т). 故 有 


p= 7 dr (1-2) (v (0) -v (r)). (8.1.6-5) 
通常 速度 自 时 间 相 关 函 数 (v (O) ° (т)) 随时 间 т 而 衰变 , 只 要 衰变 足够 快 , 同时 时 间 + 选 
得 足够 长 (这 在 通常 实验 中 是 满足 的 ), 于 是 D = lim Jl dr (1 一 =) (e (0) -v (т)), BH 


D= 3 ٢ dr (o (0) -v Cr) (8.1.6-6) 


式 (8.1.6-6) 就 是 通常 模拟 中 据 以 计算 平 动 扩散 系数 D 的 公式 1? 是 ， 其 前 提 是 只 要 满足 
Fick 第 一 、 二 定律 的 那些 所 谓 “ 正 常 ” 的 扩散 过 程 就 可 以 , 也 就 是 该 过 程 在 微观 上 足够 慢 ， 
宰 间 尺度 变化 上 足够 平滑 就 适用 . 

讨论 

(1) 分子 的 扩散 系数 ， 以 上 讨论 的 溶质 粒子 是 单个 粒子 , 是 没有 自身 结构 的 . 而 现在 
讨论 分 子 体系 , 它 由 多 个 粒子 构成 具有 结构 的 体系 , 显然 只 要 把 式 [8.1.6-6) PRATES 
ERE o (t) 改 成 分 子 体系 质心 的 平 动 速度 we (t) 就行 , BI 


p= 1 dr (ve (0) - ve (т) (8.1.6-7) 


可 以 采用 式 (8.1.6-7) 通过 分 子 动力 学 模拟 来 求 算 分 子 的 平 动 扩 散 系 数 D. 
(2) 对 分 子 体系 的 另外 一 种 考虑 如 下 : 根据 式 (8.1.6-1), 对 于 单个 粒子 《|r (t) — rol?) = 
6Dt. 所 以 , 分 子 体 系 就 需要 对 组 成 该 分 子 体系 的 所 有 个 原子 加 和 平均 


N 
SD (lr: () - rof) = 6D: (8.1.6-8) 
لی‎ 


N 
l „ а 2 
D= еу m a 2 in (ü) 9) ` 


实际 分 子 模拟 时 也 能 采用 此 式 . 

(3) 系 综 平均 值 (|r (t) — rol?) 的 模拟 见 图 8.1.6-2(a). FIPE, 普遍 的 时 间 自 相关 函数 
LA (O) А (еу) 的 模拟 见 图 8.1.6-2(b), 把 图 8.1.6-2(b) 稍 作 改动 就 可 以 模拟 更 普遍 的 时 间 相 
KAM (A (O) B (t). 

(4) 平 动 扩散 系数 表征 分 子 质心 平 动 运动 的 快慢 . 与 之 相对 应 的 是 转动 扩散 系数 , С 
表征 分 子 绕 质 心 转动 运动 的 快慢 咱 , 这 里 不 再 装 述 . 


[riir 


' E TT L ! у=) TON} 


mS- С) 2) е С) 2 st‏ | - | و ورڈ 
їп— 1‏ 


ИТУ Cet Dro)‏ ےےل لا 


Ай) (а) REPS رہ-۷‎ 的 
) 1 2 3 m 
Ë 

| نا وو اوت ےب‎ [ | = 5.(-)= AOA) 
جو‎ Fj 58 

1 | | + کڪ‎ 
ا‎ | ЖЕШ 
| i Г *.... k= Б (>)4)0(۸4)2(( == TADA vet 


¿A(0)A(m— '‏ =( 1 1 ےت نت 
(b) HE 5485388 (AOA 的 横扫‏ 
图 8.1.62‏ 
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金属 的 导电 性 是 由 于 金属 中 自由 电子 的 运动 造成 的 ， 在 外 电场 的 作用 下 , 自由 电子 
获得 定向 的 运动 , 造成 电荷 的 输 运 , 这 就 是 宏观 上 表现 出 来 的 电流 . 金属 中 的 自由 电子 可 
以 当 作 稀薄 气体 来 处 理 , 所 以 根据 统计 力学 关于 单 组 分 的 Boltzmann 输 运 方程 叫 


жЕ v, f = pt) _ r= 4 (8.2-1)‏ ا 
Сой‏ 


Җир, f (r, o, t) 为 该 单 粒子 的 分 布 函数 , m 为 其 质量 ; ГСУ, pic) 分 别 代表 撞 入 项 和 撞 出 


项 , 这 两 项 之 关 (Ж). 表示 碰撞 作用 对 单 粒 子 分 布 函数 的 时 间 变 化 率 的 贡献 ， 在 本 
例 中 ， 
(1) 自由 电子 在 外 电场 E 中 受到 的 外 力 为 
X = E (8.2-2) 
(2) 外 电场 E 是 均匀 的 . 体系 的 温度 也 是 均匀 的 . 


(3) 金属 接 上 均匀 外 电场 之 后 , 电子 的 统计 分 布 函数 / 偏离 它 原先 的 平衡 分 布 f. (r, v). 
但 是 , 由 于 碰撞 作用 使 分 布 函数 力图 向 平衡 分 布 ےر‎ 恢复 . 过 了 一 定时 间 之 后 , 这 两 种 相反 
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的 因素 相互 抵消 . 使 体系 又 处 于 稳 态 ， 电 子 的 分 布 函数 达到 一 个 非 平 衡 的 稳 态 的 分 布 函 
数 f (r, vt), 所 以 
af _ , 
= =0 (8.2-3) 
8.2.1 Еа 


现在 讨论 单 组 分 Boltzmann 输 运 方程 的 碰撞 项 . 当 撤 去 外 电场 的 瞬间 之 后 , 由 于 而 
撞 作 用 电子 的 单 粒子 分 布 函数 三 将 回 到 平衡 分 布 f.. 这 个 过 程 相 当 于 一 个 弛 瑰 过 程 . 令 
ЇН т. 车 外 电场 E 不 是 太 强 , 则 分 布 函数 f 偏离 平衡 分 布 у. 很 小 . 于 是 在 能 外 


场 下 可 以 假设 
f= fe+ (v). (8.2.1-1) 
第 二 项 o 只 是 电子 速度 o 的 函数 . 由 于 偏离 量 p 很 小 , [ДЕ با(‎ RE wh ОАК 
平衡 的 速度 为 وو‎ #) PE 
| дк | pi rw) 
(FR b BJ BRIA). 
讨论 


(1) 式 (8.2.1-2) 就 是 假定 该 邓 豫 过 程 的 分 布 函 数 偏离 量 以 指数 速度 下 降 , 原因 如 下 : 
将 式 (8.2.1-2) 积分 : 
| Ə[f(r,ə,t) Рт w)] _ ۱ _ dt 
上 一 站 f = fe о T 
ВТО fir, v, t) = |f (r, v, 0) — fe] ھ۰٣۰‎ 
(2) E r) 表示 f 趋向 f. 的 快慢 . f 是 通过 磁 撞 作用 而 趋向 f. 的 , 所 以 弛 
و ہت‎ r 与 电子 的 “平均 自由 飞行 时 间 "lj |а| 直接 有 关 . 可 以 认为 ,7 与 飞行 的 方向 无 关 . 
Жи, AEE r= Alu)", SEF, 4 > 0, 常数 s > —T. 


8.2.2 ЗБЕ о 


从 单 组 分 的 Boltzmann 输 运 方程 (8.2-1)， 根 据 式 (8.2.3) ЖШШЕ] [Н] ИШК) 
式 (8.2.1-2), 得 到 


(8.2.1-3) 


)8.2.2-1( ۴ے ع = yf‏ رر 
因为 外 电场 是 均匀 的 , 温度 梯度 为 0, 所 以 又 能 假设 单 粒 子 分布 函 数 f 与 粒子 的 位 置 无 关 ，‏ 
i У, =0 (8.2.2-2)‏ 
再 根据 式 (8.2-2), 外 力 X = —eE, RAI (8.2.2-1) 得 到‏ 
Vaf = -# (8.2.2-3)‏ .22- 
考虑 到 7 ši аќ |‏ 
Vef = sz Ves = 2-те е ото (8.2.2-4)‏ 


- 192 . HEE 输 运 性 质 


8.2.3 FHP RAN 
电子 在 平衡 态 的 分 布 为 Fermi-Dirac 分 布 (图 8.2.3-1), ВП 


fro (€) = — 
其 中 , Fermi 能 量 sr 指 体系 基态 时 单 电子 占有 态 
的 最 高 能 量 , û = 1/ (АБТ). 可 见 fro (z) 表示 单 
电子 自 旋 量子 态 的 占有 概率 ， 

ФЕ: Fermi-Dirac 分 布 fen (g) 是 指 电子 
按照 自 旋 量 子 态 的 分 布 , 而 上 述 f Yati 
图 8.2.3-1 Fermi-Dirac 分 布 度 分 布 . 所 以 要 建立 Fen 与 f. 为 电子 之 间 的 联 

Ж. 


因为 n 空间 中 相 体 积 元 ағар 内 的 量子 态 (不 考虑 自 旋 , Вр 6) ا‎ 
رلا‎ Тр 为 ;处 单位 体积 内 电子 动量 为 p p + dp 的 空间 量子 态 的 数目 ， 22Р 
Ж т 处 单位 体积 内 电子 动量 为 р 一 p + dp 之 间 “ 自 旋 量 子 态 ”的 数目 ， 所 以 在 r гл 
单位 体积 内 电子 动量 为 р — p + dp ( 即 电子 速度 在 o — u + do) 之 间 的 电子 数目 为 
feo (6) .29 虹 ， 因 为 这 里 都 是 考虑 平衡 体系 的 情况 , 所 以 feo (€) -2%Ё = f, (rw) dv. 再 
考虑 到 dp = d3p = وتنقیرر‎ = т?й, 故 得 到 


fe (т, v) = اھ‎ fen (e) )8.2.3-2( 


(8.2.3-1) 


dir. О}. = 2m” ó le — Ep) 7 
求证 : یڑ‎ =з кес: (8.2.3-3) 


证 明 ”从 图 8.2.3-1 可 见 Fermi-Dirac 分 布 对 于 粒子 能 量 ے‎ 的 偏 导 (22) 过 于 位 


Т ہے‎ 的 Dirac 函数 -5 人 一 er). 故 令 两 者 的 关系 为 
(E) = a (ع)‎ ð (£ — ғр) [8.2.3-4) 


其 中 , ale) 特定 . 根据 式 (8.2.3-1), 
۰: _ [(Əfep) 日 1 _ —Bete=se)8 
ت‎ (Е) 5 (= — =p) = ( Be ) = کے‎ (сея) = [i + ezen]? 
将 等 式 两 边 积分 | ае), 得 到 
0 


сю — پت قر”-علوق‎ 
| qas = | Чєп (E) ê (g — єк) = а (ёр) 
о [1+„е(к—®>)8] D 


3.2 üE ا‎ ЖЕ - 193 - 


于 是 
сс —Де\Е—®т)й d [erer] 1 со 1 
“en PT 
0 [1 + е —ё)Ё] o [1+ سد‎ 1+е lo +e 
代入 式 (8.2.3-4) 得 到 
9fep 1 
ہے سط سے‎ == — Á £ — 820-5 
( дє 1-+„е-—##> к=) ( ) 


再 引用 式 (8.2.3-2) 得 到 


Bf, _ 2m” дјър 0 2m? б (E — Ек) 


h? 1 十 epBer‏ یق A3‏ عق 


讨论 
通常 温度 下 金属 的 Fermi 能 量 er > kpT(sF 的 为 3~5 eV, 室温 的 kaT 为 0.025 eV), 
FEA (8.2.35) 就 可 以 改写 为 


(9) سے‎ (e -ir (8.2.3-6) 


عم 


8.2.4 ”电流 密度 


非 平衡 稳 态 时 ,在 r 处 单位 体积 内 电子 速度 在 v 一 十 dv 之 间 的 电子 数目 为 
f(r,w)dv， 于 是 单位 时 间 内 通过 单位 截面 的 电子 数 为 v f (r, о) dv, 每 个 电子 的 电量 为 
е, 再 对 所 有 速度 积分 得 到 电流 密度 


j= | ca 7)٥ (8.2.4-1) 
引用 弱 外 场 近似 的 式 (8.2.1-1) 得 到 


з -e )اہ‎ + jdn (8.2.4-2) 


从 Fermi-Dirac ЖАП frp, Je = Эт feo Ж = = оти 可 见 : 平衡 时 电子 的 速度 分 布 是 
速度 o 的 偶 函 数 , 从 而 of. 是 速度 o 的 奇 函 数 . 所 以 [os رہ‎ dv 类 积分 必 为 零 其 物理 


意义 为 平衡 时 正 向 运动 的 电子 的 概率 一 定 等 于 反 向 运动 的 电子 的 概率 . 于 是 式 (8.2.4-2) 
的 电流 密度 可 以 写 为 
j=—e کت‎ (8.2.4-3) 


根据 式 (8.2.2-5), 得 到 j = -e [° Ë (GE) E- J dv, 再 整理 为 
电流 密度 


j= - | (22) Tuy Edt (8.2.4-4) 
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m o oo O‏ س 


8.2.5 ”电导 率 张 量 
将 式 (8.2.4-4) RES Ef Ohm 定律 , 即 电 流 密度 j = S. E, 5 为 电导 率 张 量 . 于 
T= e| (- 2) тота (8.2.5-1) 
电导 率 张 量 > 的 各 分 量 为 
ریت‎ = e| (-2£) Tu du, 1,7 = 1,2,3 (8.2.5-2) 
考虑 到 


(1) ЖЇН] 7 表示 单 粒 子 分 布 函数 f 通过 碰撞 作用 趋向 f. 的 快 惕 ， 它 与 电子 的 
“平均 自由 飞行 时 间 ” 有 关 , 与 速度 o 的 方向 无 关 . 粒子 能 量 = 与 粒子 速度 o 的 平方 成 正 


比 . 所 以 起 (8.2.5-2) 中 (E) r 内 只 是 |o| 的 函数 , 而 与 o 的 方向 无 关 . 因此 这 部 分 对 


RE v 的 积分 为 [Oav = | (aru dv, 另外 的 并 矢 vw 的 分 量 部 分 还 是 要 先 对 矢量 v 
HAR O, 积分 ; 


1 „= 
(2) HF = = =тои?, 所 以 0240 = نہ‎ Че; 
2 тп3/З 


(3) sÑ (8.2.3-2) 表明 速度 分 布 У. [r,v) = Эт fen (e), 于 是 得 到 
_ _д شو‎ 
Tiy = a] ( Be ) Tu; u “۷ا‎ vd ول‎ 


_ 2 [°° м2 ]/_8 (١ э 
e | de پر‎ (ЄЗ T - А - (= 5 u u d 2, 


бо 3 . 
=ef de YE É (ES) اوح‎ 
ü 


m2 | h? ðe 
其 中 ， | 
nij = = ١ uu; d í2, (8.2.5-3a) 
即 
TU = 1 |. тоа, (8.2.5-3Ь) 


表示 物理 量 vuy 在 等 能 面 上 的 角 平 均值 . 令 


тп3/? جپ‎ 
D 人) = 32م‎ (8.2.5-4) 


于 是 


Tij = ё |а پچ‎ TD (e) 9; (8.2.5-5) 
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室温 左右 下 金属 的 Fermi 能 量 er > kaT, 于 是 根据 式 «230 (2) = Sle- 8 
到 


Tij = е? |a (e — er) TD (z) Tv; = [е2т Р (e) TT] 


即 

Tij = е?т (gp) D (ep) їй" (8.2.5-6) 
مآ(‎ 表示 在 Fermi 面 上 对 ov; 求 角 平均 值 . 自由 电子 的 等 能 面 是 球面 , 很 容易 求 角 平 均 
fB. 式 (8.2.5-6) 也 等 价 于 

电导 率 张 量 
g = е?т (ep) D (er) TT" (8.2.5-Т) 

其 中 , + (ep) 为 Fermi Т1 ЕН АЫ Р АУ 18], oo" AHR vv fE Fermi 面 上 的 角 平 均 (5 
然 也 是 个 张 量 )， 以 上 关于 金属 导电 的 经 典 非 平衡 统计 理论 表明 , 电导 率 完全 受 Fermi 181 
上 电子 的 行为 决定 的 , 并 不 与 深 能 级 上 的 电子 有 关 . 这 类 羽 于 化 学 反应 的 前 线 轨道 理论 . 
8.2.6 ЭЖЖ vv 的 Fermi 面 角 平均 


式 [8.2.5-7) 表明 电导 率 张 量 世 与 并 矢 vw 的 Fermi 面 角 平均 sof AR. 以 下 求证 各 


向 同性 导体 的 ۱ 
اچچ‎ = ET = 1 (8.2.6-1а) 
(гк 为 Fermi 面 上 电子 的 速度 , 即 er = mug) 即 它 的 分 量 
2 
m = н 7 (8.2.6-1Ь) 
HERA š 
(1) 根据 式 (8.2.5-3) тту = — |, 0+001 
mo = | 807 sin0d0d@, Wi,j = 2,Y,z (8.2.6-2) 
(Fermi H ) 
各 向 同性 导体 的 Fermi 面 是 球面 , 所 以 
7 = пруд? (8.2.6-3) 
(2) 对 角 项 : 设 Fermi 面 上 的 电子 速度 为 ve, z 方向 上 的 速度 为 
vr = (ор Bin В) sin ф (8.2.6-4a) 
y 方向 上 的 速度 为 
ту = (ор sin 0) cos $ (8.2.6-4b) 
z 方向 上 的 速度 为 


u, = up cos Ë (8.2.6-4с) 


1 


deosg| d (up sin Û sin)? 
1 


1 
v2 sin :ق0‎ = 3 | 
4л 0 


| 
dx {Fermi Mi) 
2 pl 2л | 
= 3 de050 (1 — cos? 0) | dósin” ф 
کرٹ‎ 0 
= ! | 
| аф (1 = сов2ф) 
0 2 
2 2л چ2‎ 2 
UE 4 ;| 1 | UE 
二 = == پا وت‎ = Ё 
کے‎ 49-1], аваз 3 


Fermi 面 上 的 动能 即 er = ть, 所 以 uf = =E. 进而 


1 
дЕ 
mi = S: (8.2.6-5) 
同 理 ， 
Tri 一 去 | 02 sin 800410 = 二 | deosg| dó (vr sin #co8 9) 
رق ئل 47 سو‎ “ 4л Ji 0 
2 rl 2л 
= Е | Ясо # (1 一 cos) | decos” ض‎ 
Ar J 0 
2 т%\| f 1 
_ “F _ < 
(= 3 ү dd; (1 + сов20) 
2 л 2л 2 
тр 4 1 1 | їр BEF 
ہد‎ шшш ú шш و‎ 一 d 一 aa。 шыл 
چا‎ 3 8 ttil 45120} 3 = Bm 
和 
ہن‎ = Uy = = = (8.2.6-6) 
(3) 非 对 角 项 : 
1 | . 
= 
mi, = سے‎ Uzt, sin бабаф 
БЫ 4л {Fermi Mi) Е 
1 1 21 
== 3 200 | аф (up віп ð sin ф) (ve sin Ө соз ф) 
一 0 
uł [1 = 
= | deos0 (1 — cos?) | desin фсовф 
-1 0 
2 3y |1 ря 
Ea 1 
= (z т )| Í d4%; sin 2¢ 
2 2л 
22 4 1 ۱ 
= L = ws > = 
4л З I т |, 420) 2 
同 理 , 得 到 


yr = ہد‎ = 0 (8.2.6-7) 
最 后 , 证 得 式 (8.2.6-1a) AIX (8.2.6-1b). = 


ёз پل‎ Єт 197. 


8.2.7 ”小结 


根据 上 述 ， 
(1) 电导 率 张 量 


@ = e'r (ep) D (er) TT" 


(2) 各 向 同性 导体 时 , 并 矢 vv 在 Fermi 面 上 的 角 平 均 vo" 为 


(3) 式 (8.2.5-4) 定义 的 


所 以 对 于 各 向 同性 的 金属 导体 电导 率 张 量 为 
03/2 TEE ZEF ї 


Marê BR 


根据 甘于 固体 中 自由 电子 气 的 论述 ( 见 式 (10.5.1-12)), 自由 电子 气 的 Fermi 能 量 er = 


2723 
(= ) M E EMEK g = 2, 于 是 可 以 得 到 自由 电子 气 的 密度 


t 


@ = е?т (ep) D (er) TTF = er (ep) )8.2.7-1( 


më а 
р = == ЕЭ (8.2.7-9) 
最 后 , 金属 的 电导 率 张 量 
ë = ейт (єр) £i (8.2.7-3) 
دہ‎ ЖА jk 导 
这 里 讨论 金属 的 导热 问题 . 金属 的 导热 是 由 于 金属 中 自由 电子 传输 动能 造成 的 . 
8.3.1 FRAN 
金属 中 的 自由 电子 可 以 当 作 稀薄 气体 处 理 , 类 似 于 8.2 节 , 根据 单 组 分 的 Boltzmann 
输 运 方程 7 = ۹ 
эү Vef + Ve 8.3.1-1 
көе £= ور‎ : ) 


“аи, 27 = 0. 本 例 中 , 外 力 X = 0. 在 没有 温度 梯度 的 情况 下 , 77 
衡 态 的 单 粒子 分 布 函数 у. 分 布 的 . 可 是 在 温度 梯度 VT 为 定 值 的 情况 下 , 体系 处 于 稳 
£, 即 单 粒子 分 布 函数 وہہ ر‎ 达到 稳定 , 即 9/ = 0 或 f = firo). SERERA 
时 , 则 分 布 函数 /偏离 ےر‎ 很 小 HALF زان‎ 这 时 


f = fe + ۳ W o < f. (8.3.1-2) 
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除了 温度 梯度 使 得 分 布 函 数 偏离 平衡 的 因素 之 外 , 还 有 一 个 相反 的 因素 , 即 由 于 粒子 
间 的 碰撞 使 体系 从 非 平衡 的 近 平衡 状态 趋 近 于 平衡 态 . 对 于 这 第 二 种 因素 引入 唯 象 的 弛 
TREY BRL: 假设 这 种 赵 近 是 指数 型 的 , 即 


д] ЕЕ f 2 7 | Р 
а) Col. Or к 
于 是 式 (8.3.1-1) 在 无 外 力 . FERES. 1805000 ЈА F. 可 以 写 为 
n. V f= -ii (8.3.1-4а) 
即 
f = fa ہو‎ Vrf (8.3.1-4Ь) 
分 布 函数 的 梯度 可 写 为 
5 àf E— ёр _ .Of E— Ер 
rf = (сеў سے‎ ( = ) тёз, ( 2 ) (8.3.1-5) 
КВТ 
考虑 到 此 时 f = f., ВТО V, f = ri У, ( 77) = ri [= ۶7 وع ات‎ 
Вр 
Ə f. EF 
V,f = = [v.a = TV, [= )| (8.3.1-6) 
代入 式 (8.3.1-4b) 得 到 
f= گر‎ тъ- = = [ev In T + TV, (т) (8.3.1-7) 
u] Wik K ЖЛ АН Pa Ж u PS `F 5 زا ج7‎ BL رز‎ 
p= ey. مت‎ T + TV, 的 | (8.3.1-8) 


8.3.2 ”电流 密度 为 零 的 约 东 


在 т 处 单位 时 间 内 通过 单位 截面 的 子 数 为 wf Се а) ریو‎ 一 个 电子 携带 电量 -e, 于 是 
在 т 处 单位 时 间 内 通过 单位 截面 的 电量 (BJ = ЖН”) 为 


j = [evs (т, ہ‎ dv ۔‎ {8.3.2-1) 


根据 式 (8.3.1-2), 同时 考虑 到 实际 上 在 不 存在 外 电场 的 近 平衡 态 时 各 处 电流 密度 均 为 零 ， 
于 是 | 
0 ز-‎ = (Df (тув)4дь = (ое) 


当 平 衡 态 时 , 各 处 电流 密度 亦 均 为 零 0 = | ca vjedv, 所 以 从 “电流 密度 为 等 "” 这 个 约束 
条 件 得 到 
一 | (—е) وہہ‎ (8.3.2-2) 


хз $ الا‎ 导 - 199. 
将 式 (8.3.1-8) 的 o 代入 , 得 到 


o=e|{7(- لگ‎ Jev, mT + ТУ, (#)|]) тт (8.3.2-3) 


式 (8.3.2-3) 花 插 号 内 : 第 一 , 因为 从 + 的 物理 含义 来 看 7 只 是 о 的 函数 ; 第 二 , 从 粒 
子 能 量 с 与 粒子 速度 o 的 平方 02 成 正比 来 看 = 也 只 是 о 的 函数 , 所 以 式 (8.3.2-3) Æ 
括号 内 只 是 |v| 的 函数 , 与 o 的 方向 无 关 . 因此 式 (8.3.2-3) 花 括号 内 对 矢量 + 的 积分 为 


[оа = ۶ وو-سو‎ 类 型 . 但 是 并 矢 we 部 分 还 与 角 分 布 有 关 , 所 以 要 先 对 矢量 v 的 
0 
方位 角 ہہ‎ 积分 , 于 是 得 到 


0 = ef |. (E) ھا‎ + Tv, (Z)| 7 


x { 云 | vuda} vw du (8.3.2-4) 
ПШ 


考虑 到 


(1) 根据 式 (8.2.3-2) f. (т, u) = hs _ 2m? ۵8۴ھ‎ 


(ЕЗ, 所 以 有 — =- B‏ ظط ہے 
而 是 由 外‏ ید 式 (8.3.2-4) 方 括号 内 V, n T A TV, (= >) RTE‏ )2( 
部 温度 分 布 决定 的 ， 所 以 如 果 将 对 速度 的 积分 改换 成 对 粒子 能 量 的 积分 , 那么 这 两 项 都‏ 
У®‏ = وروش 可 以 与 积分 无 关 . 由 于 上 = Та, 所 以‏ 
ma?‏ 2 
式 (8.3.2-4) 的 第 二 个 花 括 号 就 是 式 (8.2.5-3b), MHR те HATH. ТЕ 8.2 市‏ )3( 
中 , 运用 室温 左右 下 金属 的 Fermi 能 量 er > ЕТ 的 条 件 , 根据 式 (8.2.3- a(r) =‏ 


dz. 


-§(e єр), 于 是 求 得 并 矢 vv 在 Fermi 面 上 的 角 平均 为 کچھ‎ = F1 = 1 (Ж 


3 
(8.2.6-1а)). 其实 , 只 要 满足 各 问 N °. ١۱١۱١ _` 
FR vw 的 角 平 均 为 
__ ےئا‎ te T 
s= i= 1 (8.3.2-5) 


(8.3.2-6) 


于 是 , A (83.24) 可 以 改写 为 
0 ے‎ ef { ع(‎ [ev ln T + TV, (2) 7 та 


= |N (e) г.р (e) dz ٣۔7‎ 
0 


+ | Є ары rD (а) TV, (Z) (8.3.2-7) 
定义 
© @ 2 
KL. = | (- 5 ) وروی‎ (g)dg, n=0,1,2,... (8.3.2-8) 
所 以 从 电流 密度 为 零 的 约 东 得 来 的 式 (8.3.2-7) 可 改写 为 0 = LV, In T + оту, (E), 
即 
Т» (F - 2v, In T (8.3.2-9) 


8.3.3 热流 


ТЕ r 处 单位 时 间 内 通过 单位 截面 的 子 数 为 of (r, u) ао, 一 个 粒子 携带 能 量 =, 于 是 在 
r 处 单位 时 间 内 通过 单位 截面 的 能 量 ( 即 热流 ) 为 


= ( (r, wu] dw (8.3.3-1) 
根据 式 (8.3.1-7), 得 到 
q = Е [ f. + р) do = [ола + Е (8.3.3-2) 


由 气体 分 子 速 度 分 布 可 知 平衡 分 布 f 是 速度 向 量 w 的 偶 函 数 , FE of. 是 速度 向 量 v 


的 奇 函 数 . 于 是 式 (8.3.3-2) 第 一 项 سا‎ = 0( 速 度 积分 从 -oo 积 到 +оо). 引用 式 
(8.3.1-8), 式 (8.3.2-2) 可 写 为 


9 = [ev fro. бА In T + TV, (2) а 
= Б . (22) V, In T +TV, (=)| du (8.3.3-3) 


НЕН (8.3.23) 和 式 (8.3.2-4) 的 考虑 一 样 ; 第 一 , ROBERN + 只 是 زور‎ 的 函数 ; 第 
二 , 粒子 能 量 = 也 只 是 l| 的 函数 , 所 以 式 (8.3.3-3) 内 对 于 只 是 o 的 函数 又 与 方向 无 
关 的 部 分 对 矢量 v 的 积分 属于 | ۴ r (Jamu? do 类 型 . TJR ww 部 分 还 与 角 分 布 


AK, 需 先 对 矢量 o 的 方向 角 Q, 积分 . 于 是 得 到 
9 = | fer (- Z) [evr nT + TV, е T 2 7 长 A vvd, | و‎ 


同样 再 考虑 到 : رق‎ 一 22 7 ША пса : @ vdv = YZ ae; @ D (e) = یہ‎ 得 到 


q = б (Ge) [evr in T + TV, (T) D (e) de 


=з А F 导 ‚201. 


再 引用 式 (8.32.5) тю = 26.7 — 站 ,得 到 
їп 3 
可 = 一 |N (e) رئا‎ (e) de V. In T 
0 
И 7 (e) r eD 四 de ту, (2) 


= -LsV, In T — АТҸ, (=) 


再 根据 从 “电流 密度 为 零 " 得 来 的 式 (8.3.2.9) ТУ, (E) = Dig, In T, 整理 得 到 


Lo 
q=- (5 Г r) V, In T = — (=e) V T (8.3.3-4) 
这 就 是 关于 金属 中 热传导 问题 的 经 典 非 平衡 统计 理论 的 结果 . 将 它 与 唯 象 的 Fourier 导热 
定律 
q = —-XV,T )8.3.3-5( 
ШЕ ЕЈ p کر‎ X A 
72 ыз اش‎ (8.3.3-6) 


至 此 , 导热 系数 的 计算 就 归结 为 计算 Lan = 0,1,2) 问题 . 
8.3.4 Sommerfeld 展开 定理 加 
计算 L, 的 式 (8.3.2-8) 属于 | ü (名 (ع)م‎ de 一 类 的 积分 , 其 中 , o (e) 为 上 的 


某 个 任意 函数 . 考虑 到 Fermi-Dirac 分 布 函 数 (Wk (8.2.3-1)) 


1 


~ ا‎ er (8.3.4-1) 


Јер (€) 
可 以 证 明 : 对 于 任意 函数 o (O), 只 要 满足 (0) = 0 НЕ e = sr 处 连续 可 微 , 则 总 能 


作 如 下 近似 : 
09 feo (€) de = p (ep) + 87560 (ee) + gp (ep) 
4 З gs e EE 
或 


”app _ .سد‎ (2) Tx ہے‎ (a) 
| ее (- f )а еб) + 58 ç) (ep) + 17-8-4009 (er) 
31л° 


з Ө те (єк) +: (8.3.4-2) 


+ 


其 中 , wi (ep) = д" (е) 


ےم 


. 式 (8.3.4-2) 称 为 Sommerfeld 展开 定理 . 


= 
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证 明 
(1) 积分 
=| 2e E) fon (e) de = frp (e) ص‎ (a) -| e Это (0) qe 
Š ۴ pie (- Əfep Se 7 7 
їй 
Əfep (z) д 1 _ قوا٤-‎ +8 а 
== ٹس‎ x (Letea)? )1+ ele) (1 + زازعا‎ 


(8.3.4-4) 
可 见 2/ер 是 关于 = -sp گا ا ران‎ 从 图 8.2.3-1 也 可 见 эе» 也 只 有 在 ep 附近 才 不 为 


Зр. al 可 以 在 ہے‎ 附近 对 yle) TE Taylor 展开 


ple) = pler) + У е (er) (e — ep)" (8.3.4-5) 


n=j 
(2) 根据 式 (8.3.4-3), 利用 SD 是 关于 = — ср 的 偶 函 数 及 只 有 在 sr 附近 才 不 为 零 
的 性 质 , 可 以 将 积分 下 限 拓展 到 - 


I=- [ مآ‎ (е) Эко ©), =- | ت‎ (=) Žiro E) ae (8.3.4-6) 


将 式 (8.3.4-5) 代入 式 (8.3.4-6), 得 到 
i= (er) | Əfep (6) q; _ > e (ssh ШЕ) É (= — ep)" оер) ن‎ 


n!‏ سے дЕ‏ ہم 
(Ж)‏ 
Afro (8)‏ ہے _ (er r‏ 009 < _ 
ч (8.3.4-7)‏ ا کے ا .> 


3) 式 (8.3.4.7) 中 的 第 一 个 积分 n=| “ED ین لگا‎ = foly = —1. 


(4) A (8.3.47) 中 的 第 二 个 积分 五 = ۳ (= — er)” лош a = 0. 其 原因 在 于 


fa = nal di 


IED 是 关于 ہے ے‎ 的 偶 函数 , 而 (z — єк)" 在 当 n 为 奇数 时 为 ے‎ sr 的 奇 函 数 . 所 以 于 


个 被 积 函 数 是 关于 s — ep 的 奇 函数 , 故 在 -oo — оо 间 的 积分 为 零 . 
(5) sÑ (8.3.4-7) 中 的 第 三 个 积分 , 利用 式 (8.3.4-4) 得 到 


сю © == = n (=—ер)8 
上 یو‎ | 226-57 36, 


(1+ efe 一 cp]B) Р 


п 0ے‎ istan 


вз MM j 导 0203. 


上 上 陈 的 最 后 一 步 引 入 了 新 变量 z = (e ев) م‎ 现在 , 由 于 被 积 函数 是 z 的 偶 函 数 , akin 
分 眼 可 改 成 0 一 oo. 再 作 分 部 积分 得 到 


>= ner сз 1 
I = 28" — dr = 207" ^d | 一 一 
i i 7 (1 Fej 2 |. 7 dl رج‎ 


тї с ات‎ п— 
= ٭-ورو‎ 7 -一 -nf ж" j 
| 1+е*|, o 1 + е? 


сж - 
h= -an8 |, —dr (8.3.4-8) 


та т=н зен 


Bp 


8 __1__ = = = ryk __ 
利用 级 数 展开 式 ے‎ = at, کہ رر‎ 5) = ‹ X" = 
е-*ў^(-1) j etr, 再 代入 式 (8.3.4-8) 得 到 r, = ову) H да+) 


к= k=ü Fı wan 


再 引用 积分 公式 | گے = و“‎ 求 得 


аз+1 


)8.3.4-9( 2 = وا 
۴ + = سرت بر 


再 将 加 和 项 拆 成 偶数 项 之 和 与 奇数 项 之 和 , 即 


Г] k=: a1 mg 
уеп k add k add ا‎ awan й 
ч = قاوے _ 1 = ا‎ ЖЕК 
= 18 {бан У =} = 8 تہ رج‎ 
t=1 а, bl ta1 
= 1 
一 一 20260498 (1 — 21—%) ~ 


于 是 
Is = —2n!8_" (1—2! ”Ca (8.3.4-10) 
其 中 , с = Dy PRA Riemann С 函数 


(图 8.3.4-1). 
可 以 证 明 Riemann ¢ 函数 ( 表 8.3.4-1) 


0 i 
C 
) = 2 1l_ тл], = 图 8.3.4-1 Riemann ¢ В c(a)" 
Ë Г(в) Jj, e ۔‎ 
же 
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# 8.3.4-1 
8 l 3/2 2 5/2 4 6 8 10 
د‎ A ñ 8 10 
С (а) ос 2.612 az 1.314 = я ےھ‎ T 
6 90 945 94580 НЕНИИ] 


现在 回 到 式 (8.3.4-6) 和 式 (8.3.4-7), 其 中 , 3 个 积分 式 已 经 分 别 证 明 等 于 —1, 0 和 
式 (8.3.4-10), 所 以 式 (8.3.4-7) 的 积分 为 


I= نار‎ ду (ë) 


fen (e)de = (ев) +2 У p™ (ep) 8" (1 21") ¢ (n) 


{aven tarem =j 


=p (er) + 2 (1—21) g-2r¿ (2r) ”ام‎ (gp) 


r=1 
= p (ep) + 8724 (2) eË) (er) + 2 (1 — 273) لغاص )4( پ4 ق‎ (ep) 
+ 2 (1 — 25) 376% (6) م‎ (ep) + 


再 将 Riemann с РАЗ С (s) 的 数值 代入 得 到 


д ` a 
r= | 3 ple ЭР (©) gop 6 ) de = ш GJ + л _3-2,(2) (Ep) + وٹ‎ glt) (EF) 
A б 360 


31л° 
15120" 


8.3.5 多 属 导热 系数 的 具体 表 式 
Беде ВУ Е] 


(sp) + +" m‏ ہے سس 


т = A (8.3.5-1) 
aja 
其 中 , A > 0, 常数 s > -7. 电子 速度 的 模 |o| = JZ m 为 电子 质量 , BD r= А (2) 


基于 这 个 假定 , 就 可 以 通过 式 (8.3.3-6) Ж. ERMA (8.3.2-8) R г. (п = 
0,1,2,.…), MF: 


00ھ 
再 根据 D (e) 的 表达 式 (zÑ (8.2.5-4)) 得 到 L, = N M 的‏ 
ج2 k:‏ 


ama £ ae 最 后 整理 得 到 


кею‏ 3/2 72ھ 
L. = A (2) (2т) | (e) gn+3(a+3)qe (8.3.5-2)‏ 
0 


m 3h3m2 дє 


如 果 采 用 最 粗粮 的 低温 近似 (225 з) = —6(є -ep)( 见 式 (8.2.3.6)), 再 根据 式 (82.7.2) А 


由 电子 气 的 密度 p= — (mey ‚ж La = ГАЗ 最 后 代入 式 (8.3.3-6) 求 得 导 
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热 系数 А = 0. 可见, 说 明 以 上 处 理 的 近似 过 分 了 , 必须 对 Fermi-Dirac 41725 38 ВЕ ЕА 
导 (220. 作 更 为 准确 的 近似 , 为 此 , 引用 Sommerfeld 展开 定理 ( 见 式 (8.3.4-2)), 7 


[ее (EP ) & =e (er) + Fp (es) + TP (en) +... 


取 上 式 的 前 两 项 改写 式 (8.3.5-2) L, = £ ا0‎ (am) | (e) 00 


m ghnt 


的 积分 项 , 即 相当 于 其 中 P(e) = е9 408+), 所 以 
rC =). + (+3), 
0 ge 
=en | سد ہے‎ Ë + ; (в + 3 É + ; (s + ) + 
= gers E + ات‎ (6649) 2 Ë : (в + 3 [n+ ; (s + 0 +e } 


于 是 


А / 2”? (эт)??? یں‎ 
т.) ghp? F 


кук] +]‏ جو بت یت 1+5« 


_ А /2ee y (amer) n 
= тп ЗћЗл2 F 


x fa ere)” т (8+3) "++ е} 


1/ 
根据 自由 电子 气 的 电子 速度 we = y , 电子 密度 p с а Не = діа 
( 见 式 (8.3.5-1), BH т (ep) = Avê), 所 以 可 以 进一步 简化 ہی‎ 为 


үа r (єк) её} 1+ T (er) "+; +9 ++) е} 


TE 


Ya = 0,1, 2, 
或 
Ln = Lr (ep) en 1 [ й" + (в+3] او یڈ یو‎ 
nis m سی‎ Зы 18١۴ 2 
Мп = 0,1,2,--- 
仿 


л? 
б 


(ep) * (8.3.5-3) 
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于 是 
Ln = £ 【EPE 人 fı +a Ë 十 р (в + ) Ë + > (а + 0 | , Wn= 0,12... (В.З.5-4) 
现在 得 到 
Lo = Ёт (ев) {14 2 (s+3)(s+1))} (8.3.5-5a) 
Іл = u (Ев) EF {1 + i (в +5) (8 + 3)} (8.3.5-5b) 
和 
نیہ ےا‎ є® {1 + i (8+7) (8 + 5) (8.3.5-5с) 
最 后 代入 式 (8.3.3-6) 得 到 导热 系数 
Lalo - L 
لت‎ г: | 
307 [1+5 (5+7) (s+5)| 1+5 (8+3) (s+1)| = 1+7 (8+5) (+3)? 
i 
|1+5 (3+و)‎ (s+1)| 
将 第 二 项 分 数 化 简 , 再 引用 式 (8.3.5-3) 得 到 
1 /mkaTN _ 
_ prier). 1 - 1 ( р ) (8+ 5) (= + 3) i 
A aT [mkn Т) ү ری یس‎ (8.3.5-6) 
1 十 一 (ЖТ) (з + 3) (8 + 1) 
24 EF / 
通常 温度 下 , 金属 的 er > kT, 于 是 式 (8.3.5-6) ERS P کا‎ ЛАН T 1. 所 以 金属 的 导 
热 系数 i 
А = a PT (ep) ET (8.3.5-7) 
讨论 


(1) 以 上 关于 金属 热 导 率 的 理论 从 经 典 非 平衡 统计 理论 出 发 , 也 运用 了 量子 统计 理论 
的 方法 . 该 理论 表明 , 热 导 率 和 电导 率 一 样 取决 于 Fermi 面 上 电子 的 行为 , 与 深 能 级 上 的 
电子 无 关 . 20 世纪 20 年 代 在 金属 理论 中 产生 Fermi 面 的 概念 , 到 了 50 年 代 在 化 学 理论 
中 产生 了 类 羽 的 前 线 轨道 的 概念. 

(2) 小 结 : 

金属 的 导热 系数 和 = ہر‎ (er) تشد‎ 

金属 的 电导 率 张 量 F =e" (ee) اہ‎ (Mz (8.2.7-3)) 
所 以 两 者 之 比 是 个 常量 , 即 
-一 = „и = 2.44 310-8510 . n. K" (8.3.5-8) 
式 (8.3.5-8) 由 Sommerfeld 于 1928 年 导出 , 与 实验 相符 ( 表 8.3.5-1). 此 前 , 1853 年 Wiede- 
mann 和 Franz 实验 测 得 金属 的 А/т 与 温度 成 正比 且 与 金属 的 种 类 无 关 (Wiedemann- 


(RM: 10 W.-K) 


W An 


参考 文献 


Franz 定律 )， ЕА 称 为 Lorentz 数 . 


3# 8.3.5-1 金属 Lorentz MIRÊ 


al Ар Au Cd Cu Ir Mo‏ جو 


0۳ 2.31 2.35 2.42 2.23 2.49 21 2.47 2.51 2.52 3-04 2.31 


1002 2.7 2.40 2.43 2.33 2.49 2.79 2.56 2.60 2.49 3.20 2.23 


可 见 , Sommerfeld 的 量子 统计 理论 对 金属 导热 机 理 的 认识 上 , 显然 要 比 在 Wiedemann- 


Franz 实验 对 金属 导热 的 认识 大 大 推进 了 一 步 . 从 这 里 读者 可 以 再 一 次 具体 领会 第 一 原理 
的 重要 作用 , 又 一 次 体会 到 感性 认识 与 理性 认识 的 具体 差别 . 
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第 9 章 ”分 子 光谱 的 模拟 


“有 两 种 伟大 的 事物 , 我 们 越 是 经 常 、 越 是 执著 地 思 者 它们 , 我 们 心中 就 越 
Ж жй یڈ‎ А + 3 یر ڈنو سر‎ Е: 我 们 头 上 的 灿烂 星空, 我 们 心 
P Aiii kmj.” 

— ЖИ І. Kant(1724~1804 年 ) 的 《实践 理性 批判 》, جک اک‎ ЩН ДЕУ Ж, 提 
ШЖ ДЕ ا‎ 


本 章 介绍 分 子 振 转 光谱 和 电子 光谱 的 模拟 , 其 中 的 振 转 光谱 仅 限于 讨论 电磁 波 与 分 
于 电 侦 极 和 矩 相互 作用 产生 的 振 转 光谱 , 即 红外 光谱 . 从 机 理 来 看 , 红外 光谱 涉及 的 是 分 子 
振动 和 转动 能 级 的 跃迁 , 故 称 为 振 转 光谱 . 振 转 光谱 的 模拟 中 介绍 简 正 振动 分 析 和 Green- 
Kubo 的 线性 啊 度 理论 两 种 方法 . 简 正 振动 分 析 中 还 介绍 了 从 内 上 坐标 出 发 的 简 正 振动 分 
析 法 , 即 GF EREHE. Green-Kubo 的 线性 响应 理论 方法 (理论 部 分 见 第 6 章 ) 实际 上 是 通 
过 分 子 动力 学 模拟 求 得 时 间 相关 函数 来 计算 红外 光谱 的 . 


9.1 分 子 的 振动 


目前 振 转 光谱 有 两 种 基于 第 一 原理 的 计算 方法 : 

(1) 简 正 振动 分 析 法 4: 用 量子 力学 得 到 分 子 势能 , 然后 从 势能 对 核 位 置 的 二 阶 导 
数 即 Hesse 矩阵 , 作 振动 分 析 得 到 各 个 简 正 振动 模 . 这 就 是 简 正 振 动 分 析 法 的 思路 . 如 何 
在 内 坐标 中 实现 简 正 振动 分 析 , 那 就 是 GF 矩阵 法 . 

在 3.1 节 介 绍 分 子 动力 学 原理 的 时 候 就 讲 到 , 分 子 动力 学 模拟 普 适 性 的 依据 是 , 分 子 
中 原子 核 运动 服从 经 典 力 学 原理 . 而 这 条 原理 的 证 明 实际 上 就 是 通过 经 典 力 学 对 分 子 振 
动 运 动作 简 正 振动 分 析 实 现 的 , 由 此 得 到 的 红外 光谱 谱 线 峰 位 与 实验 值 无 一 例外 地 一 致 . 
可 见 简 正 振动 分 析 在 科学 上 的 地 位 . 简 正 振动 分 析 只 能 得 到 红外 谱 的 峰 位 和 每 个 振动 模 
涉及 的 各 个 原子 的 相对 振动 位 置 . 不 能 得 到 整个 红外 谱 曲 线 . 

(2) 线性 响应 理论 ， 用 第 6 章 中 介绍 的 量子 统计 力学 的 Green-Kubo 线性 响应 理 
=T, ROEM) 的 自 时 间 相 关 函 数 的 Fourier 变换 就 得 到 振 转 光谱 的 谱 密 度 


Tlw) = 去 | ` dte wt (МО). ME) (9.1-1) 
不 但 得 到 了 红外 谱 的 峰 位 , 而 是 得 到 了 整个 波段 的 红外 谱 曲 线 . 以 下 先 介绍 简 正 振动 分 析 
ТЕ! УА, 
9.1.1 简 正 振动 


令 分 子 体 系 有 N 个 原子 , m; 为 第 j 个 原子 的 质量 . $ Xi, Xan ‚Хау 为 所 有 原子 
在 直角 坐标 系 的 3N 个 分 量 . $ zi za …… ,zaw 为 原子 离开 平衡 位 置 的 位 移 , 将 其 写 为 列 
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ЖЕЕ 


х = [Bı Fa ٠۰۰ TaN ۳ (9.1.1-1) 


其 中 , 上 标 “T” 表示 矩阵 转 置 , 体系 所 有 核 的 总 动能 为 
تو‎ 1 
Т= 2 ms - 5%' пах (9.1.1-2) 
其 中 , i, = 928 ук = 1(1)3N, 质量 从 阵 m 定义 为 如 下 的 3N x 3N 28008105۰: 


m = іар (ттр, mi, mM Ma, ma, Mig ہیاک ہز‎ TEN, ) (9.1.1-3) 


引入 如 下 定义 的 质量 加 权 位 移 坐 标 分 量 ; 
qı = mi” “mi, Vi = 1 (1) 3N, BF 
q = m!/2yx (9.1.1-4) 


所 以 , 式 (9.1.1-2) 原子 核 总 的 动能 可 写 为 
pa 1 
Т = 2 У @ = 54 4 (9.1.1-5) 
k=1 


同样 , 分 子 体系 的 势能 可 以 在 平衡 位 置 对 质量 加 权 位 移 坐 标 (q) 作 Taylor 展开 


3N ror ЗМ ЗУ ¿ дор; ۱ 
U =+ > مم تو چوک وق‎ 99 + O (9) (9.1.1-6) 
不 失 普遍 性 , 可 令 平衡 时 势能 Uo = 0. 再 因为 平衡 位 置 处 势能 对 于 位 移 的 所 有 一 阶 守 数 


Ж 0,‏ 
رو کچ aN‏ کے 1 
2 = رپ ےج ا 


其 中 , Е, 的 矩阵 元 定义 为 


1 
(9.1.1-Т)‏ کر ہے 


_ | æU = À. 
(Fa) = 2) = f, (BI Hesse PE (9.1.1-8) 


显然 
ЕТ =F, (9.1.1-9) 


求 算 分 子 的 势能 是 个 需要 量子 力学 解决 的 问题 , 但 是 一 旦 势能 得 到 , 则 原子 核 的 位 置 问题 
是 一 个 能 够 用 经 典 力学 解决 的 问题 : 因为 符合 保守 系 条 件 , 故 体系 的 Lagrange 函数 


U (9.1.1-10)‏ ۳ے رآ 
服从 以 下 Lagrange 方程 (Ж (1.2.1-7)):‏ 


d /ary ƏL 7 
(9) و‎ =o vj = 17 (9.1.1-11) 


“210. 第 9 章 分 子 光谱 的 模拟 
将 式 (9.1.1-5)、 式 (9.1.1-7) AXR {9.1.1-10) 代入 得 到 
3N 
й + У ify =0, Vj 7ءء‎ (9.1.1-12) 
йш] 


对 于 振动 运动 之 类 的 周期 性 问题 可 以 设 方程 的 解 具有 如 下 形式 : 

q; = qÜ cos (wt + ¢) (9.1.1-13) 
其 中 , 振幅 т}, AE o ЖИН ó FE. FE ûj = -gwsin (wt +¢), ë; = —4@ш cos (wt + ф), 
进而 得 到 -qlw + وت‎ f = 0, Вр 


ЗМ 
> q (fo -wiy = 0, Уј (9.1.1-14) 
=] 


式 (9.1.1-14) 是 一 组 3N 个 方程 的 联 立 线性 方程 组 , TURRA {0}. 线性 代数 告知 ; 
A (9.1.1-14) 只 有 当 如 下 的 系数 行列 式 等 于 0 时 , AA {40} 不 全 为 0 的 解 (只 有 这 样 才 
二 有 物理 意义 的 解 ): 


det |f; -w s| = 0 (9.1.1-15а) 


即 


fu = w di h. w, = Ü) (9.1 ‚1-16Ь) 


AN ×7 
称 为 久 期 行列 式 . 展开 行列 式 得 到 w? MEAN, REK (2). جج‎ 3N 个 解 
uk lk =1(1)3N}. ЖРА wê, RAR (9.1.1-14) A8 — AW T li =10)3N), 
这 就 是 在 振动 角 频 率 为 wx 时 一 组 质量 加 权 位 移 的 振幅 , 也 就 是 现在 可 以 确定 各 个 原子 振 
幅 的 比例 , 尽管 还 不 能 确定 振幅 的 绝对 值 . 不 过 , 至 此 上 述 理论 已 经 对 分 子 的 振动 给 出 了 
相当 清楚 的 描述 了 . 
通常 附加 一 个 振幅 的 妇 一 化 条 性 , Вр 


3N i 
09 (дь) =1, Vk (9.1.1-16) 
约定 质量 加 权 振 幅 归 一 化 以 前 称 为 CA: 归 一 化 之 后 称 为 {Lili = 1(1) 3N}. 
讨论 | 
(1) 可 见 每 一 个 振动 角 频 率 为 ہرں‎ 就 有 一 组 (La |i = 1(1) 3N } REMEG, 它们 
代表 者 此 时 所 有 原子 以 相同 的 频率 在 振动 . 每 一 种 这 样 的 振动 称 为 一 种 简 正 振动 模 ( 式 ) 或 
称 振动 模 . 
(2) 实际 上 , 在 3N 个 解 {а | = 1(1)3N} 中 有 6 个 解 是 零 解 یں‎ = 0. 对 应 着 3 个 
平 动 、3 个 转动 自由 度 ( 线 型 分 子 时 转动 只 有 2 个 ). 只 有 3N - 6 个 解 是 非 零 解 ( 线 型 分 
子 时 为 3N — 5). 
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3) 既然 式 (9.1.1-12) 这 个 二 阶 微分 方程 具有 特 解 


L jk cos (wkt + Ф) (9.1.1-17)‏ = رو 
所 以 特 解 的 任意 线性 组 侣 是 该 微分 方程 的 通 解 , 即‏ 
AN —6‏ 
cos (wut + ¢), Vj =1(1)3N - 6 (9.1.1-18)‏ رہ q; = У‏ 
k=l‏ 


(4) 根据 对 角 化 之 前 的 势能 , Ж (9.1.1-7)U = 5qTFuq， 矩阵 F, PÆNERE, 加 和 
里 面 有 qa; (G Z j) 之 类 的 交叉 项 , 即 用 و‎ 表示 的 运动 粒子 之 间 存 在 相互 作用 势能 , 是 相 
倚 子 体系 . 所 以 采用 质量 加 权 位 移 坐 标 q 只 是 理论 形式 简化 了 . 还 没有 把 复杂 的 分 子 振 
动 运动 化 解 成 为 百 为 独立 的 “ 子 运动 ". 但 是 经 过 式 (9.1.1-12) 到 式 (9.1.1-18) 的 处 理 得 到 
的 简 正 振动 振幅 {Li li = 1 (1) ЗА}, 同一 个 ok 的 归 一 化 加 权 位 移 振 幅 Li 只 与 wk FX, 
而 与 其 他 角 频 率 wi (Z wx] ЖЖ. 尽管 wk 和 其 他 wi 的 振幅 其 实 都 散布 在 同一 组 原子 上 ， 
但 是 在 采用 “ 简 正 振动 " 的 坐标 形式 [Lik}( 称 为 简 正 坐 标 ) 后 , 分 子 体系 的 所 有 原子 的 振 
动 运动 就 分 割 成 为 几 个 互 为 独立 的 “ 子 运动 ". 

既然 是 整个 运动 分 割 成 为 儿 个 独立 运动 ,于 是 总 的 势能 应 当 是 子 运动 的 势能 之 和 . E 
顾 普 通 物理 中 的 简 谐振 子 , 设 其 力 常数 有, 位 移 z, 振幅 zo, 质量 m, 则 在 回复 力 F = kz 


u نات‎ 
作用 下 做 功 变 成 的 势能 为 dir = Fdr = krdz, 故 势能 U = 1! dU = 7 Fize | бойу 
н 0 


Lha? 且 知 道 该 简 谐振 子 的 频率 v = L š, 即 角 频 率 در‎ — 上 上 .于 是 简谱 振子 的 
势能 为 
U = zkê = = س‎ (mo) = = 3 q) (9.1.1-19) 


其 中 , qo = тл 为 质量 加 权 的 振幅 . 例如 在 ж-д с ч 
频率 、 简 正 坐 标 分 别 记 为 шл, ш» 和 Qi, Оо. FE, 体系 总 的 势能 应 当 为 两 个 简 谐 振子 的 
势能 和 | i 
U = U, + U; = 54101 + 54202 
将 此 例子 推广 : 如 果 采 用 简 正 坐标 后 体系 的 势能 表 式 中 没有 QQ (i Z j) ZRNE 
积 项 , 即 i i 
U=; 2 = 7Q AQ (9.1.1-20) 
其 中 , Q 称 为 简 正 坐标 ， 
= [Qi Qa Qan]" )9.1.1-21( 
则 矩阵 A БЛЕЗ ИЕ, BD 
А = diag (02,--- wk, (ورڑس,‎ (9.1.1-22) 


sË (9.1.1-20) 表示 的 势能 中 没有 QQ (i + j) 之 类 的 交叉 项 , 在 物理 上 体现 为 名 个 相互 独 
立 运动 的 简 谐振 子 体 系 . 
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NR 
现在 假设 在 质量 加 权 位 移 坐 标 q 和 简 正 坐标 Q 之 间 有 如 下 联系 : 


qanxi = (2) „зм QaNx1 (9.1.1-23) 


其 中 , 矩阵 L, 待定 , 即 
Q = L-'q (9.1.1-24) 


于 是 势能 U(X (9.1.1-7)) HEM FEKE: 
U = 59а = 5 (L4Q)"F, (L,Q) = QT (ита) Q 
选取 待定 的 矩阵 L, 使 得 势能 U 具备 式 (9.1.1-20) 的 形式 U = ۵9ھ"‎ Н А ЯЛЕ 


阵 . 所 以 要 求 
LI EL = А e diag )9.1.1-25( 


即 要 求 L. 能 够 使 F, 对 角 化 . 据 式 (9.1.1-9) 可 知 F, 是 实 对 称 和 矩阵 ,而 能 够 使 实 对 称 矩 
阵 对 角 化 的 必定 是 正 交 和 矩阵. 所 以 L, 满足 


LL = 1.11 = lan )9.1.1-26( 
正 交 和 矩阵 的 逆 就 是 它 的 转 置 矩阵 , Вр 
L =L (9.1.1-27) 
将 Lv ÆA (9.1.1-25) 两 边 , 即 L,(.), 得 到 
F.L, = L;A (9.1.1-28) 


这 是 一 个 典型 的 矩阵 形式 的 本 征 方程 . 对 角 矩 阵 A 由 本 征 值 构成 , 其 中 , 第 个 本 征 值 
wo 对 应 的 本 征 向 量 就 是 L. 的 第 k 个 列 矩 阵 L, 


Н k 
F, L 


L, 
用 简 正 坐标 表达 的 总 动能 : 根据 式 (9.1.1-23)q = „О, 其 关于 时 间 的 导数 为 – L, Q. 所 
以 总 动能 ( 式 (9.1.1-5)) 可 表 为 了 = zû" = ; (1.9) (Là) = 2QTLTL,Q. 考虑 到 
Ls WEZH, 得 到 


(9.1.1-29) 


T= 5979 (9.1.1-30) 


讨论 
(1) 简 正 振动 分 析 在 本 质 上 是 把 一 个 存在 相互 作用 的 多 粒子 振动 体系 等 效 地 “折合 "成 


91 分 子 的 振动 . 913. 


为 名 个 准 粒 子 组 成 的 体系 , 其 中 , 准 粒子 的 振动 运动 却 是 相互 独立 的 . 如 何 描述 这 种 准 粒 
子 呢 ? 一 种 简 正 振动 模 Q 就 是 一 个 准 粒子 . 这 种 “折合 " 就 是 简 正 振动 分 析 . 

在 "折合 ”前 , 可 以 看 到 体系 的 振动 运动 是 : 粒子 坐标 是 直观 的 一 个 一 个 , 可 是 它们 
各 自 的 运动 是 相互 牵连 的 , 非常 复杂 的 , 难以 解答 . 可 是 “折合 " 之 后 , 看 到 体系 的 振动 运 
动 是 : 折 侣 后 的 准 粒子 图 像 不 是 直观 的 , 它 要 用 涉及 所 有 粒子 位 置 线 性 组 合 而 成 的 某 种 
所 谓 简 正 坐 标 来 表示 ; 可 是 以 这 样 对 准 粒子 的 复杂 描述 作 代价 换 来 的 却 是 对 运动 描述 的 
极 大 简化 , 这 些 准 粒子 之 间 完 全 不 存在 一 点 相互 作用 , 最 后 达到 解答 问题 的 目的 . 

折合 前 是 描述 简单 的 粒子 在 做 复杂 的 运动 , 折合 后 换 来 的 是 描述 复杂 的 准 粒子 在 做 
简单 的 运动 . 这 种 解决 问题 的 做 法 在 科学 上 是 经 常 采 用 的 诀 穿 , 也 可 以 认为 是 一 种 “平均 
场 ” 的 做 法 . 很 多 理论 都 可 以 看 成 是 某 种 平均 场 方 法 . 例如 , 气体 中 的 van der Waals S 
WREN 求解 原子 、 分 子 体 系 Schrödinger 方程 的 Hartree-Fock 自治 场 方法 ; 复杂 振 
动 问题 中 的 简 正 振动 分 析 ; 原子 、 分 子 磁 学 中 的 Weiss 平均 场 方法 ; 电子 密度 泛 函 理论 中 
的 Kohn-Sham 轨道 和 固体 物理 中 的 声 子 理论 等 . 

(2) 以 上 分 析 只 是 说 明 简 正 振动 分 析 前 后 的 两 种 描述 分 子 振动 的 方式 是 等 价 的 , 并 设 
有 说 哪 种 描述 方法 会 被 自然 界 优先 采纳 . 可 是 , 惊人 的 是 实验 证 明 自 然 界 恰恰 采纳 了 简 正 
振动 分 析 之 后 的 那 种 描述 形式 , 即 通过 红外 光谱 实验 测量 得 到 的 峰 位 与 这 种 “折合 ”之 后 
的 分 析 结 果 无 一 例外 地 吻合 ; 也 就 是 说 实验 测量 到 的 是 本 征 方程 ( 见 式 (9.1.1-28)) 所 代表 
的 简 正 振动 图 像 , 却 不 是 那 种 每 一 根 键 在 振动 的 直观 图 像 . 直观 的 单 根 键 振动 的 图 像 只 有 
在 实验 红外 谱 图 的 指纹 区 内 才 可 以 近似 地 看 到 , 那 是 一 种 个 别 现象 , 不 是 普遍 规律 . 

那么 自然 界 的 这 种 行为 是 否 唯 独 在 分 子 振动 的 问题 中 存在 呢 ? 实验 证 明 不 是 的 . T 
怡 相反 , 在 自然 界 中 其 他 所 有 领域 里 , 无 论 是 宏观 世界 还 是 微观 世界 , 从 天 文 测量 到 原子 
测量 , 实验 测量 得 到 的 竟然 都 是 某 种 “本 征 方程 ”的 本 征 值 . 那 是 一 种 普遍 的 规律 . 

难怪 爱 因 斯 坦 要 惊 呼 , “最 不 可 思议 的 是 这 个 世界 竟然 是 那样 地 有 规律 ! ”人 们 将 自 
然 界 中 的 普遍 规律 尊称 为 第 一 原理 . 这 是 理科 学 生 特 有 的 精神 卒 受 ,没有 什么 比 它 更 奇 
hh. EEN T. 

(3) 从 数学 上 说 , 解 本 征 方程 有 两 个 途径 ; 一 种 途径 是 看 作 求 解 一 个 代数 问题 , 即 求 
解 诸如 式 (9.1.1-28) 那样 的 矩阵 方程 , 即 把 一 个 已 知 的 对 称 和 矩阵 F, FAK, 得 到 的 结果 
是 本 征 向 量 的 集合 L, 和 本 征 值 的 集 侣 A. 另 一 种 途径 是 看 作 求解 一 个 几何 问题 , 即 解 一 
个 本 征 方程 相当 于 求解 一 个 高 维 宰 间 中 一 个 椭 球 的 所 有 主轴 的 方向 及 其 长 度 , ES 1] 
就 是 本 征 向 量 , 主轴 的 长 度 就 是 本 征 值 . 两 种 途径 或 看 法 各 有 用 处 , 如 第 11 章 介绍 统计 
数学 中 的 主 成 分 法 、 偏 最 小 二 乘法 时 , 从 几何 看 法 的 角度 似乎 更 直观 、 更 容易 理解 . 


9.1.2 GF 矩阵 法 中 


9.1.1 小 节 实 际 上 介绍 了 在 直角 坐标 系 中 分 子 的 简 正 振动 分 析 . 但 是 分 子 结构 的 表示 
经 常用 内 坐标 , 所 以 希望 用 内 坐标 来 求 简 正 振动 . N 个 原子 构成 的 分 子 体系 有 ЗМ -6 个 
内 坐标 , 即 键 长 (ra). SEA Га}, 二 面 角 {O}. 考虑 在 平衡 位 置 附近 的 振动 , 将 所 有 内 坐标 
的 变动 Ar;, Aa; Аб, 记 为 {Re|k = 1,3,… ,3N — 6}, ВРЕ: 


R = [Ri Ra ... Rn] (9.1.2-1) 
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其 中 , т = 3N - 6( 当 线 型 分 子 时 m = ЗМ - 5). 平衡 位 置 附近 的 位 移 在 直角 上 坐标 系 中 记 
为 {2:2 = 12 ,3N}. 用 {zi} 展开 {Ri|k = 1,2,... :3N — 6) 得 到 


AN 1 AN 
Rg = کی تھا‎ + 5 y` BÈ tiz +... (9.1.2-2) 
{=1 í j=1 


IN 
者 为 微小 振幅 , 则 二 次 项 及 更 高 次 项 可 略 去 只 留 第 一 项 ,Rk = Y رھ‎ 即 如 下 矩阵 式 : 


i=1 


Rasi = Bmxa3N XIN =l; (9.1.2-3a) 
或 ЭВ, 
r à 
„= 229 9.1.2- 
(B); дт) (9.1.2-3b) 


一 般 说 来 , 变换 矩阵 в 不 是 方 阵 , کل ا اھ ہس و و‎ 为 了 解决 这 个 困难 , 把 内 坐标 列 
HERE R 补 上 6 个 坐标 , BD 3 个 平 动 和 3 个 转动 . 这 6 个 坐标 的 具体 形式 如 何不 会 影响 
下 面 的 推导 . 到 了 最 后 再 剔 去 这 6 个 坐标 就 是 了 . 所 以 变换 矩阵 B 就 成 了 方 阵 , ЖЕЕ 
Russ ays 变 成 了 列 矩 阵 ہے پر‎ 于 是 有 


位 称 
x = BR )9.1.2-4( 
对 应 的 速度 为 
xk=B-R (9.1.2-5) 
Бал T= عم کڈ‎ 5 (88) m (BR) = 3R" {(B™)" (в), 
T= 8768 (9.1.2-6) 
其 中 ， | 
G`! = (В-!) m (B7) (9.1.2-7) 
线性 代数 中 , 对 于 任意 非 奇异 矩阵 a, b, 恒 有 等 式 (a-1)T = (aT)! 和 (аЬ)! 7 
所 以 
1-ت)‎ = (в!) m (B-1) -. (BT) ' (m71) 7 B-! سے‎ (Вт 18" 
于 是 


G = Bm BT _ (9.1.2-8) 

B کاو و لا ا و ول کے ور‎ ”根据 式 (9.1.1-4), 可 以 将 式 (9.1.1-7) 的 体系 势能 作 如 下 改 

U = aqrFoq = 了 (ma/2xj7Py (т!/®х) = SXT { (m1/2) 7 Fgm} x. 因为 m 是 对 角‏ :ڑا 
ХЕРЕ, 故 ml 2 也 是 对 角 和 矩阵. 引入 定义 ;‏ 


F, = m!/2p m1/2 (9.1.2-9) 
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U = ×7 (9.1.2-10а) 
其 中 , Hesse FEF 
gU 
те 9.1.2-101 
(F..);; اج‎ ( 10Ь) 


内 坐标 系 中 的 势能 ”根据 式 (9.1.2-4) 可 将 式 (9.1.2-10a) 改写 为 
U = 3xT Pax = 5 (B-!R)' F, (BTR) = 587 (B7) FBR 
引入 定义 | 
F = (Вт!) Е.В! (9.1.2-11) 
kk وک‎ AFR 3А ط۳‎ АЧУ НЕ 2) 
U = ساد‎ (9.1.2-12) 


在 式 (9.1.2-4) 中 . 曾经 为 了 避免 变换 矩阵 B 不 是 方 阵 带 来 的 困难 , 在 内 坐标 列 阵 后 
面试 加 了 6 个 坐标 , 使 得 列 矩 阵 ٣ نے‎ ERM TIER Вама. 现在 要 证 明 添加 坐标 
的 具体 形式 不 会 影响 后 续 的 推导 . 

证 明 “由 于 添加 6 个 坐标 , 新 的 变换 算 阵 实际 上 由 两 块 组 成 , 即 В = | ый ' 

3N x3N 
其 中 , (3N — 6) x 3N BERE B' 才 是 联系 内 坐标 和 直角 位 移 坐 标的 真正 的 变换 矩阵 ， 因 
此 式 [9.1.2-7) Я) 


| B'm`!(B')" Bm (BT 
z ساد‎ 1(B')! B”m-1(B”)T 


= В’ тг! Т mT 
а- |.| 08°) (В) | 


其 中 , 只 要 风 @ 去 与 最 后 6 PERA STER. 列 指标 的 算 阵 元 就 余下 真正 需要 的 关系 


sÉ G' = B'm-1(B')T. 所 以 起 先 添加 的 6 个 坐标 的 具体 形式 不 会 影响 推导 . т 
用 内 坐标 来 表达 简 正 坐标 WHA (9.1.2-3a)、 A (9.1.1-4) 和 式 (9.1.1-23), 内 坐标 
FERA 
R = Bx = Bm gq= Bm "LQ (9.1.2-13) 
其 中 , Q IEEE. $ 
L = Bm `!2L, (9.1.2-14) 
于 是 内 坐标 
R = LQ EH Q = L'R (9.1.2-15) 
同时 ， 


(1) 动能 : 根据 式 (9.1.2-6) 和 式 (9.1.2-15) 得 到 т-1876 6-1 (Lû) 1-یج‎ (LQ)= 


2 
50776-19. 再 根据 式 (9.1.1-30) 得 知 


С! =1 (9.1.2-16) 
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AM ROE ятънния 
将 式 (9.1.2-16) 被 (LT)! () L7" 作用 得 到 
LHE = шту" )05 ٥-1 Ig“ 
RHS = (L") (іг = (17) 01 = (LL) 


所 以 得 到 
G = LLT (9.1.2-17) 


(2) 势能 : 根据 式 (9.12-12) 和 式 (91.215), U = 5RTFR = 7 (LQ)T FP (LA) = 
5QTLTFLQ. 但 是 又 根据 式 (9.1.1-20), 要 求 无 交叉 项 , 于 是 
LTFL = A € diag (9.1.2-18) 
将 式 (9.1.2-18) 两 边 均 被 L (.) 作用 , 得 到 LLTFL = LA. 再 考虑 到 式 (9.1.2-17) 得 到 
GFL = LA (9.1.2-19) 


称 为 内 举 标 的 久 期 方程 , 其 中 , A ЭЗЕ. 

ЖЖ (Miyazawa) 法 站” 式 (9.1.2-19) 貌似 本 征 方程 . 但 是 因为 GF 一 般 不 是 对 称 
ЖЯ. 所 以 难以 求解 .所 以 要 先 化 为 对 称 和 矩阵 的 本 征 方程 形式 ， 这 就 要 用 宫 泽 提出 的 方 
法 : 从 矩阵 G 的 本 征 方程 出 发 ， 

GA = AT (9.1.2-20) 


其 中 , A 是 本 征 向 量 和 矩阵, Т 是 对 有 角 化 的 本 征 值 矩阵 . 因为 G ERRER, 所 以 本 征 
向 量 矩 阵 A 是 正 交 和 矩阵, 即 满足 


AA" = АТА =1, Bl A71 = АТ (9.1.2-21) 
FÆ G = АТАТ = (Ат!?) (pi/2 AT) = (Ат!/?) (Amia). 设 
W = AT? (9.1.2-22) 


得 到 
G = Www! (9.1.2-23) 


代入 式 (9.1.2-19) 得 到 WWTFL = LA. 再 将 此 式 两 边 被 W-11.) 作用 ， 得 到 
WTFL = WILA (9.1.2-24) 


式 (9.1.2-24) 左边 = WTF(1)L = WTF (WW -!)L = WTFW (W-1L). 而 右边 = 
(WIL) A. 所 以 WTFW (W L) = (WL) A. 再 设 


C=W`!L (9.1.2-25a) 
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和 
Н = W!FW (9.1.2-25b) 
于 是 
HC = CA (9.1.2-26) 


H 是 对 称 和 矩阵 ; A Ex] BMS BE, 它 是 本 征 值 矩阵 . 
这 样 就 最 后 得 到 GF 矩阵 法 解 分 子 振动 运动 的 方法 , 其 思路 归纳 如 图 9.1.2-1. 


1 Е 

X 5 F, 1 F A 

2 6 diag. 

= H 

B 
1 ав 7 0 К Ц 
G . — W L 8 
7 4 


{en} 


图 1 


gz U Н; _ T 
1 (Fe = ——  2[B) = — 3F=(B-UTpE,B-! جو‎ = B (в 
1{ z lij Arêz; 2 [ lij дг; 3 | ] 证 2 m (B) 


WATU? 6H=WIFW 7L=WC 8Q=L-!R 


EFAA KR ЕЖЕТ GB Suti Sk е. زا‎ ERE {ш}, 这 个 问题 实质 上 
涉及 量子 力学 的 一 个 基本 假定 : ЗЕ ۳۳ لاق‎ qq ЖАИ t bt] {ИПЛЕ ТАГУ Pt pp sy ЖИН 
(ER 9.1.1 节 的 讨论 ). 表 9.1.2-1 BEF Т ERA FFL EER FIR] TE КЕ J Pk (08 کا‎ 


势能 的 表 式 . 
Ж 9.1.2-1 采用 各 种 位 称誉 标 和 简 正 坐标 时 的 总 动能 和 总 势能 * 
| 77 动能 势能 
直角 位 称 举 标 x T = rm 
LB rap atis q = mx T= 2a" U = аза 
ور‎ EEE R ” T= „йтє-!й U= SRTFR 
= Le ا‎ 
IF SE: ا‎ т=}ЁЇдтд и = lQTAQ 
= L Ів 2 2 
т " = CALON ” rr жаш дш ' = 可 " لا‎ ышы AR, 
HE: (Еу = (5), (F+); = (жый) L, Ж F.L, = LA Жї ӨШ; (B). = Bey 


L = Bm "Le: G = Bm-1(B)T; F = (B-1)T FeB-!. 


9.2 Green-Kubo 线性 响应 理论 模拟 分 子 振 转 光谱 


现在 应 用 第 6 章 介 绍 的 Green-Kubo 线性 响应 理论 讨论 极 性 分 子 在 交 变 外 电场 作 
用 下 吸收 能 量 的 过 程 , 也 就 是 红外 谱 段 的 分 子 振 转 光谱 模拟 的 问题 驯 ， 量 子 力 学 中 的 
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Fermi 黄金 规则 (Fermi's golden гше) WH MAS Ji) Э|# Ж |) 的 跃迁 概率 为 四 


2 


Pip lt) = |)” ji dre Er БОт (p | (у) |ü) (9.2-1) 


其 中 , E, 和 E, 分 别 为 始 态 和 终 态 的 能 量 . 分 子 在 余弦 交 变 外 电场 E 作用 下 能 量 增 量 为 
H(t) = E(t)‘ M = — Ep cos(wt) Eo М 


其 中 , M 为 分 子 的 电 偶 极 矩 , w 为 外 电场 E(t) MEME, E, 为 电场 强度 的 振幅 , رھ‎ 为 电 
场 强度 的 单位 向 量 (可 以 验证 : 在 电磁 场 中 的 偶 极 分 子 , 其 中 , 外 电场 与 分 子 电 偶 极 矩 的 
作用 能 量 要 比 外 磁场 与 分 子 磁 矩 的 作用 能 量 大 两 个 以 上 数量 级 . 所 以 可 以 略 去 磁 相 互 作 
用 的 能 量 ). 于 是 跃迁 速度 等 于 


W, (t) ЕТ = ора 1 {9 (шу + ш) + (шу - زس‎ (9.2-2) 


其 中 , wp = (Er — E) /hi. 考虑 到 体系 处 于 分 布 为 (р.р HEES, p 为 体系 处 于 始 态 li) 
的 概率 . 所 以 , 单位 时 间 内 外 场 给予 体 系 的 能 量 为 


а 
-gg Erad == >р > hapi Wig (t) 
Pà 
~ 2м 


nE 


м ШЕ? — w) (9.2-3)‏ &| ۷ ری موہ 
z, f‏ 


у |È- M | 


(i |20 ۰.34 p| б(шн+ш) 


由 于 对 i 或 了 加 和 实际 上 是 对 同一 个 态 集合 求 和 , 这 里 第 二 项 加 和 指标 已 作 交换 . 再 整理 
后 得 到 


d 2 
一 -一 五 rad = -一 پت 7س‎ — Pf ریا(‎ 


Er Š پرں)‎ - w) (9.2-4) 


(f |Ëo- M il 


由 于 微 扰 前 体系 处 于 热平衡 ， ру = p: ë ћу; KAJA ША BJ 7ت‎ 18| = EEN 
с ЖЖ, п 折射 率 . 所 以 吸收 藏 面 为 


е -mt / s| = > اک‎ e) |! f | м |8 (шн — ш) (9.2-5) 


这 里 利用 5 函数 的 性 质 把 因子 oU — رسمے‎ 提出 来 . 进而 得 到 体系 对 外 场 的 吸收 峰 形 即 
ЖЖ Nw) 


Jen (ш) 


: š j2 
جس‎ er DD |)7 Èo- M ii| 8 (wp — o) 


再 利用 等 式 да) = | deet, 又 考虑 到 н) 和 |1) 都 是 Ho 的 本 征 态 、 封 闭关 系 


У = 1, 再 假设 体系 是 各 向 同性 的 , 整理 得 到 
f 


1 


= | dte (MO) м) (9.2-6) 


I (o) 
式 (9.2-6) 表明 极 性 分 子 的 各 向 同性 体系 在 外 电场 作用 下 , 其 吸收 光谱 取决 于 体系 总 的 分 
НЕЕ МГ (е) 的 自 相关 函数 (M10) - M(t)), 它 可 用 分 子 动力 学 模拟 得 到 . 实际 上 , 分 
子 动力 学 模拟 过 程 中 通常 只 是 模拟 一 个 溶质 分 子 , 所 以 此 时 Mit) 是 一 个 分 子 的 电 侦 极 
矩 . 在 可 见 - 红 外 的 能 量 区 域内 , 吸收 光谱 体现 分 子 振动 -转动 运动 能 级 的 跃迁 . 

例如 , 根据 以 上 线性 响应 理论 , 用 分 子 动力 学 模拟 自 相 关 函 数 (M (0) Mi 最 后 得 
到 液态 水 的 红外 光谱 , 相对 于 气态 水 的 谱 线 漂移 与 实验 值 符合 得 很 好 (Ж 9.2-1), 其 中 , وس‎ 
谱 线 漂移 的 计算 值 可 用 来 校正 实验 值 , 原因 是 这 里 的 实验 值 实际 上 是 两 个 部 分 重 登 峰 位 


的 平均 值 
表 9.2-1 气态 、 液态 水 红外 谱 贬 位 的 实验 值 和 计算 值 上 20 
2 МЕВА 和 而 ___ ш 
AK لات پا ا‎ em! 1595.0 3651.7 3755.8 
Е 计算 值 +(70-5 (193 + 5) —205 
液态 水 谱 线 漂移 /em 一 :1 (7025) 
{Н +50 —167 — 266 


近年 来 , 计算 机 技术 迅速 发 展 . 使 得 过 去 形式 理论 的 解析 解 通过 分 子 动力 学 方法 可 得 
到 体系 的 时 间 演 化 过 程 。 原则 上 能 够 求 出 各 种 时 间 相 关 函 数 , 继而 求 出 体系 的 各 种 输 运 
性 质 ( 平 动 扩散 系数 、 转动 扩散 系数 、 导热 系数 , 电导 率 )、 红外 吸收 光谱 、Raman iË. 中 
子 散射 行为 等 . 因此 , 人 们 正在 逐步 摆脱 凭 唯 象 公式 计算 物理 尼 学 性 质 的 现状 , 走向 运用 
统一 的 形式 理论 实现 化 学 问题 的 计算 . 这 种 计算 不 只 限于 给 出 数值 解 , 而 且 能 够 理解 这 些 
过 程 的 物理 意义 , 在 理解 过 程 中 形成 新 的 科学 概念 , 或 取代 原来 的 粗糙 概念 . 

讨论 

线性 响应 理论 法 和 GF 和 矩阵 法 模拟 的 比较 . 简 正 振 动 分 析 能 够 得 到 红外 谱 的 峰 位 , 一 
个 振动 模 对 应 一 个 峰 位 , 和 每 个 振动 模 所 涉及 原子 的 相对 振动 位 置 . 简 正 振动 分 析 不 能 得 
到 红外 谱 曲 线 . GF 和 矩阵 法 是 9.1.1 小 节 简 正 振 动 分 析 的 延伸 , 在 用 内 坐标 的 情况 下 就 要 
用 СЕ 和 矩阵 法 实现 简 正 振动 分 析 . 

线性 响应 理论 是 一 个 范围 大 得 多 的 理论 , 只 要 是 弱 的 外 场 作 用 于 热平衡 的 体系 那么 
这 个 体系 在 外 场 中 的 响应 就 可 以 求 得 ， 目 前 看 来 化 学 中 只 有 强 激光 对 物质 的 作用 不 能 
用 线性 响应 理论 处 理 , 或 者 任意 外 场 与 体系 的 作用 能 量 在 经 典 意 义 上 无 法 表 为 E(t) = 
-F(t) А 形式 的 场合 暂时 也 不 在 本 书 的 讨论 范围 内 . 分 子 的 振 转 光谱 只 是 线性 响应 理论 
的 一 个 应 用 实例 . 

根据 线性 响应 理论 的 分 子 动力 学 模拟 可 以 得 到 整个 振 转 光谱 曲线 , 峰 位 、 强 度 都 在 
其 内 . 当然 因为 整个 光谱 曲线 是 所 有 振动 模 吸 收 峰 加 和 的 包 络 线 , 所 以 如 果 只 要 求 算 峰 位 
那么 选用 简 正 振动 分 析 方法 更 为 方便 , 且 避 免 了 再 把 邻近 重 八 的 两 个 峰 进 一 步 区 分 开 来 
HE ا ا‎ 


٠ ۱ | BOF FF FICHE‏ 20ء 


93 分子 的 电子 光谱 模拟 


通过 分 子 的 电子 光谱 模拟 , 可 以 在 分 子 的 电子 结构 的 层面 上 理解 发 光 过 程 ， 各 种 官 
能 团 、 不 同位 置 上 的 取 懂 基 如 何 通过 电子 状态 的 改变 影响 发 光 [或 吸收 ) 的 性 能 . 这 里 包 
括 了 解 在 整个 紫外 一 可 见 光 区 域内 包 插 分 了 于 的 哪些 状态 之 间 的 跃迁 , 每 个 路 迁 的 页 献 即 
ВІН “振子 强度 ". 每 个 路 迁 的 贡献 据 合 时 微 扰 理 论 的 结论 ， 直接 和 始 态 |0)、 646 т) 之 
间 电 偶 极 矩 算 符 u 的 和 抢 阵 元 即 与 跃迁 矩 R = (Olum 有 关 . 每 个 贱 迁 成 分 知道 后 , 整个 
波 数 范围 内 的 吸收 (或 发 射 1 就 都 可 以 搞 清 楚 . 如 最 大 吸收 波长 Amax, 最 大 吸收 峰 峰 高 的 
对 数 lge. 

分 子 在 紫外 一 可 见 光 区 域 的 发 光 [或 吸收 ) 的 原因 是 分 子 的 电子 状态 之 间 的 跃迁 . 
理论 上 研究 分 子 发 光 和 分 子 吸 收 光 的 过 程 是 几乎 相同 的 , 均 归 结 为 研究 分 子 体系 的 电子 
状态 及 状态 之 间 转 化 的 过 程 . 这 些 过 程 可 以 用 半 经 验 的 量子 理论 来 处 理 . 也 就 是 , 分 子 体 
系 用 量子 力学 处 理 , 而 光 辐 射 场 用 经 典 处 理 0U， Einstein 曾经 在 这 方面 做 了 开创 性 的 工 
ФЕ. 也 可 以 进一步 对 辐射 场 也 量子 化 , 这 样 得 求助 于 量子 场 论 或 量子 电动 力学 . 这 里 介绍 
半 经 验 的 量子 理论 处 理 , 即 售 时 微 扰 理论 加 上 半 经 典 形 式 的 辐射 场 00 的 办 法 来 模拟 气体 
分 子 对 光 吸 收 造成 的 电子 光谱 . 


9.3.1 ”跃迁 的 含 时 微 扰 理论 
从 会 时 Schrödinger 方程 出 发 ， 


A> ¥ (a, 0) =н | (q, 0) (9.3.1-1) 


其 中 , H= Ho +H. Ho 为 未 照 光 即 未 受 微 扰 时 体系 的 总 能 量 算 符 , 照 光 时 性 系 Hamilton Ж 
增加 н’, BH н" 是 外 场 对 体系 的 微 扰 ， 无 微 扰 时 , 体系 状态 由 Ho 的 定 态 Schrödinger 方程 
决定 

Ho фи} = En زوا‎ (9.3.1-2) 


先 解 未 扰动 时 的 会 时 Schrödinger 方程 
з lv (а, 0) = Н |00 (a, 9) (9.3.1-3) 


其 解 为 
|v? (q, )) = | (g)) 0۸٭ا‎ (9.3.1-4) 


可 以 用 扰动 前 的 完备 集 {| (а. t) 来 展开 扰动 后 的 态 |F (q, t)) 
|۶ (q, t)) = > cn (t) |0 (g, t)) (9.3.1-5) 


Ti 


从 ٠ض‎ (q, ty 的 归 一 化 条 件 得 到 展开 系数 (c, (日 } AER 
Yen (OF =1 (9.3.1-6) 


өз АЈС ۔‎ 221. 


将 式 (931-5) 代入 式 (9.3.1-1) 得 到 (Bo +8) e IW = һу (2) оу + 
ang IVE) |. Ш Уен) + Dor VE) = A { (е) өй) + у һи) }- #31 
тэ (031-3) 得 到 Zong нй) = у` (2) ш). 再 利用 {lu} 的 归 一 化 关系 , 将 等 
起 两 边 被 fy,| ر)‎ 作用 得 到 

H| yj en, Мт (9.3.1-7)‏ ۷) > کش 


至 此 演绎 还 是 严格 的 , 未 引入 任何 近 羽 . 可 是 非常 难 解 , 故 引 入 微 扰 参数 A, Н" 换 成 AR. A 
在 0~1 任意 变动 , 0 相当 于 未 扰动 体系 , 1 相当 于 微 扰 体 系 . FEA (9.3.1-7) TSA 


hn лу (E, ||P) cn (9.3.1-8) 
目的 在 于 求 展开 系数 {o} 继而 求 得 ИР (q. t)). 为 此 将 cm (6) تگال‎ А RHA 
cm (t) = с 的 十 Xe (6) + А2002) (t) + ° (9.3.1-9) 


代入 式 (9.3.1-8) 得 到 


(0) дсы (1) 8 
n +A H +) = }- ے۸‎ (Wi |н'| 0% {00 rae (+e 二 小 


因为 微 扰 参数 А 可 以 任意 变动 , 故 依次 比较 等 式 两 边 的 АО, А, تر‎ RRA, 得 到 


وی 
ih 31 = Ü‏ 
0 7)۸ = 2 
)9.3.1-10( 
(Wm |H’ |140) е (1)‏ )= 
式 (9.3.1-10) 是 一 组 微分 方程 组 , 需 有 初始 条 件 才能 有 解 . 设 光 照 之 前 (t <0) 体系 处 于‏ 
Ж, BI‏ )| 
[P (q, t = 0) - У (0) | (q, 0) = 2 ca (0) |w, (q)) = |фь)‏ 
故‏ 
)9.3.1-11( | 
cea (O) =0, Vn Zk‏ 
ck (0) = і (1) 2 (2)‏ = 
e (O) + ۱‏ ۸+ )0( بعد + 再 根据 式 (9.3.19) 得 到 | ٠١ (O = % (O)‏ 
(О) + A0) + (O) + :--, Vn К‏ ۳ا = cn(0)‏ = 0 
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式 应 该 对 于 任意 А 均 成 立 , МОН 
| { Mo = 1 
الام‎ )0( = с (0) = ... = 0 (9.3.1-12) 
(o) = сы (0) = (0) >>... = 0, vn А 


这 样 微 分 方程 组 式 (9.3.1-10) 的 每 一 个 方程 都 有 了 初始 条 件 , 于 是 可 以 求解 
(1) 零 阶 项 fe 81 的 解 : 根据 式 (9.3.1-10) 中 的 


(0) 
==. =0, Vm (9.3.1-13) 
将 式 (9.3.1-13) 对 时 间 t 积分 . 设 积分 常数 为 al). 故 
O (t) = al) Ym (9.3.1-14) 
نا‎ 与 时 间 无 关 , 故 从 上 式 和 初始 条 件 式 (9.3.1-12), 得 到 各 零 阶 系数 
(0) 
ci (t) =1 я 
| d(H) =0, Vn Zk مت‎ 
(2) 一 阶 项 (с) 的 解 : 根据 式 (9.3.1-10), 式 (9.3.1-15) 得 到 
(1) 
поа = (O, ,۱۳ا‎ ут (9.3.1-16) 


可 见 等 式 右边 都 是 已 知 的 , 积分 后 再 引用 初始 条 件 (9.3.1-12) 求 得 一 阶 系数 {<}. F, 
求 得 二 阶 系数 、 三 阶 系数 等 . 通常 对 于 单 光子 过 程 求 到 一 阶 系数 就 可 以 了 , 而 多 光子 过 程 
则 需 高 阶 系数 . 注意 , 到 现在 还 没有 限定 微 扰 Hamilton Ж н" 的 形式 . 

根据 式 (9.3.1-4) 和 式 (9.3.1-16) 得 到 


A A реи pr ype HENA) ево ہزور‎ || ре) 
即 
Е = екени y (9.3.1-17) 
其 中 , шык = (Em 一 Bx) /h; Н! = (Ym Hl). ТЇЙ, (9.3.1-17) 积分 , 利用 初始 条 性 
式 (9.3.1-12) 中 的 c (0) =0, Ym 得 到 cm (= + مم ...ب+للل‎ ей) 1 去 | dre te" He (т). 


ih 
进而 


1 


ТИШ ГЕ | 
mda drema? H! (т) (9.3.1-18) 


式 (9.3.1-18) 最 后 一 步 的 理由 是 在 т < 0 HEUER, MDE H' (r) = 0; r > t W 
Hi (r) 也 为 零 . 根据 Fourier 变换 的 定义 ( 见 附 录 I): Hi (т) 的 Fourier 变换 为 


H! (ш) = | теі" H! (7) (9.3.1-19) 
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于 是 展开 系数 ۱ 
Cm = ЕН (ma), Ym (9.3.1-20) 
因为 题 设 起 始 在 |к) Ж, 所 以 在 0 — 时 间 内 的 照射 造成 从 |к) SEGER |m) 态 的 概率 为 
рак = |eml? = уу Hinn (ота), Ут (9.3.1-21) 
进而 从 Jk) 态 到 |m) ЖЕКЕН) 
Wk = سے‎ = =; [Hg (ume), Ym (9.3.1-22) 


Ж ЖЫЛБА TE ОЕ, 涉及 的 核 的 几何 位 置 实际 上 是 电子 基态 时 对 应 的 核 位‏ تل 
置 . 如 果 电 子 激 发 态 的 弛 豫 时 间 长 , 则 电子 激发 态 的 核 位 置 就 会 与 电子 基 太 的 核 位置 不 同 ,‏ 
这 样 就 不 能 用 垂直 唉 迁 来 考虑. 这 里 考 虚 的 仅仅 是 垂直 跃迁 的 情况 .‏ 


9.3.2 ” 半 经 典 的 辐射 理论 


(1) 对 单 色 偏振 光 的 吸收 . 这 里 先 考 虚 +s 方向 传播 的 单 色 偏振 入 射 光 , 设 其 电场 在 

I 方向 偏振 (采用 经 典 形式 ) 
Е = iE? cos (wt + ф) )9.3.2-1( 

其 中 , 相位 和 由 = 27 ш, А 分 别 为 入 射 光 的 角 频 率 和 波长 . 因为 波长 远大 于 分 子 的 尺寸 ， 
故 在 通常 分 子 尺度 的 范围 内 电场 强度 的 变化 非常 小 , FERAT SEEE. 

光 场 是 电磁 波 , 既 有 电场 也 有 磁场 . 电场 与 分 子 的 电 侦 极 矩 и 作用 , 磁场 与 分 子 的 磁 
{ПШ ЕЕН. 前 者 的 作用 能 量 远 比 后 者 的 更 负 , 可 见 压倒 优势 的 是 电 相 互 作用 , 而 不 是 磁 
相互 作用 . 这 样 , 电 侦 极 矩 不 为 零 的 分 子 与 电磁 场 的 相互 作用 能 量 可 写 为 


H'(t) = —н- E = —н„Е cosut = -ahi (её سد‎ (9.3.2-2) 
其 中 , ہر‎ 为 分 子 电 偶 极 矩 的 z 分 量 . 于 是 式 (9.3.1-17) Б КИЛЕНЕ 
Hink (t) = (фт, |Н' (t) زرل‎ = . (et مم د‎ Хы (9.3.2-3) 
其 中 , 矩阵 元 
Xmk = (Ym |р |) = (m [р (К) (9.3.2-4) 


为 |А) 态 到 |та) کن کلام کا‎ ШР R... = (т | k) 在 了 方向 的 分 量 . 根据 式 (9.3.1-18) 
和 式 (9.3.2-3) 得 到 
1 1 Р Що аш ۳ шр k 2 JT | 
ml tE) = 7 (-;#2Хь) |, йт 6 十 gt ) ) 
1 inak __ | алаа E _ ү 
= әр Хт — + سج‎ (9.3.2-5) 


М (9.3.2.5) 可 见 只 有 在 w = wm 的 条 件 下 |em (É 值 达 到 最 大 , 否则 其 他 w 时 


lem (| 均 很 小 , 而 且 式 (9.3.2-5) 花 括 号 内 的 两 项 都 是 属于 = L 的 形式 , 运用 L'Hospital 
法 则 得 到 iat -paint 
lim = — ta lim = =й (9.3.2-6) 
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实际 上 最 关心 的 是 发 生 吸 收 附近 的 情况 , 即 当 w 一 wmk 的 情况 , 所 以 此 时 式 (9.3.2-5) 为 


[elma tlt _ تر‎ [ень 
Cm ЭН | ےرت‎ 09 | 
бз) = жЕ mfl Dunk ا‎ - W | 


其 中 , 第 一 项 因为 jett] = 1, 故 不 随 t 变 大 而 增 大 . 而 第 二 项 lim )..( = it, Bi t Ж 
大 而 增 大 . 所 以 上 式 在 ш — wank Et RAHET, 以 第 二 项 为 主 . 生 是 略 去 第 一 项 得 到 


piluta whi 一 由 
cm (t) = Lpa ا سی‎ 


2 üm k = Ш 
% В = (шык — ш) t. 因为 ee — 1 = e!8/2 4/2م)‎ - а-#/ТҮ = ie sin (0/2), 于 是 
1ш مز‎ 4/2 sin (0/2) 
Crn 8 = اتدوچ‎ T کس‎ (9.3.2-7) 
进而 , 从 | 局 ЖТ mm BEARER A 
sin2 f 一 ш 
ота = lem? = = (КОХ) گا‎ Ков — ШЗ) (9.3.2-8) 


fi 


(mk — ш) 


再 将 电场 振幅 E 与 电磁 场 的 能 量 密度 p,( 这 里 电磁 波 的 传播 方向 为 z) 联系 起 来 , 在 
Gauss fJ F, 电磁 场 的 能 量 流 (81 Poynting 向 量 , 单位 时 间 оре ерда 为 


8 = ZE xB | (9.3.2-9) 


电磁 波 的 电场 强度 E 与 磁感应 强度 ВЕНН |Е| = |В]. 在 本 例 的 分 析 中 , 即 Е, = By. 
本 例 中 的 能 量 流 的 模 为 |5| = EB, = == E}. 又 因为 是 余弦 变 变 电场 , 故 |S| 的 平均 值 


为 (S) = £ (Ez) = <= (E2) °. 设 能 量 流 穿 过 的 截面 积 为 A, 故 能 量 密度 为 


_ MShAt _ (8) _ 1 2 О 
RAI (9.3.2-8) 得 到 
Pmk = و ا کات‎ 508) (9.3.2-11) 
考虑 到 wi = Н (EŞ, 一 Ер), 式 (9.3.2-11) 可 改写 为 
sin: :到 [(Е0 — E?) — мл} 
Рад = لے فلم‎ (9.3.2-12) 


{(Ео, — E?) - һи} 
这 是 单 色 偏振 光 下 从 |k) 态 到 |m) BEER. 
(2) 对 全 色 偏振 光 的 吸收 . 现在 要 推广 到 全 色 偏 振 光 的 情况 ， 设 ш) 为 频率 处 于 
vv + du 之 间 的 能 量 密度 . FE, 全 部 频率 的 能 量 密度 应 为 p. = [г аш (u). 进而 , 全 


оз 雪子 的 电子 光谱 槛 所 . 225. 
色 偏 振 光 情况 下 从 Ас) ЖП m) 态 的 跃迁 概率 应 为 
sin 1 (Em – Ер) 一 
{(Е0, — E?) — hv} 


im f, 
sn 00) 类 的 函数 形 如 图 9.3.2.1 所 示 , 在 z — 0 处 值 很 大 , 其 他 地 方 的 值 很 小 ， 又 令 
АЕ = E? — EP, 故 式 (9.3.2-13) 可 写 为 


sin” ۳۴ [АЕ — ы) 
[AE — hv} 


reo 
Pmk = вх, | deu (и) (9.3.2-13) 
0 


сж 
ртк & BA ки (wa) | dr 
сш) 


4 sin2 Б (АЕ — мә} 


лі лі z 
Е (AE — 3 


с : J 
(AE — hu), 于 是 pak = 8лХ? pt (rmk) (-ж)[ =. 考虑 到 


т? 


= تر وھ‎ ku (ишь) | d Е (АЕ — п) ۱ - 


Bi т = 


л? 
h 
r سے‎ -n 整理 得 到 


2 
Dmk = FE Xaka (Vme) t (9.3.2-14) 


式 (9.3.2.14) 是 指 z 方向 平面 偏振 的 全 色光 下 体系 从 |k) 态 到 |m) 态 的 跃迁 概率 , 故 将 
и [uyak ] 添加 下 标 2, 


im irt) 


В 932-1 A (9.3.2-13) 中 的 积分 函数 
(3) 对 各 向 同性 全 色光 的 吸收 . 实验 中 往往 采用 各 向 同性 的 全 色光 , 故 现 在 要 将 z {И 
振 全 色光 的 既 迁 概率 表 式 进一步 推广 到 各 向 同性 的 全 色光 的 情况 : 显然 式 【9.3.2-14) 中 ， 
D 能 量 密度 的 频率 分 布 函数 u, = uy = u, = 5u; D ERRE Ны 在 т 方向 的 分 
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НЕХ, 要 换 成 跃迁 电 偶 极 矩 R... 于 是 在 各 向 同性 全 色光 情况 下 从 |k) BAI |m) BH 


跃迁 概率 为 
Pmk = ЧЕЗ КЧ (uma) t (9.3.2-15) 
进而 在 各 向 同性 全 色光 情况 下 从 | 局 БП |т) 态 的 跃迁 速度 为 
رر‎ = чк Ни [Lk ) 0ار ہے‎ (ињ) (9.3.2-16) 
其 中 ， 
Bkm = ہے‎ )9.3.2-17( 


称 为 Einstein 吸收 系数 , 它 表 示 一 个 原子 或 分 子 受 到 在 频率 wk 处 的 能 量 密度 分 布 函数 
为 让 (na 的 照射 后 ， 从 态 |4) کا ان‎ |m} HEGE A BE_mt (mk). 
(4) 实验 中 的 消光 系数 . 实验 中 , 气体 样品 对 光 吸 收 有 Lambert 定律 , 其 微分 形式 为 


=d], = k, I, dl (9.3.2-18) 


它 表 示 频 率 处 于 一 “+ du 的 入 射 光 强度 Л, (ААА ۳۳ ИЖ ЗЧ Да у ТАТЕ) 因 被 极 薄 
一 层 的 气体 介质 吸收 所 造成 的 减弱 dL, 应 当 正 比 于 介质 厚度 аг, 也 正比 于 入 射 光 的 强 
BE L. 比例 系数 k. 称 为 吸收 系数 , 单位 cm. 将 式 (9.3.2-18) 对 厚度 积分 得 到 


Г, = Юе! (9.3.2-19) 


其 中 ,! 为 样品 厚度 , ЛО 为 该 频率 段 的 入 射 光 强度 . 这 就 是 Lambert 定 律 . 实验 中 经 常 把 
式 (9.3.2-19) 写成 以 10 为 底 的 指数 形式 , 即 


y د‎ Rij (9.3.2-20) 


可 见 
” mi0” 
A, 称 为 消光 系数 [extinction coefficient). 
在 稀 溢 液 的 情况 下 , 如 果 只 是 溶液 中 的 溶质 对 光 有 了 吸收 , 可 见 这 可 以 与 气体 对 光 吸 收 
同等 看 待 . Beer 发 现 此 时 消光 系数 4, 与 溶液 的 摩尔 浓度 С REE, 


(9.3.2-21) 


A, = є„С (9.3.2-22) 
比例 常数 بے‎ 称 为 摩尔 消光 系数 (molar extinction coefficient), 代入 式 (9.3.2-20) 得 到 
I, = 1010—66! (9.3.2-23) 
称 为 Beer-Lambert 定律 . MZ (9.3.2-21) 和 式 (9.3.2-22) 又 可 得 到 
k, = 1п10є„С (9.3.2-24) 


其 实 , 标准 状态 下 的 气体 就 相当 于 摩尔 浓度 C = sp a mol L-1 (= Co) 的 稀 溶 液 . 这 样 稀 
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溶液 和 气体 两 种 情况 可 以 统一 起 来 了 . 

(5) 从 消光 系数 求 振 子 强度 实验 值 : 根据 从 量子 的 辐射 理论 得 到 的 式 (9.3.2-16), 那 是 
一 个 原子 或 分 子 从 态 | 局 BIS (т) 的 跃迁 速度 , 现在 设 N 为 单位 体积 的 介质 中 处 于 始 
Ж |к) 的 原子 或 分 子 的 个 数 , 即 介 质 的 数 密度 . 于 是 , 单位 体积 的 介质 在 单位 时 间 内 由 于 
ДЕ |к) BE m) 的 跃迁 而 吸收 的 光 能 量 , 即 吸收 的 光 强 度 为 


Nn Br— =u [yak] Aem (9.3.2-25)‏ = ون ہآ 
其 中 , huk 为 一 次 跃迁 所 吸收 的 能 量 . 该 吸收 的 光 强 度 在 经 典 电动 力学 的 理论 中 可 以 得‏ 
到 为 |‏ 
№л fu (mk) (9.3.2-26)‏ = وآ 
其 中 ; f 称 为 振子 强度 . 可 见 根据 量子 理论 的 式 (9.3.2-25), 得 到 经 典 电动 力学 中 该 吸收 的‏ 
振子 强度 应 该 为‏ 
)9.3.2-27( . سس — = fem‏ 


联系 起 来 : 因为 光 的 能 量 密度 为 (u), 所 以 频率 处 于 v — v + du 的 光 强 度 ےر‎ 应 该 等 于 


L, = cu (v) dr (9.3.2-28) 


其 中 , c ЖЖ. ВАУ ЖАК ہر‎ 一 + du 的 光 通 过 单位 截面 和 厚度 di 的 样品 时 , 共有 
Кый 个 分 子 与 光 作 用 . 对 于 单 色光 , 每 个 分 子 单 位 时 间 内 吸收 光子 从 始 态 |) 到 态 |та) 
的 跃迁 概率 为 سے ےھ‎ (ы); 故 对 于 全 色光 每 个 分 子 在 单位 时 间 内 吸收 光子 从 始 态 |k) EK 


迁 到 |m) 态 的 概率 为 “Бет زی‎ dv = u(u)dB, 所 以 单位 截面 的 这 一 薄 层 di 吸收 
的 光子 数 为 (Nadi) u(r) ہس براقا‎ 进而 吸收 的 能 量 为 


一 机 下 = hu (Nadi) u (r) Вк (9.3.2-29) 


把 式 (9.3.2-29). sÉ (9.3.2-28) 代入 式 (9.3.2-18) 得 到 


ek, ; 
dB т = x ua )9.3.2-30( 
再 对 频率 积分 得 到 
Въ. = Nh | dv (9.3.2-31) 
û p 为 波 数 , A (9.3.2-31) 亦 可 写 为 对 波 数 的 积分 式 
е [° ...سط‎ 2 
Би» = МК [ + (9.3.2-32) 


对 于 气体 吸收 光谱 中 的 吸收 系数 k. 都 是 校正 到 标准 状态 的 , 所 以 Na, e h HATM, 如 


Бу. „ы = ў 7 r edî, N, = 2.69 x (019۹4۴ стт" (9.3.2-33) 
т ü 
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因为 积分 中 的 被 积 函数 只 有 在 吸收 峰 ہہ‎ 处 才 是 重要 的 , 故 式 (9.3.2-32) 可 近似 写 为 


اض 
Въ. = 一 一 一 一 |‏ 
МАР, ü‏ 


k dp (9.3.2-34) 


将 式 (9.3.2-34) 代入 式 (9.3.2-27) 且 考虑 到 频率 与 波 数 的 关系 wm = chr, 得 到 


z сар 
fim = 6ے ۱ کی‎ (9.3.2-35) 
再 根据 式 (9.3.2-24) 得 到 振子 强度 
c Me Бы е 
е» = Cln10 mS | ЖТ; (9.3.2-36) 


从 实验 摩尔 消光 系数 可 以 通过 式 (9.3.2-36) 求 得 振子 强度 的 实验 值 (对 于 气体 只 要 把 其 中 
С = Co BOTY). 
(6) 振子 强度 的 理论 值 : 回顾 式 (9.3.2-16) 给 出 了 各 向 同性 全 色光 情况 下 从 | 局 2538] 


т) 态 的 跃迁 速度 Wi = 28 جج‎ 1 其 中 , |к) 态 到 |m) ЖЧКНАН ИШ Н, = 


372 
(m || k) = (m Уа": к), 因为 qi = —e, 所 以 

Нов = -e(m E ri k) = —eQ к (9.3.2-37) 
其 中 , کو‎ (m کو‎ к), 如 果 终 态 |m) 是 简 并 的 , 简 并 度 gm. BE |) 态 到 各 个 终 态 


的 跃迁 电 侦 极 矩 都 相等 , Вр 


Tims = Нек = Enek = )9.3.2-38( 
则 单位 时 间 内 从 | 态 跃 迁 到 整个 终 态 能 级 的 概率 为 
لے‎ 
Иль = Som Rayu (мв) = ہے‎ И [Lak] (9.3.2-39) 
令 偶 极 强 度 (dipole strength) 


2 
Dmk = у = 


(Er) 


它 的 量 网 [Dmi] = L E D, = Drm. 现在 把 式 (9.3.2-16) 的 第 二 步 理 解 为 | 态 牙 迁 到 再 
个 终 态 能 级 的 速度 , 所 以 式 (9.3.2 39) ИГЕ Илк = 2ле اس‎ (иль) = Ват (mk). 
于 是 得 到 终 态 |m) 是 简 并 时 的 Einstein 吸收 系数 


Er 


1 


(9.3.2-40) 


2ле? 
BEBy— = جج‎ Sm Ры (9.3.2-41) 
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将 式 (9.3.2-41) 代入 式 (9.3.2-27) 得 到 振子 强度 


fim = AT gm Dia (9.3.2-42) 
XPERT MEHE 907076 Qna = (m|5 т) 通过 式 (9.3.2-42) 求 得 振子 强度 的 理 


论 值 , 并 且 可 以 将 此 与 式 (9.3.2-36) 得 到 的 振子 强度 实验 值 比较 . 

通过 分 子 的 电子 光谱 的 模拟 , 可 以 在 电子 结构 的 层面 上 理解 分 子 的 发 光 过 程 ， 各 种 
官能 团 . 不 同位 置 上 的 取代 基 如 何 通过 电子 状态 的 改变 影响 发 光 (或 吸收 ) 的 性 能 . 这 里 
包括 了 解 在 整个 紫外 一 可 见 光 区 域内 分 子 的 哪些 电子 状态 之 间 的 跃迁 , 每 个 跃迁 对 振子 
强度 的 贡献 . 每 个 跃迁 成 分 知道 后 , 整个 波 数 范围 内 的 整个 吸收 曲线 就 都 可 以 搞 清楚 ,由 
此 得 到 最 大 吸收 波长 Ama 吸收 峰 高 等 . 

通过 有 可 能 成 为 电 致 发 光 的 有 机 分 子 的 电子 光谱 的 计算 , 剖析 其 中 发 光 的 规律 性 , 从 
而 提高 电 致 发 光 器 件 的 性 能 , 主动 地 、 更 加 理性 地 分 析 问 题 ， 获 得 更 好 的 新 型 电教 发 光 
材料 . 
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“计算 化 学 家 的 时 代 即 将 到 来 . 到 时 , 若 不 是 上 千 也 有 戌 百 的 化 学 家 , 为 了 
化 学 中 日 瘟 增 多 的 许多 细节 间 题 将 走向 计算 机 , 而 不 是 实验 室 .” 

美国 理论 化 学 家 R. 5. Mullileenf1896~…1986， 分 子 轨道 理论 的 创立 者 1 在 1966 
年 蓝 诺 贝尔 化 学 奖 演说 中 的 预言 


10.1 اتا لا‎ it 


根据 Hohenberg-Kohn 第 一 定理 所 葛 定 的 原理 : 结构 决定 了 名 电子 体系 基态 的 一 切 
物理 化 学 性 质 . 由 此 出 发 , 对 于 晶体 体系 , 首先 要 掌握 描述 晶体 结构 的 方法 凡 3 . 为 此 , 不 
ЭМЕ, 可 以 考虑 单 原子 晶体 的 结构 描述 . 为 方便 计 , 按照 惯例 , 本 章 形式 理论 中 向 量 
符号 采用 与 算 阵 相同 的 Times New Roman 正 黑体 . 

晶体 物质 的 特征 首先 就 是 其 中 的 平移 对 称 性 . 对 于 单 原子 晶体 , 其 中 , 每 个 格 点 上 只 
有 一 个 原子 . 平衡 时 的 格 点 位 置 称 为 格 矢 nflattice vector) 


1 
п= JY na, mn = 0,+1,+2,:.: )10.1-1( 
ےو‎ 


其 中 , 工 为 晶 格 的 维度 , I =1, 2 和 3 时 分 别称 为 一 维 晶 格 .二 维 唱 格 和 三 维 晶 格 . 对 于 三 
HERR, (anag aa) 为 晶 格 的 基 向 量 , 基 向 量 围 成 的 体积 称 为 原 胞 (primitive cell), HRR 
п = (ni, по, па) 宰 定 了 任意 格 点 的 位 置 . В ТЕА А GFS n = 0 = (0.0.0). 原 胞 的 体积 
为 

V = (а,азаз) = (al x аз):аз = (аз x as) -a = (as x (بھ‎ az (10.1-2) 
原子 在 格 点 附近 做 热 运 动 . 设 原子 位 置 为 


ra(t) = n + ual) (10.1-3) 


其 中 ,un 为 nn 格 点 处 原子 的 热 位 称 , 对 于 小 振动 问题 是 个 小 量 , u, (t) 也 就 是 Un یمور‎ (t). 
与 三 维 晶 格 原 胞 对 应 的 是 它 的 倒 易 晶 格 (reciprocal latticej， 设 倒 易 唱 格 的 基 疝 量 为 

(bı, ba, ba), 其 定义 为 
a; - b; = 2mó;; (10.1-4) 


Bp 


2л 2л 2л 
bi = т (аз хаз), bı = тг (әз хац), bs = 下 (э x as] (10.1-5) ۱ 


HAE ña ki G RAR reciprocal lattice vector) 
3 
G= hb, Mh =0+1,#2,... (10.1-6) 


=1 


10.1 HE. 倒 易 品格 . 231 - 


可 以 证 明 三 维 晶 格 中 有 如 下 性 质 : 
性 质 10.1-1 ” 倒 易 晶 格 中 的 原 胞 体积 V* = (bib;bs) = (bı x bs): bs 5 “ТЕ” t 


中 的 原 胞 体积 W 之 间 满 足 | 
‚ _ (2m) 
۷۳۶ = 7 )10.1-7( 
性 质 10.1-2 С.п=2ли, и=й,<+1,+2,.... | (10.1-8) 
证 明 (1) 根据 式 (101-5), V* = (bi x ba) ٠ bs = (2л) [(a> x aa) х (as x a1)}: 


үз 
(ау х аз). 根据 向 量 公式 (a x b) x c = (a.c) Ь—(Ь-.с)а # (аз x as) х (аа хау) = 


[as (as x aı)} аз — {аз - (аз x a1)} az = Уаз, 进而 


Р 3 z 3 

= {bı х bal- ba ات‎ з (а1 x аз) == п (ai x ao) аз = سے‎ 
即 式 (10.1.7). ш 
(2) 在 基 向 量 مد ود ہد‎ 上 取 三 点 D, 2, 2, ME 101-1 中 的 А,В,С 点 . 显然 平面 


1 ho һа 
АВС 就 是 Miller RMA (hihahs) АН ЕЖА О 的 晶 面 . 从 图 10.1-1 可 知 向 
Ж CA = ОА - ОС = = _ Ë cB = O0B-oOc = 2 ۔‎ а. 考虑 到 式 (10.1-4) 和 式 


ha ha 
(10.1-6), 于 是 


G- CA = (ҺЫ + haba + habs) ` (2 - 3 мы + E мы. E = 
1 н 14 


С.СВ = (hb + haba + АзЫз) - (Ë 一 a) а - =%Ф 
2 


可 见 唱 面 АВС Б G ES. 再 因为 平面 ABC 就 
是 Miller ЕЗ0 (А. лола) 的 晶 面 族 中 最 靠近 原点 O ña 
面 , 所 以 这 一 组 晶 面 族 的 面 间距 مر را‎ 就 是 原点 O 到 平 
H АВС 的 距离 , 这 一 组 晶 面 族 的 法 线 方向 就 是 G, 所 以 


1 _ a G _ a ХАБ. + haba + habs) 7 _ 2ш 
hiħaħa 一 hi GÎ h jı bı + haba + habal | 


设 晶 面 族 (haha) 中 高 原点 距离 为 رھیں‎ nan, BBB Hh HI 
上 任意 一 点 的 位 置 向 量 为 ہی‎ 其 中 , и 为 整数 ， 可 见 必 有 
Gi = سر‎ hn， 而 该 晶 面 上 任意 格 点 的 位 置 一 定 可 


п = ma, + nəa2 + пзаз, ВТО шаһ, һһз =‏ موی عو 


n. 19. 再 因为 аһ = GP 所 以 pax = п. G, 即 式 
(10.1-8). п 
A MEHEN SRR G 满足 式 (10.1-8); 反之 , 如 果 两 个 向 量 满足 式 (10.1-8), 只 要 


其 中 一 个 是 正 格 矢 , 则 另 一 个 必定 是 倒 格 和 天 . 


图 10.1-1 离 原 点 最 近 的 曲面 
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10.2 ARSE 


对 于 化 学 问题 来 说 , 讨论 唱 格 动力 学 的 重要 意义 在 于 寻找 晶体 所 有 理化 性 质 的 微观 
根源 ~ ,一 个 处 于 宏观 平衡 态 的 晶体 体系 , 晶体 所 有 的 运动 状态 中 , 除了 占据 晶体 格 点 
的 粒子 的 内 部 运动 之 外 , 就 只 有 晶 格 的 振动 运动 对 其 热力 学 性 质 有 贡献 那 就 是 晶 格 动 
力学 的 研究 范围 . 晶 格 动力 学 研究 晶 格 的 振动 , 得 到 整个 晶体 的 振动 状态 . 于 是 该 晶体 的 
所 有 热力 学 性 质 就 可 以 通过 统计 热力 学 方法 求 得 . 研究 晶 格 动力 学 的 意义 还 不 限于 热力 
学 性 质 . 唱 格 振动 也 是 研究 固体 宏观 性 质 和 微观 过 程 联 系 的 重要 基础 .晶体 的 力学 性 质 、 
电学 性 质 、 光学 性 质 、 超 导 电 性 、 磁性. 相 变 等 问题 的 研究 都 与 晶 格 振动 有 着 ~4. 


10.2.1 晶 格 的 运动 方程 
品 蛋 中 所 有 原子 的 动能 可 写成 如 下 乍 阵 式 ; 
T= ۰ھ(‎ )10.2.1-1( 
式 (10.2.1-1) 中 将 向 量 un 写成 格 矢 n 所 指 原 胞 中 所 有 原子 的 位 移 依 次 排 成 的 列 矩 阵 , 设 
S 为 唱 体 一 个 原 胞 中 粒子 的 自由 度 , 于 是 
Un = [unai tiny `" ,Une Ша, 8] 7 (10.2.1-2) 


M 为 该 原 胞 中 的 所 有 原子 的 质量 依次 排 成 的 S x S ЕВЕ, ШОМ = diag(mi,m, 
my, mig, ma, nm) 称 为 质量 矩阵 . 式 (10.2.1-1) 中 最 后 对 晶体 的 所 有 原 胞 加 和 . 记 u = 
{un}. É U (u) 为 晶体 的 势能 . 于 是 , 晶体 的 Lagrange 函数 为 


L=T-Ẹ = = بے‎ - Uu) )10.2.1-3( 
80 679 为 n 原 胞 所 受 的 外 力 ( 即 ff" = [… ز۰‎ ) 根据 Lagrange 方程 ( 式 (1.2.1- 
6)) 得 到 
d L ðL ext зук 
Ж (ж) — Өш, Ta YS = 1,--- , Š (10.2.1-4а) 
ВЕ РЕ FE а гө AF 
< (22) سس چو جو‎ Yn (10.2.1-4Ь) 


当 位 移 量 相当 小 , 可 以 用 简 谐 近似 ; 即 在 平衡 位 形 处 晶体 势能 对 位 移 的 Taylor 展开 只 要 
取 到 二 阶 项 就 足够 准确 了 ， 
AL 


Öün,a [n= ےس ونڈی ولا‎ +۰۰۰٢ (10.2.1-5) 


U(u) = Ш(0) + Y ` 


a 


1 81 
ns 十 一 „еы — 
ñ ma ol i 2 7 hig, snr 


同时 , 平衡 位 形 处 一 定 满 足 一 阶 项 为 零 . 零 阶 项 U (0) 即 平衡 位 形 时 晶体 势能 可 以 取 为 能 
量 零 点 , 不 影响 运动 方程 的 得 到 . 所 以 晶体 的 Lagrange 函数 可 写 为 


1 1 7ھ‎ 
r = 一 Мп — — z ы Раме 
| L 7 > w, Mün 9! € 3 ила йт نے‎ 


P r 
mi s.s 


Un, stn, a 
ті= 0 


Jee 233.‏ رہ لیگ 102 


即 
=? Тү 1 т а] 
L=; > ü Mü, + 3 2 ulK, wu, (10.2.1-6) 


其 中 , 对 指标 s 和 я" 的 加 和 已 经 体现 在 矩阵 的 乘积 中 了 . Ж K 的 定义 为 它 的 矩阵 元 
PU (м) 


Dun sar سے‎ 


(10.2.1-7) 


(К) а = Е 
Ж: K 称 为 晶 格 的 刚度 矩阵 或 称 K 矩阵 , RAE ЛЖ АРЕ, 即 广 义 力 常数 . HEEE K 为 
SSxs3 阶 矩阵 ,因为 而 体 的 平移 对 称 性 和 二 阶 导数 的 对 称 性 , 矩阵 K 的 矩阵 元 并 不 取决 
T n 与 ,而 是 只 取决 于 两 个 单 胞 的 间隔 n — оо", В (10.2.1-7) 可 写 为 


PU (u) 


和 سے‎ =й ER (10.2.1-8) 
H. 
Kn = КҮ. (10.2.1-9) 
(对 矩阵 的 求 导 参见 附录 B.2 节 .) 
将 式 (10.2.1-6) 代入 式 110.2.1-4b) 得 到 
Ма, – Кл, = ا‎ Yn (10.2.1-10) 


п“ 


хий дЕ ña E PRE pa да s yy e. 当 晶 体 不 受 外 力 时 (所谓 自 由 晶 格 ), 则 re = 0( 这 里 0 
为 5 x 1 ИТЛЕ ИЕ), 格 点 运动 方程 为 


Ма, — Y Ka-aua = 0, Yn (10.2.1-11) 
根据 无 限 大 唱 格 的 平移 对 称 性 , 有 关系 式 
УК, ьщ = Y K,u,- (10.2.1-12) 


10.2.2 ”一 维 单 原 子 晶 格 
现在 讨论 最 简单 的 晶体 在 不 受 外 力 情况 下 的 一 维 单 原子 唱 格 (BH 10.2.2-1). 


аат پا‎ +a 


图 10221 — ЖТА 
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10.2.2.1 ”一 维 单 原子 晶 格 的 运动 方程 


可 以 假定 : 其 中 每 个 原子 只 能 在 沿 首 链 长 的 纵向 上 运动 且 只 有 最 近邻 原子 之 间 才 存 
在 相互 作用 , 记 为 Y， 设 此 一 维 晶 格 的 原 胞 长 度 为 a 位 移 向 量 在 本 例 中 实际 上 是 标量 ， 
即 Un = ولا‎ 体系 的 势能 


U = -+ V (ш, а + а] + V (че = üa а) + ہے‎ (10.2.2-1) 


sÉ (10.2.21) 上 只 写 出 与 第 n 个 原 胞 有 关 的 势能 量 , 其 中 , V 为 相 邻 原子 之 间 的 势能 . 在 简 谐 
近似 之 下 , 相 邻 原子 之 间 的 力 f 与 该 两 个 原子 的 相对 位 移 5 的 关系 为 了 = i 


对 应 的 势能 为 U = ko, 其 中 , k AHWR. 从 图 10.2.2-1 可 见 

(1) 第 n 与 第 nn 一 1 个 原子 之 间 的 位 称 Bn = ہہ‎ — un_1, 它们 之 间 的 弹性 力 
ni = —k (un 一 Wn-_1), 对 应 的 势能 VV (un 一 un-1 + a) = Sk (un 一 TE a 

(2) Ж п+1 与 第 n 个 原子 之 间 的 位 移 Sajin = uny 一 ua, 它们 之 间 的 弹性 力 
л+л = = (маф — ua), 7۶[ تا‎ РЁ V (иы — Un + a) = 5 (аы. — Wl. 

于 是 式 (10.2.2-1) 可 写 为 


7 =... + А {202 Tuna + Unyi — Dntin 1 = 204 } +۰ (10.2.2-2) 
式 (10.2.2-2) 中 未 写 明 的 “…"” 部 分 均 与 u, 无 关 . 根据 式 (10.2.1-7) 和 式 (10.2.2-2), 可 求 

得 K 矩阵 е " 

K = Эһ. #ш ы = Bus | 一 kun} = k 
8? 
Ri б ЖШ 
j PU 
7 Е, Р 

Ko =- uz = 2k (10.2.2-3) 


Ж, 为 力 常数 . 因为 假设 最 近邻 原子 之 间 才 存在 相互 作用 , 所 以 其 他 |п| > 1 BJ SE BEF 
K,, = 0. 根据 式 (10.2.1-10) 可 以 写 出 本 例 的 晶 格 运动 方程 


Mü, — گ5‎ w, = Ре, Vn 
т 


即 
一 下 二 (10.2.2-4) 


这 里 运用 了 式 (10.2.2-3) 和 گار‎ йш, = = سر‎ una, M 为 原子 质量 . 
当 不 受 外 力 时 , ff = 0, 则 
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讨论 

从 另 一 个 角度 也 可 以 同样 得 到 式 (10.2.2-5): 根据 物理 图 像 直接 看 出 , Bn 号 原子 受到 
来 目 正 . 右 两 方 的 力 , 两 者 都 是 简 谐 振子 形变 后 产生 的 力 , 合力 就 是 Mün = kun 一 un) 一 
k (ün ша). 这 个 角度 看 问题 昌 然 简单 清晰 地 , 但 是 难以 推广 到 普遍 解 . 这 里 的 式 (10.2.2- 
5) 来 自从 Lagrange 力学 原理 得 出 的 晶 格 运动 的 普遍 方程 (MA (10.2.1-10)). 


10.2.2.2 ”一 维 单 原子 晶 格 运 动 方程 的 解 

若 一 维 链 共有 N 个 原子 , WA (10.2.2-5) 实际 上 是 N 个 联 立 方程 组 . 由 于 方程 是 线 
性 的 , 所 以 其 解 可 以 用 复数 形式 , 而 其 实 部 或 虚 部 都 代表 方程 的 实 解 . 从 物理 上 看 在 整个 
晶 格 不 受 外 力 时 , 各 个 原子 在 其 平衡 位 置 附近 做 热 运 动 . XEZA (10.2.1-6) 中 因 位 移 量 小 
而 把 唱 格 的 势能 项 近似 取 为 二 次 型 , 显然 可 将 上 式 的 解 设 为 一 个 振幅 为 راز کا کے‎ w 的 
简 谐振 动 

чы = Ае“ "а (10.2.2-6) 
其 中 , A, ш 和 7 特定 . 将 式 (10.2.2-6) 代入 式 (10.2.2-5) 得 到 
M (iu) Ае") 一 大 (hat — З Авба) 十 дыш -Dog ) =0, Vn 


于 是 
—Mu2 — k (e ieq — 2 +") = 0, Yn 


即 


Wy = aE sin (S) ‚ Чп (10.2.2-7) 


式 (10.2.2-7) 与 п Жж, 可 见 N 个 联 立方 程 组 归结 为 一 个 方程 只 要 式 (10.2.2-6) 中 的 
ш ЖІ q 满足 式 (10.2.2-7), 这 样 的 ung METER. WAE w AER q 之 间 的 函数 
KR ш (q) 称 为 色散 关系 ldispersion law). I (10.2.2-7) 就 是 一 维 原 子 链 的 色散 关系 【图 
10.2.2-2). 


(a) 一 锥 单 原子 链 的 色散 关系 wi (b) 格 证 的 示意 图 
图 102.2-2 
为 清晰 想见 , 这 里 把 虚 访 在 如 向 上 的 原子 位 称 ung HRT EH FERT A. 


讨论 
(1) 从 式 (10.2.2-6) 可 见 naq 是 第 n 个 原子 振动 的 相位 角 . 当 第 л 个 原子 与 第 w 个 
RT HL AE nag- n'ag 为 2л 的 整数 倍 时 , ung = ww 这 相当 于 车 第 n 个 原子 与 
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第 n" 个 原子 之 间 的 距离 为 
na — n'a = r s AEN )10.2.2-8( 


时 , 它 俩 的 振动 位 移 相 同 . 也 就 是 整个 唱 格 中 的 所 有 原子 的 振动 之 间 存 在 固定 的 相位 角 关 
Ж, HARRA ш, 这 样 的 平面 波 称 为 格 波 (lattice wave). 显然 , s = 1 时 的 两 个 原子 之 间 
的 距离 就 是 波长 A. 于 是 , 波长 5 


А = س‎ 10.2.2-9 
е ( ) 


5 2 ШЖ ó, = X, 其 中 , 频率 "= = WC AH EE FE 


ш 


ъ= = (10.2.2-10) 

(2) 一 个 q 值 对 应 一 种 角 频 率 w, 即 一 种 格 波 , 故 有 关系 式 w (q) = w (—q). 

(3) 从 式 [10.2.2-6) 又 可 见 , # ад = aq + т2л Н m 为 整数 , Ш ung = ung. 所 以 ， 
可 以 把 وہ‎ 限制 在 如 下 范围 内 讨论 : ~r < ہہ‎ < л, В -= <q < =. 这 个 范围 称 为 第 一 
Brillouin X. 其 他 的 ç 值 不 产生 新 的 格 波 . 

(4) 从 色散 关系 式 (10.2.2-7) 可 见 当 |g| 一 =, 即 sin (5) = +1 时 , 达到 最 大 角 频 率 


k 


一 10.2.2-11 
ҮТ ( | 


Wmax = 2 


щ | 中 < Z RH ( 相当 于 波长 = 2 > a), 
A q 


ш) = û = 191 (10.2.2-12) 


这 就 是 所 谓 长 波 极限 的 行为 , 类 似 于 连续 介质 波 . 可 见 一 维 晶 格 的 长 波 极 限 就 是 它 的 弹性 
波 . 物理 上 凡是 波 速 与 频率 有 关 的 现象 都 称 为 色散 . |q| 很 小 的 时 候 , wi |q| = 常数 , 表明 没 
有 色散 . 声波 是 典型 的 无 色散 波 . 

10.3.2.3 Вогп-уоп Kármán 边界 条 人 忻 


以 上 对 于 一 维 单 原子 唱 格 的 讨论 , 实际 上 是 对 无 限 长 的 一 维 单 原子 曹格 的 讨论 . 这 
样 才能 每 个 原子 都 服从 同样 的 运动 方程 (10.2.2-6), 但 实际 上 晶体 是 有 限 大 的 , 处 在 表面 
上 {对 一 维 晶 格 来 说 是 两 端 上 ) 的 原子 所 受到 的 作用 与 内 部 原子 不 同 , 其 运动 方程 应 有 
不 同 , 这 样 问 题 就 变 复杂 了 ， 为 简化 这 一 问题 , 需要 引入 Born-von Kármán 周期 性 边界 
条 件 . 

设想 在 有 限 晶 体 之 外 还 有 无 穷 多 个 完全 相同 的 晶体 块 , 互相 平行 堆积 充满 整个 空间 ， 
在 各 个 晶体 块 内 的 原子 的 运动 情况 应 当 是 相同 的 . 对 于 一 个 会 N 个 原 胞 的 一 维 单 原 子 品 
格 , Born-von Karman 周 期 性 边界 条 件 可 表 为 


tin = UN ور‎ )10.2.2-13( 
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于 是 任意 一 个 原子 都 应 服从 同一 个 运动 方程 (10.2.2-6). 这 个 条 件 相当 于 头 尾 相连 的 一 个 
有 限 长 的 链 . 只 要 N EX, 则 在 环 状 链 上 每 个 原子 的 运动 仍然 可 以 看 作 它 在 无 限 长 一 维 
直线 唱 格 上 的 运动 一 样 ， 因 为 格 波 的 形式 为 u, = Adta Дд (10.2.2-6)), 则 施加 的 
周期 性 条 件 (10.2.2-13) 相当 于 要 求 


e Мая) 一 1 (10.2.2-14) 

即 7 
= نے‎ -15 
= тү; )10.2.2-15( 


其 中 , 为 整数 ， 已 经 知道 必 有 2 < g < T, 所 以 整数 ! 只 能 在 -二 < 1 < 5 范围 内 
( 因 N 很 大 不 必 区 分 是 偶数 还 是 奇数 ) 总 共有 N 个 不 同 的 整数 值 . 每 个 g 值 对 应 一 个 格 
波 , 故 有 N 个 不 同 的 格 波 . 也 就 是 整 条 链 的 自由 度 总 数 . 可 见 周期 性 边界 条 件 的 施加 , ii 
使 格 波 限制 在 其 波 矢 ر‎ 只 能 取 离 艇 的 数值 , 两 两 相隔 全 这 与 量子 力学 处 理 一 维 蝇 格 
的 结果 相同 , 也 可 以 说 , 周期 性 边界 条 件 使 得 晶 格 中 原子 运动 方程 ( 见 式 (10.2.2-6)) 87 
( 即 格 波 ) 有 别 于 通常 连续 介质 波 的 解 

以 上 结论 可 以 推广 到 三 维 复式 晶 格 : 晶体 的 每 一 种 振动 运动 就 是 一 种 格 波 , 即 一 种 

” 振动 模式 ; 每 个 格 波 由 其 角 频 率 o BKK 9 来 表征 . 设 晶体 有 N ER, 每 个 原 胞 内 有 

п 个 原子 . 整个 三 维 晶体 有 3N ABE: 

(1) 原 胞 内 原子 共有 ہد‎ 个 自由 度 , 于 是 存在 За 个 格 波 频率 支 , 其 中 , 3 支 是 声学 支 
其 余 за — 3 个 格 波 为 光学 支 ( 见 10.2.3 В). 

(2) HEE و‎ 的 总 数 等 于 晶体 内 原 胞 的 总 数 N. 整个 晶体 的 格 波 { 即 振动 模式 ) 的 
总 数 为 3nN, 正好 就 是 晶体 内 所 有 原子 运动 的 自由 度 总 数 . 


10.23 ”一 维 复式 晶 格 


一 维 复 式 晶 格 也 称 为 一 维 双 原子 聚 台 链 , 它 是 由 两 种 原子 等 距离 相间 构成 的 一 维 晶 
格 [图 10.2.3-1). 


й š ü 


1 ' i | i 
Д | | i i | 
-一 一 一 了 一 一 二 一 一 一 一 一 一 + 一 一 一 -一 -+ 一 -一 一 一 一 + 一 一 -- الت‎ === 
то Hl j i |, m ! T I. ЖЕ. 
Bi i ii 1 і П ~ 1 
i ИП 


бо = М НЕ Г ГАТ {т 17 М 
نل ااا لاال‎ 
19 = H 1 1) W: 
ھا‎ | |: ë | ' П К . 

НН وي‎ E окне E ا‎ е 
اہ یج‎ I -r ú یس ایوس‎ I 


E g 
1 i a 
Mai Шш | au 1. Ш ША 


图 10.2.3-1 一 维 双 原子 复式 蝇 格 


10.2.3.1 一 锥 复式 卓 格 的 运动 方程 


设 相 邻 原子 的 平衡 间 面 都 为 a, 同样 假设 粒子 只 能 做 纵向 运动 , 相互 作用 只 发 生 在 相 
METAR, 又 设 相 邻 原 子 之 间 的 势能 为 V. 因为 一 个 单 胞 有 两 个 不 同 的 粒子 , 所 以 位 称 
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向 量 为 


un = [tn wn] (10.2.3-1) 
其 中 , on, un 分 别 代表 第 п 个 单 胞 中 和 白色、 灰色 两 种 粒子 的 位 移 , 其 质量 分 别 记 为 m, M 
H$ т< М. {Ж gb را‎ 
U .سے‎ + V (Wai а-а + a) + V (Un — رہ‎ + a) + V (uy, — un + a) 
+V (a+ 一 Wn 十 а) + V (Wa+i — 41 十 a) +. )10.2.3-2( 


A (10.2.3-2) 只 写 出 与 第 n 个 单 胞 有 关 的 量 . 采用 与 一 维 单 原子 晶 格 同 样 的 办 法 在 简 谐 
近 己 之 下 , 可 以 得 到 式 (10.2.1-7) 的 各 个 K 矩阵 


әк k ہت‎ ТЕЖ 
Kj= | و‎ | ‚ Kı = КТ, = | و‎ | (10.2.3-3) 
Ep, k 为 力 常数 . 再 代入 格 点 运动 方程 (10.2.1-10) 得 到 
Mü, – (Kiu,-i + Koun + Куць) = fT, Yn (10.2.3-4) 


其 中 , HAH M = diag (m, M). 这 就 是 一 维 复式 晶 格 中 的 格 点 运动 方程 , 这 里 运用 了 


关系 式 
3 К. = YO Kwun- 
r’ nm’ 


在 不 受 外 力 的 场合 下 , 一 维 复式 晶 格 的 格 点 运动 方程 为 


Mü, = (Kiun + Kolin + K_iunt1) = ü, “т. (10.2.3-5) 
讨论 | 
Җ (10.2.3-3) 的 由 来 如 下 ; 根据 式 (10.2.-8)Ka_w = - E 。， 对 于 本 例 一 维 
n Un |n=ü 


复式 晶 格 的 K 矩阵 指标 n 变 为 标量 n, 导数 是 在 平衡 位 置 取 值 , 即 K_,==- 2-2 
„002+ 


FU (u) 80 (а) | | с a | 
диди, laq, ہس اس‎ НЕ, 显然 其 余 m| > 1 的 Km = 0. 对 于 列 矩 阵 


的 求 导 参见 附录 B.2 节 , 以 其 中 的 K 为 例 . 


Ko=— 


T SEIA 
Jun Ön leg. Jun (Pny вй ہلات‎ [Ant Way 
6ئ‎ U 
_ | BB Өздү 
Е PU аги 


dud диди 


е. 


根据 简 谐 近似 , zÇ (10.2.3-2) "В: ЖИДЕ ЛЕ КУ ЖИТ 


1 1 
V (wn-1 — n-i + a) = =k (wn-1 “(رےیہ٭۔-‎ , ۷ (Ua — رہہ‎ +a) = =k (vn — иң 1) 
2 2 
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- 259 
1 2 1 н 
V [wn — Un + z) = zk (Wh “tal, ۷ (aq = Wn + a) = э К (Vna — tn) 
m 7 
V (шы — 7+1 + ak >Ë (un — Un+1)° (10.2.3-6) 
于 是 得 到 
FU @ aU д 
2 A. д. = = L = Б mi k TL — t= — 0 
Övn дол ñu, (22) Pun {F (бача — Wn) (шы — Un+1)) 
üU g dU Ə 
Tu ٹہ‎ е ас rw ааа 一 Un == 0 
ہن اق‎ дш Оз, (эс) Qu, [k (wn+1 ' +1)) 
gU д Әр б 
سے = سے ہو ہج‎ = Wn] — (шафа 一 = = 
DumDum OW ہے‎ Өш, {К (ua+i — Wn) — k (wara - رہہ‎ (( 
д?г @ iU o 
جو ہس‎ = -2 {k (wna — tint1)} = 0 
ربولافمنیلق‎ их, (зе) Be (Wnt1 一 Vn+1)} 
所 以 
g U RU 
K 2 DUn ул дъ. дт — Ü ü 
یت‎ PU 807 k Û 
909,90 Bondon dea, 
同 理 , 可 得 到 
K = а?у Е Ea 97 ай |} 
` да,а, Ке Е dun [ûn an 
7 а 
__ | дидо Ən, 5 Ak Е 
Е 0 U k ٦ 
дш.до Owain deq. 
ЕЯ ا‎ SX 
1 аа, да, - 7 ربمق‎ ё J ہہ‎ Bu, (Әә. Pun] Sog, 
AU تا‎ 
ہے‎ бал Ӧд _ KT 
а? gU -1 
war1n Qhuya + بر2‎ 
这 样 就 得 到 了 式 (10.2.3-3). 


10.2.3.2 ”一 维 复 式 晶 格 运动 方程 的 解 
这 里 讨论 不 受 外 力 的 一 维 双 原 子 复式 晶 格 的 运动 方程 ( 见 式 (10.2.3-5)), 即 


Mu, 一 【及 un : + Коч, 十 K_iunt1) = 0, Yn 
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_|—2& k 00 Ü k 
до, к= | н اطم اڈ‎ pja 


s ا اس‎ ГЕ ЫЕ یں ا‎ s 


即 联 立 方程 
| mü, = k (ша — 203 + wn) 


үп 10.2.3-7 
Mün = k (tn — 20 + оп) | | 


同样 , 把 式 (10.2.3-7) 改写 为 mi, = (ws — Un) — k (t — Wn_1) 和 Mün = k(us+1— 
Wn) 一 大 (un 一 un) 就 可 以 在 物理 上 与 图 10.2.3-1 非常 直观 地 联系 起 来 . 
基于 与 式 (10.2.2-6) 的 同样 理由 , 可 将 式 (10.2.3-7) 的 解 设 为 简 谐 振动 ， 


Ün = Ае {anal 
Wa = Belet- [و”(2+مھ2)‎ уп (10.2.3-8) 
其 中 , 振幅 A, B, 角 频 率 w 待定 . 与 10.2.2 小 节 中 的 分 析 相 同 , 9 为 波 矢 . 将 式 (10.2.3-8) 
代入 式 )10.2.3-7( 得 到 
mw? A = k (еі + еөз) B — 2kA 
—Mu2B = Е (gi + e isq) А — 2kB 
Bp 


-e А ے‎ = 
ke mw?) À — (2k cos (aq)) B = 0 سس‎ 


— (2k сов (aq)) А + (2k — Mw?) B = 0 
该 联 立方 程 只 有 在 系数 行列 式 为 零 时 才 具 有 振幅 A. B 不 同时 为 零 的 所 谓 “ЧЕ И". 于 


是 得 到 入 期 行列 式 
Jk 一 mw” 
koala 2k- àt 8270 
由 此 解 得 两 种 格 波 
w? = — [(т + М) - ym? F MF nl eos (2aq) ) a 
گن‎ = L [m + M) + ут? + М? + 2тМ cos (2aq) ( 
可 见 一 维 双 原 子 复 式 唱 格 有 两 支 色 散 关 系 (图 10.2.3-2). 
讨论 
1) 一 维 单 原 子 唱 格 的 例子 中 , 只 有 一 支 色 散 关 系 ; 与 之 不 同 , 现在 的 一 维 双 原子 复 
式 唱 格 有 两 支 色散 关系 . 
(2) 从 式 (10.2.3-11) 可 见 一 维 双 原子 复式 晶 格 中 波 矢 q 的 讨论 范围 只 需 限制 在 
سے پر سے کے‎ = (10.2.3-12) 


28 
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ш) 


T i x 7 
Кы Ja 


图 10.2.3-2 Т а КЕЕН لد‎ Е 


即 所 谓 第 一 Brillouin 区 . 在 这 个 范围 内 任意 一 个 波 矢 9 对 应 两 个 格 波 , 其 他 波 矢 q 不 
提供 不 同 的 格 波 
(3) 从 式 (10.2.3-11) 又 可 见 当 q = کے‎ 时 , ш. 达到 极 大 值 且 w+ 达到 极 小 值 


7 وم‎ _ 20 
(ш) а = Уи [(m + M) — (m – Мур? = [= (10.2.3-13a) 


(w+) аһ = \/ سے‎ {(т М) + (m — Мур? = 元 [10.2.3-13b) 
因为 т < М, ВТЦ (waar < ہے مسا‎ w+ 支 的 格 波 可 以 用 光 来 激发 ， 称 为 光学 支 . q — 0 
时 , w_ 趋 于 零 , 这 支 w_ 称 为 声学 支 . пн. 
(4) 声学 支 : 根据 式 (10.2.3-11), 


„J2 бт М) fi | — 2 1 – соз (244) 
mM (т + М)? 


_ k(m + М) و‎ 4т.М sin” (aq) 
mM (m + M)° 


4miM sin” (aq) 
(m + M)° 


‚Зы k (m + M) | 2mM sin” (aq) 7 эр 
те mM (тп +M)” ( 


2k | 
w- = ١| {т + М) |sin (aq)| (10.2.3-14) 


对 比 式 (10.2.2-7) 可 见 与 一 维 单 原 子 晶 格 的 色散 关系 是 相同 的 . 


A ایم‎ 
通常 可 以 满足 < 1 根据 近似 公式 (1 - 2او‎ 1-5 Ёа. کے‎ 
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(5) 53: 
з _ k [m + М) _ 2mM [1 — cos (2aq)| 
wi = — u | +9821 таму | 
Кт + М) ат М sin” (aq) 
کہ سے‎ í + 4/1 (m + М My | 


åmM sin” (ag)‏ ۔ 


rT CI 条 件 下 , 利用 上 述 近似 公式 得 到 
+) _ mM sin” (aq) Р 
rR fı т My м? | (10.2.3-15) 
当 q 一 0 时, w+ 达到 极 大 值 
26 
(ы) аҳ = 5 (10.2.3-16) 


其 中 , 这 两 个 原子 的 折合 质量 и = а 此 时 声学 支 w — 0. 


(6) 振幅 : 将 式 (10.2.3-11) 中 的 w? #1 2 RAXA (10.2.3-9) 分 别 得 到 


В 2k — mw? 或 2k cos (aq) 

== = = 10.2.3-1 
(2) 2kcos(aq) 2k — Мыш? عبت‎ 

3 2k — тш їй 2k cos (aq) 

2١1 _ ک2‎ mw} 18 2kcos(ag) (10.2.3-18) 
(3 + 2kcos(ag) 2k— Mus 


声学 支 。 在 式 (10.2.3-17) 中 , 因为 2 < ŽE 且 第 一 Brillouin 区 内 cos (aq) > 0, 所 
7 (2) > 0. 这 表示 在 声学 支 时 相 邻 原子 的 振幅 符号 相同 , 即 是 沿 着 相同 方向 振动 的 . 
声学 支 代表 原 胞 质心 的 振动 (图 10.2.3-3). 


(b) WFE 
图 10.2.3-3 ENAT 2:۶۱ 87 
#ЕЖ: ЖИЕ, SEMEN ERATES ہی‎ ua} HEAR T EE FREH ۳ 


Joy . 943.‏ راہ ڑا 102 


光学 支 ÆA (10.2.3-18) P: 因为 a > = 且 第 一 Brillouin 区 内 сов (aq) > 0, 所 
以 (2) < 0. 这 表示 在 光学 支 时 相 邻 原子 的 振幅 符号 相反 , 即 是 沿 着 相反 方向 振动 的 . 
十 


当 17 一 0 时 ( 即 波 长 X KRT), cos (aq) = 1, 且 此 时 光学 支 шу: ТЁЗ 故 (2) m —— 

+ 
些 式 意味 着 : 长 波长 时 的 光学 支 mA + МВ = 0, 原 胞 的 质心 几 近 不 动 ; 即 光 学 支 代 表 原 
胞 中 两 个 原子 作 相对 的 振动 (图 10.2.3-3). 


(т) 式 (10.2.3-10) 在 本 质 上 与 分 子 轨 道理 论 中 的 和 期 行列 式 完全 一 样 . 
10.2.4 晶 格 的 简 正 振动 .、 声 子 


无 论 晶体 还 是 分 子 体系 , 作为 一 个 多 体 体系 , 由 于 体系 内 各 个 组 成 粒子 之 间 的 相互 作 
用 , 体系 的 总 势能 总 是 含有 两 两 粒子 位 置 乘积 的 交叉 项 , 于 是 作为 真实 粒子 之 间 运动 不 是 
独立 的 . 但 是 人 们 往往 通过 某 种 方法 “折合 " 成 为 一 组 等 效 的 准 粒子 , 使 得 体系 总 势能 的 
表 式 不 出 现 交叉 项 , 而 是 总 能 量 能 够 表述 成 对 角 和 矩阵 的 形式 , 即 总 能 量 等 于 这 些 准 粒子 的 
能 量 之 和 . 这 样 就 表明 准 粒子 之 间 是 相互 独立 地 运动 的 . 
尽管 , 在 理论 形式 上 抽象 了 , 牺牲 了 直观 性 , 可 是 提高 了 解决 问题 的 能 力 ， 正 如 代数 
比 算术 抽象 , 可 是 解决 问题 的 能 力 却 大 为 提高 了 ， 所 谓 总 能 量 能 够 表述 成 对 角 和 矩阵 的 形 
式 , 也 就 是 问题 归结 为 代数 上 解 本 征 方程 . 这 种 解法 相当 于 几何 上 求 高 维 椭 球 的 主轴 的 长 
度 和 方向 . 世界 上 所 有 可 被 实验 测量 的 物理 量 竞 然 如 此 有 规律 : 它们 各 自 都 有 对 应 的 “本 
征 方程 ", 实验 测量 得 到 的 量 竞 然 都 是 那些 本 征 方程 的 本 征 值 , 尽管 那些 可 测量 的 物理 量 
分 别 属于 各 个 看 起 来 风 马 牛 不 相 及 的 领域 
在 晶体 中 , 如 本 节 以 前 所 介绍 的 , 晶体 中 所 有 原子 的 振动 表现 为 晶 格 中 的 格 波 . 一 般 
言 , 格 波 不 是 简 谐 的 【因为 相互 作用 有 非 谐 的 成 分 ) 只 有 在 小 振动 问题 时 , 格 波 才 可 近 
似 为 简 谐 波 , 这 时 , 各 格 波 之 间 的 相互 作用 可 以 忽略 , 这 时 的 格 波 才 能 认为 是 相互 独立 的 . 
每 一 个 独立 的 振动 模式 对 应 微观 的 一 个 振动 态 (q), 这 就 是 声 子 (phonon)， 声 子 就 是 晶 格 


振动 中 的 简 谐 振子 的 能 量 量 子 。= (n (я) + } ) һә (a). 对 于 一 般 的 晶 格 振动 问题 , КЕЎ 


不 是 独立 子 模型 . 还 需要 找 出 简 正 振 动 模式 , 那 才 是 真正 的 独立 子 . 以 下 先 以 一 维 单 原子 
晶 格 为 例 分 析 其 中 的 简 正 振动 , 然后 再 讨论 普遍 的 情况 . 


10.241 一 维 单 原子 唱 烙 的 简 正 振动 
晶 格 的 小 振动 问题 中 , 每 个 原子 的 振动 运动 应 当 兼 有 时 间 的 周期 性 和 格 点 的 周期 性 ， 
所 以 格 点 n 在 t 时刻 的 位 移 可 表 为 


ua (t) = у Ag (t) ھ٥‎ (10.2.4-1) 
q 


其 中 ， 
A, (t) = Ae ht (10.2.4-2) 


从 以 上 所 述 , 格 点 的 周期 性 是 Born-von Kármán 边界 条 件 造成 的 (WA (10.2.2-14). 式 
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т, 其中, М 为 原 胞 数 , ! 为 整数 , 只 能 在 -Z < 1 < Û 范围 内 , 即 


1) 状态 空间 的 完备 集 
式 [10.2.4-1) 在 数学 上 看 是 离散 型 Fourier 展开 或 变换 , 在 物理 上 看 是 用 状态 空间 ! 即 
波 矢 室 间或 g 室 间 ) 的 一 组 简 谐 波 {етее 来 展开 世 置 空间 ( 即 “ 真 实 空间 ") 的 格 波 . 这 


(10.2.2-15)): ERK q = 


组 简 谐 波 具 有 如 下 性 质 : 
(1) {e} 关于 变量 n 的 正 交 性 , ШШ 
У`е0"-")% = №, (10.2.4-За) 
(2) {ёо} 关于 变量 v 的 正 交 性 , Bl 
Уе)" = Nigg (10.2.4-3b) 
证 明 Í 


(1) 4 n = ۷ В, 2 (10.2.4-3a) 为 遍历 所 有 q E00, ЗЕ N 个 , 故 成 立 . کے‎ n Z n 
时 , 令 整 数 s = n — т’, 则 
му? -1 муа 
0 سی‎ = Y аш у; еїза2лі/ Na 一 у, 9177ی‎ 十 5 ы (10.2.4-4) 
q q I=—N/2+1 I=—N/2+1 l0 


其 中 , ےن‎ = 1+ N, Mi 


N=] N—1 
віла _ gi2rs(' NIN 一 Ур 'افعانے‎ /۷ 


I=—N/2+1 е №241 а Му2+1 
代入 式 (10.2.4.4) 得 到 
) 一 ۷/2 N 1-۔‎ 
Ye n= Jaq ے‎ їла’ /۸۷ 十 у; pinal N ے‎ y` їла N 
q P=N/241 {=0 =й 
Сап 20 
= D аы 5 7 ۸۷ا 'افدقلے‎ 
1'=0 =м 
1 el2ma 728 سڈ‎ 


Ta и р Біла р emmy 0 


WA (10.2.4-За) RIL. 
(2) 4 q = q' 时 , zÑ (10.2.43b) 为 遍历 所 有 n 值 加 和 , 共 N 个 , 故 成 立 , H q Z q' 时 ， 


% q-q = Aq = үй ЭЖЕШ), W 


[ ) N ек + 
уе q—q' "ہے مو(‎ м» Y еп 5 >` gi gan 

n n=] m=] m= N+1 
gqa gid qal N +1) gia (1 pa ій 


“Тт موشام‎ | віда 1 — eiaega 
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而 1-eiawaw — 1 — gil RFE)" — 0, 故 式 (10.2.4-3b) 成 立 . لے‎ 
讨论 
(1) s. in Ja — Ninw 表明 如 果 要 对 状态 求 和 , 即 7ھ‎ , 那 只 要 看 一 个 格 点 就 
чит. М 
(2) У е9) = Na, 表明 如 果 要 对 格 点 求 和 , 即 Y C), 那 只 要 看 一 个 状态 就 可 


ДТ. 
(3) 式 (10.2.4-3а). 式 (10.2.4-3Ь) 这 两 个 正 交 关系 可 以 写成 如 下 的 正 交 归 一 关系 式 : 
(е) | (е) ге (10.2.4-5a) 
E " =). (= وپ‎ gi نے‎ (10.2.4-5b) 
所 以 (сене) جج سو پش ساد ےت‎ 
2) 将 位 移 变换 到 状态 空间 


pigna 


MERR n TE t 时 刻 的 位 移 TOLE 大 a} 正 交 归 一 函数 集 展开 


1 iret 
tin (Ё) = 7 سے‎ (t) e (10.2.4-6) 
其 中 , us (0) 为 展开 系数 . 这 个 展开 是 在 状态 空间 (BD q 空间 ) 展开 的 . 
讨论 
(1) 式 (10.2.4-6) HAHHA 


1 | 
= —= > w (t) e یس‎ (10.2.4-7) 
m 
(2) 因为 物理 上 位 移 un (t) 必须 是 实 的 , 故 
ш (t) = و‎ (t) (10.2.4-8) 
(3) 17 
Y uñ (t) = У ` uq (t)|° (10.2.4-9) 


证 明 ”根据 式 (10.2.4-6)， 
1 17 1 nag 
2n (t) =), (PEro: J +2: 


ууш owo (gee) 
TT m 
= w (E) wg (t) 8а, — = У uq (t) w- (t) = 3 [uq (t)! ш 
g q q 
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式 (10.2.4-9) WEA: “位 移 平方 和 ” 在 真实 的 位 置 室 间 中 为 Уа? (1), 经 过 Fourier 变换 
到 状态 空间 后 的 “位 移 平 方 和 ”形式 为 Y lw, (0, 两 者 是 相等 的 , 即 “位 移 平 方 和 * 在 


离散 Fourier 变换 下 具有 不 变性 . 
令 质 量 加 权 位 移 
Q, (t) = ,نہپ‎ (t) (10.2.4-10) 
则 | 
un (t) = Ra 2,900 6" (10.2.4-11) 


这 里 的 [Q )8(( 就 是 一 维 单 原 子 晶 格 的 简 正 坐 标 (fnormal coordinates), ШЕ |465 将 要 
看 到 在 这 样 的 坐标 表示 之 下 势能 表 式 中 的 交叉 项 消失 了 . 

3) 一 维 单 原子 晶 格 的 总 能 量 

显然 , 一 维 单 原子 晶 格 总 的 动能 . 势能 分 别 为 


T= 5 Ута? (10.2.4-12) 
U = У (аан — un) (10.2.4-13) 
m 
它 的 Hamilton Ж 
H=T+U = y` EZ + 5 رہملا)‎ 一 n) | (10.2.4-14) 


势能 U 中 的 2и ати, 就 是 交叉 项 , 格 点 п+1 与 格 点 元 的 相互 作用 就 体现 在 这 里 , 这 是 
一 个 相 倚 子 体系 . 通过 式 (10.2.4-11) 变换 后 的 势能 为 


l=} а A و‎ inaq бы м. 
U = sk 2 ر+ملت)‎ tnl = Nm 2 2620 G “P °) Се е ٦ 
= En 3 “Җа سس‎ ура ”وتا‎ 4 1} y етн) 
qq" n 


k i А V 
= Б у, 0.9, سس‎ | = е! = е!@т + پ13‎ 
q. 


k ° ۱ 
от سا تو‎ {2— е“ — eiaq), 
ў 


k 
= = _ڑ‎ QQ 7 {1 — сов (а4)} 
根据 一 维 单 原 子 晶 格 运动 方程 的 解 , 格 波 的 角 频 率 wz = 一 [1 — cos (aq)}, 所 以 得 到 


1 а i ۱ 
U = 202 (unai - ua) = 5 2 ر‎ QQ- (10.2.4-15) 


， 347 . کر رن لال 10.2 


表面 上 看 这 里 还 包含 交叉 项 وم‎ 但 是 从 物理 上 看 : q 代表 前 进 的 简 谐 波 , -g 代表 
后 退 的 简 谐 波 . 晶 格 的 周期 性 边界 条 件 使 得 每 一 个 振动 态 q 的 前 进 波 总 是 一 一 对 应 地 伴 
随 着 一 个 后 退 的 振动 态 -q 也 就 是 , 在 数学 上 因为 w(t) = wg (O(A (10.2.4-8)) 和 
Qy (t) = тш, (站 ( 见 式 (10.2.4-10)), 所 以 


О (t) = Q-a (t) (10.2.4-16) 
于 是 式 (10.2.4-15) 实际 上 可 改写 为 


1 
U= < У 02104 J (10.2.4-17) 
q 


可 见 变换 后 交叉 项 消除 了 . 
通过 式 (10.2.4-11) 变换 后 的 动能 为 


1 a l 1 са МЕЕ 
T=- 1 = س سے‎ pnag аарыы „е 0 
2 2 тй, 2 فا‎ (я 2де y Nin > ы, 


پر رپ1 من کچ 1 ے эо ейте)‏ 1 
سس یھ 5 == ويا ر2 5 = ) 3N Уу, QQ elas‏ = 
q‏ 


тй," g 


2, 因为 Q- = Qu 故 


i (10.2.4-18)‏ ,© سا 
q‏ 
于 是 , Hamilton BH H = T +U = 93 (ol көз), 即‏ 
q‏ 
H= 33, (Is +02104?) (10.2.4-19)‏ 
q 7 117 „йк‏ 7 
@ 


其 中 , Р, = Q. 加 和 的 每 一 项 5 (Р, + ы Q.) 就 是 一 个 简 谐振 子 . 于 是 原来 式 (10.2.4- 
14) 的 相 倚 子 体系 就 变 成 了 多 个 相互 独立 的 简 谐 振子 构成 的 体系 , 两 者 是 等 价 的 . 尽管 前 
者 是 直观 的 , 后 者 较为 抽象 , 但 是 因为 后 者 的 Hamilton 量 不 售 变 叉 项 , 是 对 角 化 的 , 所 以 
它 代表 了 本 征 方程 的 解 , 于 是 恰恰 就 是 后 者 才 是 实验 能 够 观察 到 的 , 直观 的 前 者 却 不 是 实 
验 上 直接 测量 到 的 ， 

10.2.4.2 ”而 格 简 正 振 动 的 普遍 解 

从 10.2.4.1 小 节 可 见 , 在 一 维 单 原子 品格 的 特例 中 , 寻找 简 正 振动 模式 的 方法 在 数学 
上 体现 为 离散 型 Fourier 变换 . 现在 可 以 推广 到 普遍 的 情况 , 用 同样 方法 讨论 当 品 体 不 受 
外 力 时 求 自 由 晶 格 的 运动 方程 ( 见 式 (10.2.1-11)) 


Mün (t) – Y Kanu (t)=0, Уп (10.2.4-20) 
Ti 


的 普遍 解 . УРАСА E НЕЕ ЕЛП, 每 一 种 驻 波 代表 了 自由 蝇 格 热 振 动 的 
一 个 简 正 振动 模 . 一 个 简 正 振动 模 就 是 晶 格 原子 在 平衡 位 置 附近 以 一 个 固定 频率 的 振动 
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运动 . 以 下 先 用 离散 型 Fourier 变换 把 真实 空间 (10.2.4-20) 中 的 变量 n = (nuna na) ЖЭР 
换 到 波 数 空间 中 的 变量 波 矢 q = (m. тә. qa)( ЖЖ 1.2), 然后 用 卷 积 关系 得 到 


Miu (t, ( – K(q) û(t,q) =0, wg (10.2.4-21) 

其 中 ， 
K (q) = وس۶‎ [Ka] = 3 e "Ky, (10.2.4-22) 
تا‎ (t,q) = Faq [un (t)] = `e ienu, (t) (10.2.4-23) 


青 用 连续 型 Fourier 变换 把 式 (10.2.4-21) 中 的 时 间 变 量 t 变换 到 角 频 率 变量 v, 3E R 
用 微分 的 变换 关系 Fiu [ü(t.q)] = (ш) Ü lw, qa (DER I 的 式 (L1-7a)), 得 到 在 角 频 
率 - 波 数 空间 的 晶 格 运 动 方程 


(“ХМ + K(q)) Û (wq) = 0, Vq )10.2.4-24( 
其 中 ， 


(а, 9) = Fru [ü (t, q)] = | dte “a (f, а) (10.2.4-25)‏ تا 


M. K (9) HA S x S HERF, تا‎ (о, р) A S x 1 ТРЕ. 可 见 自 由 晶 格 的 运动 方程 (А, 
式 (10.2.4-20)) 经 过 两 次 Fourier 变换 (一 次 离散 型 , 一 次 连续 型 ) ДА “时间 真实 室 间 ， 
域 的 二 阶 微 分 方程 变 成 了 简单 的 角 频 率 - 波 数 空间 域 的 矩阵 方程 ( 见 式 (10.2.4-24)), 即 一 
组 线性 联 立 方程 . 显然 , 该 线性 联 立 方程 只 有 在 满足 下 列 条 件 下 才能 有 非 零 解 ( 即 不 全 为 
ЖИ): 

det (2M + K (q)) =0, Vq (10.2.4-26) 


等 式 左边 称 为 入 期 行列 式 . 可 见 , 从 式 (10.2.4-26)5 x S PT ЖЗ А] s 个 简 正 振 
AMRA (w (9) |s = 1,2,.… S). 这 种 角 频 率 ں‎ GER q 的 色散 定律 又 可 称 为 晶 格 
振动 谱 或 格 波谱 . 这 5 个 线性 独立 运动 又 称 为 色散 支 . S 个 色散 支 可 分 为 两 类 : a. (0) = Û 
的 声学 支 和 یں‎ (O) 关 0 的 光学 支 对 于 了 维 晶 格 , 可 以 证 明 : 有 了 个 声学 支 , 5 Г ӘБ 
学 支 . 

对 于 有 限 大 品格 , 晶 格 的 特征 振动 闫 率 为 离散 型 的 , 记 为 (Qa. Y. 也 就 是 义 期 行列 式 
(MA, (10.2.4-26)) 只 能 在 w = twaa 时 才能 有 非 零 解 . 

讨论 

(1) 方程 (10.2.4-26) 的 求解 在 实际 计算 上 就 是 矩阵 的 对 角 化 . 这 就 意味 着 : 尽管 真实 
粒子 之 间 运 动 不 是 独立 的 . 但 是 , 人 们 总 是 可 以 通过 某 种 方法 “折合 " 成 为 一 组 等 效 的 准 
粒子 ( 简 正 振动 模 ), 使 得 体系 总 能 量 总 是 可 以 表 为 这 些 准 粒子 的 能 量 之 和 . 不 出 现 它们 之 
间 的 相互 作用 势能 (BEX). 这 样 就 表明 准 粒子 之 间 是 严格 、 相 互 独立 地 运动 的 . 

(2) 真实 粒子 的 相 倚 子 图 像 和 准 粒子 的 独立 子 图 像 : 至 此 ,人 们 对 于 整个 晶体 或 分 子 
体系 的 振动 运动 可 以 从 两 个 角度 看 : 一 个 图 像 是 , 这 个 体系 由 多 个 真实 粒子 加 上 它们 之 
间 复 杂 的 相互 作用 构成 的 ， 这 是 一 个 相 倚 子 图 像 . 这 个 体系 的 振动 是 其 中 多 个 化 学 键 各 
自 的 振动 构成 的 , 而 这 些 单 根 化 学 键 的 振动 之 间 不 是 独立 的 , 是 互相 纠缠 , 牵连 的 ， 另 一 
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个 图 像 是 , 把 这 个 体系 所 有 单 根 化 学 键 的 振动 重新 组 合成 为 等 效 的 一 组 准 粒子 ( 即 简 正 振 
动 模 ) 的 振动 , 于 是 这 个 体系 就 可 以 看 作 由 多 个 准 粒子 构成 的 ， 而 准 粒 子 之 间 是 严格 独立 
运动 的 . 这 是 一 个 独立 子 图 像 . 两 个 图 像 , 前 者 直观 , RAMS. 

或 许可 以 认为 : 两 种 图 像 只 不 过 是 人 们 作为 旁观 者 对 自然 界 的 分 析 , 不 见得 是 自然 
界 目 己 的 选择 . 往往 不 由 自主 地 偏爱 直观 图 像 , 认为 直观 更 可 靠 , 更 应 该 是 自然 界 自己 的 
选择 

自然 界 自己 到 底 怎 么 选择 的 呢 ? 红外 光谱 实验 给 出 了 答案 只 有 在 相当 窄 的 所 谓 指 
纹 区 的 波 数 范 围 内 才 看 得 到 那些 单 根 化 学 键 振动 的 大 致 不 变 的 峰 位 , 而 且 即 使 在 指纹 区 ， 
不 同化 合 物 的 某 一 种 键 (РР 36) 的 振动 频率 还 有 不 小 的 变化 范围 . 分 析 化 学 就 是 赁 此 鉴 
定 有 机 化 合 物 的 . 在 指纹 区 外 , 找 不 到 峰 位 与 单 根 化 学 键 振动 的 简单 对 应 关系 . 可 是 , 如 
果 从 简 正 振动 的 角度 来 看 , 实验 上 测 到 的 红外 光谱 峰 位 竟然 无 一 不 是 简 正 振动 模 的 频率 . 
不 管 这 些 峰 是 天 在 指纹 区 , 也 不 管 是 哪 种 化 合 物 , 都 无 例外 . 

这 说 明 : 尽管 两 种 图 像 对 于 描述 自然 界 来 说 是 等 价 的 , 可 是 自然 界 偏偏 “主动” 地 挑 
选 了 简 正 振动 这 种 抽象 的 独立 子 图 像 , 展现 在 测量 者 面前 . 反倒 把 直观 的 相 剧 子 图 像 地 隐 
藏 起 来 . 直观 的 图 像 却 是 实验 上 直接 测量 不 到 的 . 

同样 的 事情 , 在 天 体 运 行 、 声 学 、 力 学 共振 、 量 子 现象 里 都 出 现 , 过 及 所 有 的 自然 现 
象 , 都 与 本 征 方程 有 关 . 只 不 过 在 红外 光谱 的 领域 , 化 学 家 对 本 征 方程 普遍 性 的 理解 应 当 
尤其 深刻 . 
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体系 的 Helmholtz 自由 能 为 


F=U-TS (10.3-1) 
它 与 体系 配 分 函数 Q 的 关系 为 
F = —kaT'InQ (10.3-2) 
配 分 函数 又 是 体系 的 有 效 状 态 数 之 和 
状态 能 级 
Q = ee کے‎ ge (10.3-3) 


其 中 , g; 为 体系 能 级 的 简 并 度 . 

晶 格 能 量 在 简 谐 振动 的 近似 下 , 然后 如 同 简 正 振动 分 析 一 样 , 在 选取 简 正 坐标 之 后 ， 
各 种 简 正 振动 之 间 互 为 独立 运动 , 于 是 3N — 6 = 3N 个 振子 的 总 振动 能 量 就 是 各 振子 能 
HZA, 


FN 


Ba ےک‎ (v + 5) hui | (10.3-4) 


i=1 
其 中 , i 为 振子 编号 , wm 和 v, 分别 为 它 的 振动 量子 数 和 振动 频率 
对 于 其 中 第 种 简 正 振动 模 , 根据 量子 力学 得 到 振动 能 级 为 { (v+ 3) ы = 
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0,1,2,-.. h 简 并 度 为 1 故 对 于 该 种 简 正 振动 子 的 配 分 函数 为 Уе (аот ے‎ 


天 一心 
ету حدرمسے‎ 其 中 ,第 二 项 是 一 个 无 穷 等 比 级 数 , 相 邻 项 之 比 便 为 ۸۰/۸۳۰. 
v=0 
根据 无 穷 等 比 级 数 之 和 公式 ( 见 附录 式 (D.3-4)), 得 到 
е mj kaT 
u= ы /ЕВТ سد‎ 
晶体 能 量 E 实际 上 含有 两 部 分 , 振动 能 En 和 静态 能 量 Ко 
E = Ер + Eyib (10.3-6) 


后 者 Eo 为 当 每 个 格 点 上 的 粒子 都 处 于 平均 位 置 ( 即 所 谓 静态 晶 格 ) 时 的 晶体 能 量 . 以 下 
分 析 时 选 Eo 为 能 量 零点 . 
3N 个 简 正 振子 体系 的 总 的 振动 配 分 函数 为 


7وظ/ بط ؤسىے ЗМ‏ 


Qi = П @= П رو وس‎ )10.3-7( 


اہ 


ln Qua = — Ezero Dm- efi) (10.3-8) 


aN 
其 中 ， 3F کر‎ BE Ezero -一 3 hv 于 是 根据 式 )10.3-2(, 该 体系 的 振动 Helmholtz 自 由 能 为 


ЗА 
F = Е, + 7وط‎ Y ln (1 _ ей اش‎ )10.3-9( 
i 


如 果 固 体 发 生 形 变 , 则 粒子 平均 位 置 的 移动 要 使 静态 能 量 E, 和 频率 {r} 都 有 变动 . 在 简 
单 的 情况 下 , 假定 将 固体 体积 V 的 各 向 同性 变化 作为 形变 的 唯一 形式 . 这 样 Eo, (u) 都 
只 是 体积 Y 的 函数 . 根据 热力 学 , 涉及 体积 温度 变化 的 热力 学 行为 都 可 以 从 以 (VT) 
为 自 变量 的 Helmholtz 自由 能 F (VT) 导出 , 18 


8 = — ظط‎ | (10.3-10) 
于 是 , 振动 对 内 能 的 贡献 
дЕ Һл/ЕвТ 
U=F-T (F). = Eso + جک جار اف ساس دی‎ ) (10.3-11) 


进而 , 导出 定 容 热 容 


hui 1 eh fkaT 


r __ от) = „(кет 
ы 3 (эт v z 53 (geht 一 1)? 


(10.3-12) 
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高 温 下 (kaT > hu), 5 z = کے‎ 将 式 (10.3-11) 中 加 和 项 展开 得 到 


зм 3w 


الع ری کے ہے سے 


z 


于 是 , ان‎ ERARA 


Ula T. == 也 saro 十 37۷ ”او‎ (10.3-13) 


ЯБУ 1 у 
Су|нт. = 377 صا‎ 


这 符合 能 量 均 分 定律 ; 一 个 振动 自由 度 有 两 个 平方 项 , 每 个 平方 项 能 量 分 摊 到 aT. 这 
就 是 实验 得 到 的 Dulong-Petit 定 律 : 室温 下 , 绝 大 名 数 元 素 品 体 的 摩尔 定 容 比 热 为 3R. 
压力 


hui ĝln vs‏ = 8050 فا 
mÀ 87 J. (10.3-14)‏ 25 ور ےار в‏ 
对 于 晶体 , 3N 个 简 正 振动 模 是 个 很 大 的 数目 , 所 以 可 以 假设 简 正 振动 频率 v 是 连续‏ 


分 布 的 . 令 o (r) du 为 振动 频率 在 vy о А дае 之 间 的 简 正 振子 数 , 简 正 振动 频率 的 分 布 
函数 g(r) 又 称 声 谱 . 于 是 


| glr) dr = 3N (10.3-15) 
0 
相应 地 , 式 (10.3-8) 可 改写 为 | 
In нь = -Eseo — j: g (u) صا‎ (1 — e Bh) برع‎ (10.3-16) 
0 


进而 , 晶体 体系 振动 的 Helmholtz 自由 能 ( 见 式 (10.3-9)). 内 能 (MA (10.3-11)) 和 定 容 热 
ê [ 见 式 (10.3-12)) 分 别 可 以 改写 为 


Fib = Ezero 十 от | g (v) صا‎ (1-е) برق‎ (10.3-17) 
0 
2 نت‎ : hu ۱ 
дь = Ezero + | g [L) =k; لہ‎ )10.3-18( 
_ [айм _, P , Phu шн 
Cy = (2 T = kp | g (u) (eê — D? -7 du (10.3-19) 


10.4 晶体 比热容 的 统计 理论 


10.4.1 ”晶体 比热容 的 实验 事实 


关于 晶体 比热容 的 两 个 基本 实验 事实 是 
1) 在 室温 附近 , 绝 大 多 数 固体 的 摩尔 比热容 接近 Зл, BH 6 cal. K-1. mol", 称 为 
Dulong-Petit 定律 (1819 Ж). 
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(2) 在 低温 下 比热容 随 温度 降低 而 急剧 降低 , Т = OK 时 比热容 降 到 о, 一 般 符合 经 验 

的 “立方 律 公式 " 
Сү = yT' + ارم‎ (10.4.1-1) 


其 中 , a, у 均 为 常数 . 凡是 绝缘 体 , 均 有 + = 0; 金属 比热容 则 一 般 包 含 T 的 线性 项 . 故 认 
为 线性 项 代表 传导 电子 的 贡献 , 而 T° 项 代表 晶 格 振动 的 贡献 
10.4.2 晶体 比热容 的 Einstein 模型 


1907 年 , Einstein 提出 晶体 比热容 的 理论 模型 "是. 他 首先 假设 N 个 原子 组 成 的 晶体 
可 以 看 成 是 3N 个 独立 的 一 维 简 谐振 子 组 成 的 ; 这 些 振子 的 环境 相同 , 故 设 它们 的 振动 频 
ЗЕ v 也 相同 , 设 为 مر‎ 这 就 相当 于 式 (10.3-15) 中 的 简 正 振动 频率 的 分 布 函数 J (L) 为 


gir) = 3۷۵5 (и — tn) (10.4.2-1) 
于 是 将 此 代入 式 (10.3-17)—(10.3-19) 得 到 Einstein 晶体 体系 的 振动 Helmholtz 自由 能 、 内 
能 和 定 容 热 容 分 别 为 
Ель = Ezero + ات3‎ kpT ln (1 一 ют) (10.4.2-2) 
۱ 3N hro | 
Оль = Esse + ںےہ‎ (10.4.2-3) 
дь کر‎ hu \” elun/kaT 
Cy == ( ЭТ ү. سج‎ 320 kp 9 (emakat — 1)? (10.4.2-4) 
其 中 , 零点 能 pe 
_ ےچ‎ 3 = 
Е. = > zhi = S Nhw (10.4.2-5) 
" ! 
مم‎ = 0 (10.4.2-6) 
Ён 
称 为 Einstein 特 征 温度 , 则 Einstein ЖД {ЖЕ ЗАЯ 
з 62۱2۶ _ ٣ | 
Су = 3Nkp (5) وہ‎ (10.4.2-7) 


= 


应 用 L'Hospital 法 则 可 得 极限 lim — s شر نت رو‎ Су = 3Nkp, 与 


Dulong-Petit 定律 一 致 . 低温 下 , 总 的 看 来 ，Einstein 模型 在 经 典 统 计 力学 的 基础 上 引信 
量 于 效应 之 后 , 尽管 粗略 , 但 还 是 把 低温 时 比热容 随 温度 的 变化 机 理 相当 不 错 地 多 勒 出 来 
Т. 低温 低 到 特征 温度 Өк = hua/ka 以 下 时 , 振子 的 所 有 能 级 对 振子 不 是 非常 自由 地 开 
放 , 而 是 相当 多 数 振子 只 处 于 振动 的 低能 态 ， 于 是 内 蕴 的 能 量 也 减少 , 所 以 比热容 下 降 . 
换言之 , 低温 时 振子 不 能 充分 自由 地 进入 振动 的 高 能 态 ， 显然 , 不 考虑 量子 效应 是 无 法 理 
解 低温 时 候 的 比热容 行为 的 . 当然 , 低温 下 Einstein 模型 的 比热容 值 所 以 与 实验 值 还 有 出 
入 (图 10.4.2-1). 显然 是 因为 Einstein 模型 的 简 正 振动 分 布 函数 还 过 于 简单 (图 10.4.2-2). 
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„ Delye 
Dulong a ; úa ساءتا‎ HR 
о" — کا کا گا‎ 
Cyr رر لع [ہارے‎ = ЗРК 
INE *Си уш FIK 


Pb@,, = 88°K‏ ٭ 


1 E 0.8 l2 16 
TiBs 


[a) (b) 
图 10.4.21 晶体 比热容 的 Einstein 模型 、 Debye 模型 与 实验 值 回 


gie) 2") 


[ау W ib} Li 
图 10.4.22 $. 锂 的 Debye 频谱 (虚线 ) 与 实验 顿 谱 ( 实 线 , 拟 合 弹性 数据 ) 回 


10.4.3 ”晶体 比热容 的 Debye 模型 


Einstein 模型 的 晶体 , 其 中 , 简 正 振动 只 有 一 种 振动 频率 , 尽管 大 体 勾 勒 出 低温 下 晶 
体 比 热 容 随 温 度 变 化 的 立方 律 公式 , 但 是 与 实验 值 还 是 有 些 出 入 、 于 是 , 1912 年 Debye 
把 固体 当 作 连 续 弹 性 介质 , 改进 了 Einstein IS. 他 根据 各 向 同性 介质 中 存在 的 弹性 
波 的 频率 分 布 , 再 假定 晶体 的 简 正 振动 频率 分 布 函 数 g (v) 有 一 个 最 高 的 截止 频率 vp( 图 
10.4.2-2) 且 分 布 函数 为 
و‎ (u) = Ви? (10.4.3-1) 
其 中 , vp 称 为 Debye 频率 ; B 为 待定 常数 , 满足 式 (10.3-15) 的 条 忻 . 所 以 
= ^ L і" = 5 یچ‎ F = Û 
aN = | g (u) d | Bv’dv = В 
从 而 B= 于 是 Debye 模型 的 简 正 频率 分 布 函数 为 


g (u) = 9 ,a (10.4.3-2) 
MD 


将 式 [10.4.3-2) 分 别 代 入 式 (10.3-16), z (10.3-18) AIA (10.3-19) 得 到 Debye 模型 晶体 的 
In Qui, 内 能 和 定 客 热 容 为 


өм рю, _аһ 
ھا‎ Qub = ~A Eser — 73 | Їп )1 - e”) dv (10.4.3-3) 
D 0 
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Иль = Eero + ۲ سو‎ (10.4.3-4) 
Су = а r (аһу? i (10.4.3-5) 
令 7 
مو‎ = 72 (10.4.3-6) 
称 为 Debye 特征 温度 . 令 
r= کے‎ и = E3 = = (10.4.3-7) 


将 式 (10.4.3-3) 中 的 积分 变量 从 vw 改 为 z,v 从 0 一 vp В, z JA 0 — w Н dz = Ада, fE 
积分 变量 变换 , 再 分 部 积分 得 到 


tD 
In vib = ВЕ, 一 =Í In (1 一 e Phu) аг? 
ир Jo 
FT 
=—ЁЁео— s fim (1— e Bh) 到 | = ۱ rd In (1 = اس‎ 
D 0 


= IN" x3 
سے‎ — PEro — 3N In (1 —e J+ А چس‎ 


+ 


D (и) = 3 [ Бл -dz (10.4.3-8) 
称 为 Debye 函 数 . 故 
In уь = ВЕ, — 3N In (1 — e") + ND (u) (10.4.3-9) 
代入 式 (10.3-2), 得 到 Debye 模型 晶体 的 Helmholtz 自由 能 为 
F = -kaT In Quip = Ёш + 3NkgT'In (1 — e") - NkgTD (u) (10.4.3-10) 


接着 , 对 式 (10.4.3-4), 式 (10.4.3-5) 作 同 样 的 积分 变换 分 别 得 到 


内 能 
Uyib = Esera + 3N kBT D (u) (10.4.3-11) 
定 容 热 容 
_ 9№МЕв |" ez _ ЭМЕв 4 1 
Cr تچ‎ м3 [ (ех 1)? ТЕ | d (= k. 1) 
МЕ 4 |" 3 
__9 { т -[ dr а) 
ш ег – 1] Ü 0 ee 一 了 


再 应 用 L'Hospital 法 则 , 得 到 


Су = 3Nkp {ар (ш) - = а } (10.4.3-12) 
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现在 看 看 Debye 模型 在 低温 下 的 行为 . 因为 低温 下 近似 有 


ч 3 [+] qt лі 
dr 一 一 一 完 йт = — 
۱ ет ہے‎ [ ех — 1 15 


这 里 的 积分 利用 了 Riemann ЇЧ ¢ 函数 


(10.4.3-13) 


СС [p 8—1 | 
¢) = 5 | سے مل‎ (10.4.3-14) 
其 中 , Gamma Ё P (n + 1) = nl, п 为 整数 ; 77 T (4) = 3! = 6( 见 附录 D.2 5). 所 以 
л =m TN 
D (u) = Биз Ор (2) (10.4.3-15) 
于 是 Debye HATERA F کک‎ ia RER ERRAR A 
4 
Uip = Ezero + سے‎ = (10.4.3-16) 
和 
ll. T | 
Сл, = = xx F gı (10.4.3-17) 
式 (10.4.3-17) 称 为 Debye 的 低温 极限 公式 . 再 进一步 ， 
Cy aT Ë sa ۱ 
NER 一 5 کے‎ = ka (10.4.3-18) 
式 (10.4.3-18) 称 为 Debye 立 方 律 公式 , 与 实验 的 立方 律 公式 (MA (10.4.1-1)) 结果 非常 


讨论 

(1) 低温 下 , Einstein 模型 与 实验 值 不 符合 是 因为 把 晶体 看 成 是 单一 的 简 正 振动 频率 ， 
HET. 于 是 , Debye 把 固体 当 作 连续 弹性 介质 也 在 常理 之 中 , 所 以 就 可 以 套用 各 向 同 
性 连续 弹性 介质 中 弹性 波 的 频率 分 布 [ 见 式 (10.4.3-1)). 果然 , 结果 相当 不 错 【图 10.4.2- 
1(Ъ)). 

(2) 物理 模型 与 数学 模型 : 牛津 大 学 的 物理 学 家 D. Deutsch 认为 : 科学 的 价值 在 于 
理解 这 个 世界 , 而 不 在 于 知道 多 少 实验 事实 . 他 说 : “理解 并 不 取决 于 知道 许多 事实 , 而 是 
MAF ERPS. 正确 的 解释 和 正确 的 理论 . 一 个 相对 简单 而 有 一 般 性 的 理论 可 以 性 
羡 无 穷 多 的 难以 理解 的 事实 ...... 预言 事物 或 描述 事物 , 不 论 多 么 准确 , 也 和 理解 不 是 
一 回 事 . "01 

从 晶体 比热容 理论 看 到 , 唯 象 的 立方 律 公 式 ( 见 式 (10.4.1-1)) 也 可 以 “预见 ”低温 下 
的 晶体 比热容 , 单单 从 数值 的 精确 度 来 说 , 还 要 比 Einstein 的 谐振 子 模型 好 一 些 . 但 是 从 
“理解 ”的 深度 来 看 , Einstein 模型 远 胜 过 唯 象 的 立方 律 公 式 . Einstein 理论 揭示 了 晶 格 振 
动 蕾 能 的 本 质 , 使 得 人 们 掌握 理解 晶体 比热容 的 物理 实在 . 5 年 之 后 发 展 为 更 准确 、 更 完 
راغ کے‎ Debye 模型 . 如 果 仅 仅 为 了 数值 上 的 准确 度 , 无 论 怎么 改进 立方 律 公式 的 唯 象 准 确 
度 , 也 对 比热容 本 质 的 理解 无 济 于 事 . 问题 的 症结 在 于 : 唯 象 的 立方 律 公式 仅仅 是 一 个 教 
学 模型 , 而 Einstein 谐振 子 模型 却 是 物理 模型 . 科学 的 价值 在 于 理解 , 只 有 物理 模型 才能 
通 向 正确 的 理解 . 正确 理解 就 能 准确 预言 , SRU “准确 ”的 预言 (如 立方 律 公 式 ) 无 法 导致 
正确 的 理解 . 
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10.4.4 Grüneisen کر‎ 11-12 


根据 Debye 模型 , 可 以 进一步 得 到 固体 的 状态 方程 : 从 Debye 模型 晶体 的 Helmholtz 
自由 能 ( 见 式 (10.4.3-10)) 求 得 压力 


OF ربق ا‎ _ 8 (u) f ди 
EN as TER -3NkgT zz Ук, ы шы 44- 
Р (7). dV 8 (a) t ویش نت‎ y (97). а 


右边 第 一 项 中 的 零点 能 不 是 温度 的 函数 , а А =. 再 根据 定 积分 的 微分 公式 【 见 附 
RA (D.2-24)) 和 Debye 函数 的 定义 (MF (10.4.3-8)) 可 以 得 到 


)10.4.4-2( زیر وت نے پگے۔ ہے پا نٹ 


代入 式 (10.4.4-1) 得 到 


ёи‏ اور 3۷ وج7[ 
10.4.4-3 کت | ааа НЫШ‏ کے кес...‏ ہے 
Р dV ж. (97), (‏ 
ZE (10.4.3-11), 故 压 力 及 可 写 为‏ 
f Bu‏ 1 ۰ء 
سپ p= dV 7 (8), (Uyib‏ 
(Uyib = Ezero) (10.4.4-4)‏ تی ee Уз‏ — 
和 wp 只 与 体积 V 有 关 , 故 第 二 项 应 为 全 导数 .‏ کت 其 中 , Е,‏ 
已 知 恒 压 体 脱 胀 系数 a 和 恒温 压缩 系数 i; 的 定义 分 别 为‏ 
RE = (эт) (10.4.4-5)‏ 
p‏ 
к= 下 (=) (10.4.4-6)‏ 
T‏ 
ХМ 77 p = p (T, V) 可 知 恒 有‏ 
ар = [се dT + ea dV (10.4.4-7)‏ 
T hs ba РЕ Ж ИЛНЕ Н —1 规则 ( 见 附录 式 (D.1.2-2)) 得 到‏ 
др\ __({(др\ (OV) а‏ 
دو СЕ ЭА ۲ к‏ 


注意 到 压力 表达 式 میں‎ (10.4.4-4)) 中 的 ےھ‎ E 和 ww 与 温度 无 关 , 所 以 


а_ _Єдр\ _ _! dm (9(Uvib = Ezero) = لے‎ Фр, _ пир Cv 
y ӘТ 0 ma dmv YV 


vn dV 
(10.4.4-9) 
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根据 Debye 模型 , 可 以 进一步 得 到 固体 的 状态 方程 : 从 Debye 模型 晶体 的 Helmholtz 
自由 能 ( 见 式 (10.4.3-10)) 求 得 压力 


AF dÊ ero ди Әр (u) f رق‎ 
=- (55) سے‎ NT ۷ = Ad- 
n (әу). dV Р (9р), + و‎ gy (97). 09 


右边 第 一 项 中 的 零点 能 不 是 温度 的 函数 , K E pak. 再 根据 定 积分 的 微分 公式 【 见 附 
RA (D.2-24)) 和 Debye 函数 的 定义 (MA (10.4.3-8)) 可 以 得 到 


- — D (u) (10.4.4-2) 


RAIL (10.4.4-1) 得 到 


p=- шеш - سی‎ (u) (97), (10.4.4-3) 
又 因为 式 (10.4.3-11), 故 压力 又 可 写 为 
абы 1 f ou 
p= dV Е (8), [Uyib 0سب‎ 
аго l d 
— dv (Uyib 一 Ezero) (10.4.4-4) 
其 中 , Бо, ےت‎ 和 vp 只 与 体积 V AR, 故 第 二 项 应 为 全 导数 . 
CE EREBEK EN a 和 恒温 压缩 系数 к 的 定义 分 别 为 
_ 1 уду 
1 (әу 
ХМ р = p (T, V) 175 
_ [др Өр 
dp = (г) i dT + 62 dV )10.4.4-7( 
پا ا‎ З ВА СО НЧЕ -1 规则 ({ 见 附录 式 (D.1.2-2)) 得 到 
Әр _ _ OP ƏVY a 
کا‎ (97), (82), = к ыр 


аны 和 ہہ‎ 与 温度 无 美 , 所 以 


注意 到 压力 表达 式 ( 见 式 (10.4.4-4)) 中 的 Ezero, 


«__{9Р\ _ _ 1 dem (2100 – (ەسظ‎ ١ _ _ 1 dep <, __ЧшъСу 
ӘТ) арау ӘТ v ЧИ Ау V 
(10.4.4-9) 


10.5 ”自由 电子 气 模型 ‚257. 


Ы 11 
_ Фі š 
了 三 ШУ (10.4.4-10) 
称 为 晶体 的 Griineisen 系 数 . 于 是 得 到 如 下 的 Griineisen 定 律 : 
(Y E 
бү = = (10.4.4-11) 


- 般 情 况 下 , 晶体 的 压缩 系数 к 随 温度 变化 其 微 , 而 Grüneisen 系数 у ЖАН А {ЖАН 
V 的 函数 . 可 网 Grüneisen 定律 表明 : Debye 模型 晶体 的 a Су ALF Sal S. 


10.5 ”自由 电子 气 模型 


10.5.1 国体 的 自由 电子 气 模型 


国体 的 自由 电子 气 模型 又 称 Thomas-Fermi 模型 , 是 在 量子 力学 理论 出 现 的 1927 年 
H L. Н. Thomas Al E. Fermi 独立 创造 的 na4, 它 是 现代 电子 密度 泛 函 理论 的 前 身 . 现在 
学 习 它 对 于 理解 密度 活 函 理论 具有 重要 意义 . 固体 的 自由 电子 气 模型 又 是 理解 金属 材料 
导电 性 的 理论 . 

(1) 因为 材料 中 电子 是 处 于 大 量 苟 有 正 电荷 的 原子 核 周围 运动 的 . 如 果 原 子 核 对 电子 
的 势 场 起 优 相 当 平 稳 , 如 金属 中 的 情况 .于 是 可 以 设想 金属 固体 中 的 电子 在 整个 材料 的 
体积 中 狐 如 “气体 ”一样 自由 运动 . 故 称 自 由 电子 气 或 均匀 电子 气 . 理论 分 析 就 从 此 开始 . 

考虑 在 体积 V 内 的 N 个 电子 为 自由 质点 .根据 经 典 统计 力学 ,该 固 体 中 动量 为 
р р+ар 的 电子 的 量子 状态 数目 D (р) ар 等 于 相 体积 除 以 АЗ, 这 里 h % Planck 常量 ， 


即 
1 2 x اتل“‎ „ 
Dp) dp = 3 dq p“dpsin Вабаф = “з Р dp (10.5.1-1) 
w 
P: 

一 个 电子 的 能 量 e = P m 为 电子 质量 . 所 以 

211 тє) 
de = ар 或 dp = ےن‎ = ——de. 读 固 体 中 

m p 2706 


动量 处 于 р — p + dp 的 电子 数目 也 就 是 对 应 的 
能 量 处 于 = 一 E 十 是 的 电子 状态 数目 D (z) de, A TF 4 
即 


32د 


D (p) dp = D (e) de = = V2rmede 图 10.5.1-1 Fermi-Dirac 分 布 函 数 nis) 和 
(10.5.1-2) Fermi 能 量 =F 
(2) Fermi-Dirac 分 布 . 设 n(c) AREA £ 
处 的 电子 状态 被 电子 占有 的 概率 , 即 Fermi-Dirac 分 布 函数 (图 10.5.1-1): 


7 1 
п (e) зы 1 + el دوج ۔‎ ( 大 于 本 


其 中 , ہے‎ 称 为 Fermi 能 量 , 是 指 一 个 电子 处 于 Fermi 能 级 的 能 量 . 金属 钢 的 ےی‎ x 10718 
J=6.88 eV. 相当 于 钢 的 Fermi 温度 Тр = к/Ёв = 8.1 x 103 K. WE T HT OK 时 , Fermi- 
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Dirac АЕА 08Р 1 减 阶 路 函数 ([ 见 附录 式 (G.2.1-1)) 
lim n (6) = 1 - -ع)‎ er) (10.5.1-4) 


Fermi 能 量 实际 上 反映 了 自 旋 半 奇数 粒子 的 量子 状态 的 填充 规律 . 电子 自 旋 1/2, 这 个 规 
律 就 是 Pauli 不 相 容 原理 , 致使 电子 的 一 个 空间 状态 最 多 被 两 个 电子 占有 且 其 自 旋 必定 
HE. 也 就 是 Fermi 子 的 空间 状态 是 二 重 简 并 的 , ВП g = 2. 

(3) 电子 数 , 电子 密度 ; 该 固体 体系 的 电子 数 为 


N = af de D (=) п (=) (10.5.1-5) 


体系 的 电子 总 能 量 | 
Ë = |. de £D (=) п (=) (10.5.1-6) 


将 态 密度 D (=) 和 Fermi-Dirac 分 布 函数 n(e) 和 代入 得 到 电子 数 为 
лут 1 
М = К ds Е ЕЗ ame {rer} 
温度 OK 情况 下 , 采用 式 (105.1-4) 得 到 


“к Алт V سوا‎ 217 ‪١ 
N~g| de کش‎ Vame = 一 سے‎ (от افا‎ de ۵ = 2279 ر‎ 22/2 


ЕП 
N = 1219 (2тер)З/2 (10.5.1-7) 
具有 Fermi ВЕШ єк 的 电子 , 其 动量 的 模 рь KA Fermi 动 量 , 即 
2 
ep = = (10.5.1-8) 
所 以 电子 数 为 و‎ 
= کین‎ p (10.5.1-9) 


电子 密度 p = 14 所 以 金属 电子 气 的 密度 为 


47 
й= PF (10.5.1-10) 
即 
3 3 173 
pr = ( = ) (10.5.1-11) 


根据 式 pê i شع‎ Ve 
(105.1-11), e = ЁЁ = لہ‎ ( = ) , 再 整理 得 到 Fermi 能 量 与 均匀 电子 气 密 
度 的 关系 


6л? 2/3 p2 2/3 
pe (=) 2. (10.5.1-12) 
ў 2m 
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从 式 (10.5.1-6) 可 求 算 温 度 OK 时 体系 的 电子 总 能 量 


280) EF EF 4 EW 2 
7 اوہ‎ de £D (e) п (=) = o| de ED (е) = de £ | کی‎ vame} 
lo 0 0 | 


217 ya [EF 090 3/22 5 
= EE این‎ de 3/2 — EE m)” zêr 


考虑 到 式 (105.1-7), 最 后 得 到 体系 的 电子 总 能 量 
Е = = Мер (10.5.1-13) 


(4) 均匀 电子 气 的 压强 р: 现在 进一步 求 算 均匀 电子 气 的 压强 р. 当 同 样 总 数 的 电子 
受到 压缩 , 则 因为 式 (10.5.1-12) 可 见 电子 密度 p 增 大 导致 Fermi 能 量 sp 的 增 大 , 然后 使 
得 体系 总 能 量 E 提高 ( 式 (10.5.1-13)). 所 以 需要 外 部 加 入 能 量 . 这 样 从 热力 学 关系 , 该 均 
名 电子 气 的 压强 p 可 以 如 下 求 得 : 


EA (= |‏ وت نے SN (E‏ = کے 
ду fa 5 OVW 9 Fm‏ 5 آر ƏV‏ 


ap Өр‏ خر ادج کر 


El 


5 g 2m др ƏV 
(上 面 第 三 步 演绎 的 根据 是 式 (10.5.1-12).) 再 根据 电子 密度 ےم‎ X, 故 ЭР = 一 六 最 后 
整理 得 到 均匀 电子 气 的 压强 ç 
= (Z) № ps (10.5.1-14) 
اور می‎ Sm تی‎ zv 
ш 2 
р = مرچج-‎ (10.5.1-15) 


5 
这 时 温度 ок, 可 见 自由 电子 气 的 压强 不 是 来 自 于 粒子 的 热 运动 , 而 是 来 自 粒 子 室 间 状态 
的 简 并 性 质 , 故 称 简 井 压 . 


10.5.2 ”金属 材料 的 压缩 系数 к 


当 材料 受到 外 部 压力 时 , 增加 单位 外 压力 dp 会 造成 材料 体积 的 相对 缩小 - 9, 所 
以 定义 压缩 系数 为 те 
к= ہے‎ (>) )10.5.2-1( 
体 弹性 模 量 定义 为 


= (10.5.2-2) 


K 

尽管 各 种 金属 的 硬度 可 以 相差 很 大 , 可 是 从 表 10.5.2-1 可 见 它们 的 弹性 格 量 Ко 
不 多 在 同一 数量 级 1019 Pa, 约 10° atm. 从 量子 理论 来 看 , 原子 中 外 层 电 子 占 了 材料 的 绝 
大 部 分 体积 , 各 种 材料 抵抗 压缩 的 能 力 其 基本 原因 就 在 于 原子 外 层 电 子 的 Fermi 简 并 讨 . 


nN А2 үү 5/3 
从 式 (10.5.1-14) 知道 自由 电子 模型 的 电子 气压 强 为 p= (95) ы? а) | 


Sm V 


ш (P) = X 或 了 = маро. 将 后 者 代入 式 (10.5.2-1), 得 到 压缩 系数 
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3 ; 
K = 5р (10.5.2-3] 
و ال‎ E и 
К = 5 (10.5.2-4) 
表 10.5.2-1 若干 种 金属 的 体 弹 性 模 量 K 的 实验 值 
ET Li Na K Al Fe du Ag Au 
K /]1010( Ра 1.21 083 0.40 T8 16.7 16.1 10.4 16.9 
金属 中 电子 简 并 压 的 估算 如 下 : 
(1) 定义 Fermi 温度 
— EF سے‎ 
Be = 5 (10.5.2-5) 
УЧР IRAE (ЗА)? =07-10790 шэ, FE, 1 ma 体积 内 的 原子 数 = -55 = 
3.7.1028. 老 每 个 原子 提供 一 个 电子 作为 “自由 电子 ", 所 以 p = 3.7. 10283. 再 根据 式 
ч 2/3 و سے‎ 
(10.5.1-12) 进一步 得 到 Fermi 温度 Өр = (=) н = 28 1071: 可 见 室温 情况 下 


金属 的 自由 电子 可 以 看 成 温度 近 于 0 K 的 情况 来 处 理 . 
(2) 根据 式 (10.5.1-15), 简 并 压强 


р= epp = zk رق‎ = 9.8 х 102 وط‎ == 10° atm 
继而 К = 2p = 1019 Pa, 此 估算 与 表 10.5.2-1 中 的 体 弹性 模 量 实验 值 的 数量 级 一 致 综 上 
所 述 ,金属 烤 料 力学 性 质 在 本 质 上 是 由 金属 内 自由 电子 作为 Fermi 子 气体 的 简 并 作用 适 
成 的 . 


10.6 晶体 结构 的 建 横 


这 里 讨论 有 机 化 合 物 晶 体 结构 的 模拟 593. 目的 是 如 何在 仅仅 已 知 该 化 合 物 结构 式 的 
前 提 下 , 用 理论 方法 模拟 、 预计 出 该 化 合 物 在 热力 学 和 动力 学 意义 上 允许 存在 的 晶体 结 
ËJ (包括 晶 格 参数 、 空间 群 及 原子 位 置 ). 

为 此 就 需要 知道 不 同 晶 型 在 不 同 温 度 时 的 自由 能 , 还 有 分 子 不 同 构象 的 变化 及 其 动 
力学 因素 (晶体 的 成 核 、 成 长 过 程 , 与 温度 、 溶 剂 种 类 、 杂 质 的 影响 等 )， 正 因为 晶体 结构 
与 结晶 条 件 有 关 , 有 可 能 长 期 “冻结 ”在 亚 稳 状 态 , 出 现 多 种 空间 群 结构 的 晶体 , 称 为 多 
晶 型 (polymorph) MMS. 目前 这 方面 还 有 很 多 问题 不 清楚 . 虽然 有 人 提出 几 个 气相 或 焰 
融 体 中 生长 晶体 的 模型 , 但 是 还 是 无 法 讨论 分 子 水 平 上 的 晶体 模拟 ， 所 以 尽管 自由 能 还 
是 模拟 考虑 的 最 后 依据 , 但 是 不 能 够 简单 地 用 自由 能 最 低 为 判 据 来 模拟 得 到 实际 出 现 的 
и ЖЕГИ. 

нй & Н HEH HE БИЛЕП. 这 是 一 个 相当 复杂 的 课题 . 原则 上 可 以 通过 晶体 
简 正 振动 分 析 , 得 到 其 声 子 谱 , ЖЕТИГИ ДЕЗИН. 


10.5 晶体 结构 的 建 模 ‚261. 


无 论 哪 种 晶体 模拟 方法 , 都 需要 计算 晶体 的 势能 . 因为 对 于 目前 水 平 的 计算 机 来 说 计 
算 量 太 大 , 所 以 目前 一 般 还 不 能 采用 第 一 原理 的 方法 计算 晶体 势能 , 而 是 采用 力 场 方法 . 
从 势能 计算 出 品格 能 , 由 此 得 到 相 变 的 焙 值 . 在 温度 不 高 的 条 件 下 忽略 TS 项 , 而 用 内 能 
U 代替 自由 能 G 作为 晶体 稳定 性 的 判 据 . 不 计 TS 项 一 般 只 会 影响 到 能 量 最 低 的 那 几 种 
结构 的 稳定 性 的 相对 议 序 . 所 以 在 各 种 晶 型 精 变 相近 的 情况 下 , 晶 型 之 间 的 相对 稳定 性 就 
可 以 用 摩尔 升华 焙 Ане 来 近似 判定 . 不 过 这 样 的 计算 不 能 处 理 温 度 对 烩 变 、 ЖАР 
响 . 尽管 如 此 , 这 是 一 个 应 用 甚 广 的 方法 , 它 避 人 免 了 计算 粹 的 繁重 任务 . 

建 横 稳 定 晶体 的 结构 至 今 十 几 年 来 还 是 学 术 前 褒 尚 未 完全 解决 的 老 问题 . 困难 在 于 
晶体 的 势能 面 上 的 局 部 极 小 点 数目 极 大 , 所 以 极 难 找到 它 的 全 局 极 小 点 .局 部 极 小 点 的 总 
数 随 着 体系 自由 度 增 大 而 大 致 呈 指数 升 商 . 其 实 , 生命 科学 的 热门 一 一 得 白质 的 模拟 包括 
结构 模拟 和 折 双 模拟, 其 困难 之 处 也 在 这 里 . 在 结构 模拟 的 问题 上 , 晶体 模拟 与 蛋白 质 模 

这 里 介绍 晶体 模拟 中 的 升华 炊 方 法 、 变温 Моше Carlo 方法 和 扩散 方程 法 . 


10.6.1 HERP 


如 上 所 述 , EEF زا ات کل‎ НЕ 0 F, 晶 型 之 间 的 相对 稳定 性 就 可 以 用 标准 摩尔 
HER AH, 来 判定 , 升华 始 为 固态 晶体 到 气态 的 焙 变 . 设 标准 状态 下 (298.15K, 1 айп) 
始 态 分 子 晶 体 As) 和 终 态 气体 419) 的 摩尔 烙 分 别 为 Н° (s) 和 H° (g). 故 标准 摩尔 升华 
Rh 2 

АН = H° (g) — H° (ғ) (10.6.1-1) 


йй ЕЙ БИШКЕК E خلت‎ (Ан; (X) 或 AH? (g)) 的 定义 是 在 标准 状态 下 由 稳定 的 音 
质 反应 生成 该 化 合 物 固态 晶体 或 气态 的 反应 烩 变 . ARRERA, 所 以 


АН = AH} (9) = AHF (в) (10.6.1-2) 

式 (10.6.1-1) PHASE E, TAERE EPH] pV 可 以 略 计 , 故 品 体 的 摩 
RR 

Н° (в) یہد‎ U = Ultra (X) + U (X) + TR (X) + TH” (X) (10.6.1-3) 


其 中 , Uta ( X) 为 晶体 中 单个 分 子 内 的 势能 , Ue (X) 为 晶体 中 分 子 间 的 势能 , Тонга (X) 
为 晶体 中 单个 分 子 内 的 振动 动能 ,Tatte (X) 为 晶体 中 分 子 质心 之 间 相 对 的 振动 动能 . 这 
里 均 省 略 摩 尔 标准 状态 的 记号 “""”. 

式 (10.6.1-1) 中 终 态 气体 的 摩尔 烩 为 


Н° (g) = U + pV = {U™™® 十 Tub + Tra + Te) +pV (10.6.1-4) 


其 中 , лт» 为 单个 气态 分 子 内 的 势能 , Tu, 为 气态 单个 分 子 内 的 振动 动能 , To 为 气态 
分 子 整体 绕 其 质心 的 转动 动能 ,Ti 为 气态 分 子 质 心 的 平 动 动能 . 将 气态 作 理 想 气体 处 理 
pV = RT. 根据 能 量 均 分 定理 ہے7‎ = Te = 3717/2. 所 以 


Н° (9) = U + Tyn + 7" (10.6.1-5) 


. 962 . 第 10 章 HEH El 


再 采用 如 下 3 MM: @ 气相 和 晶体 中 单个 分 子 内 的 势能 近似 相等 ,Trintra = ітар дс), 
(2) 气相 和 晶体 中 单个 分 子 内 的 振动 动能 近似 相等 , Tn, = سر‎ (xX); برق‎ 根据 Dulong_Petit 
定律 晶体 的 谐振 子 模型 Titer (X) = 3RT. 将 式 (10.6.1-3), 式 (10.6.1-5) 代入 式 (10.6.1-1), 
且 再 考虑 到 晶体 中 分 子 间 的 势能 ТЛ (x) 其 实 就 是 摩尔 晶 格 能 AU, PT EL ЖЕЛКЕ HERE 


АН? = RT — Аль (10.6.1-6) 


摩尔 晶 格 能 可 以 从 晶体 的 分 子 模拟 得 到 ， 以 上 方法 是 A. T. Hagler 等 提出 的 Bal. 对 于 同 
一 个 化 合 物 可 以 在 它 可 能 出 现 的 许多 种 晶 型 中 , 通过 模拟 从 蝇 格 能 求 得 每 一 种 晶 型 的 升 
FER. REPKE. 4F 5933483 00 Wan, F, TIARA а] — чИ 
[РЇЇ ЛИ > [НИНА АРЕ. را ضاطل‎ 98 AHS, 最 高 的 晶 型 , 认为 它 就 是 实际 存 
在 的 那 种 晶 型 

讨论 

(1) 升华 烧 方法 模拟 晶体 结构 的 前 提 是 各 种 晶 型 的 灶 变 要 比较 接近 . 

(2) 升华 烙 方法 虽然 实用 、 不 太 复杂 , 但 是 它 的 缺点 在 于 ; 

(i) 这 种 方法 的 成 功 与 否 取决 于 在 势能 面 上 的 搜索 是 否 充分 . 这 方面 可 以 用 限定 空间 
群 种 类 来 补救 . 因为 有 机 化 合 物 构成 的 晶体 , 其 空间 群 的 种 类 不 是 太 多 的 . 在 全 部 230 种 
空间 群 中 , 表 10.6.1-1 中 列 出 的 17 种 空间 群 的 有 机 晶体 个 数 占 到 有 机 晶体 总 数 的 89.8%, 
而 其 中 前 6 种 空间 群 就 已 经 占 到 78.8%. 所 以 模拟 时 可 以 把 空间 群 限定 在 几 种 可 能 性 
E. 此 外 , 单个 分 子 的 对 称 性 与 由 它 形成 的 晶体 的 室 间 群 之 间 是 有 一 定 关系 的 , 所 以 模拟 
的 自由 度 还 可 以 降低 一 些 0a. 但 是 即便 如 此 , 模拟 的 自由 度 还 是 够 大 的 , 包括 晶 胞 参数 、 
分 子 在 晶 格 中 的 位 置 和 取向 以 及 分 子 内 的 构象 复杂 性 . 


表 10.6.1-1 “有 机 晶体 中 各 种 空间 群 晶体 占有 机 晶体 总 数 的 比例 


比例 /% 空间 群 к/к‏ اع 
0.8 ر۶2 35.9 рау ус‏ 

PI 13.7 P23 / m 0.8 

Ca / m 0.6‏ 11.6 2121 ر22( 

06 ۶2 6.7 ر2 

Ca je 6.6 P2/e 05 

Pbca 4.3 


(п) 升华 焙 方 法 求 章 蛋 结 构 对 力 场 方法 在 分 子 间 相 互 作 用 计算 上 的 精度 要 求 过 高 . 同 
一 个 化 合 物 的 不 同 种 唱 型 之 间 能 量 相差 一 般 仅 几 个 kJ. mol". 所 以 对 计算 所 采用 的 力 场 
要 求 相 当 高 , 尤其 是 计算 分 子 间 相互 作用 的 精度 上 ， 因 为 力 场 方法 通常 都 是 在 单个 分 子 
的 计算 基础 上 建立 的 . 当 用 它 来 作 唱 体 结 构 模 拟 时 , 在 晶体 内 分 子 间 相 互 作 用 比较 明显 
的 场合 , 就 会 出 现 较 大 的 能 量 计算 偏差 . 

(ii) 由 于 分 子 内 与 分 子 间 相互 作用 实际 上 是 有 差别 的 , 而 力 场 方法 在 计算 这 些 作用 
能 上 是 不 加 区 分 的 . 而 且 力 场 方法 本 身 都 是 采取 不 同 作用 的 能 量 贡 献 项 的 简单 加 和 得 到 
总 能 量 的 做 法 , 使 得 当 模 拟 和 柔性 分 子 构成 的 晶体 时 , 就 会 得 出 较 大 的 能 量 计算 偏差. 

但 是 碰巧 的 是 , 尽管 得 到 正确 的 晶体 结构 非常 难 , 可 是 用 晶 格 能 来 计算 升华 始 的 方法 ， 
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(3) 在 考虑 生成 哪 种 晶 型 时 , 如 果 有 和 氧 键 生成 , 那么 化 学 直观 有 助 于 判断 正确 的 晶 型 . 
如 果 立 体位 阻 、 静电 相互 作用 等 因素 混杂 在 一 起 时 , 那么 只 能 拿 能 量 的 计算 来 判断 生成 
哪 种 晶 型 , 尽管 这 是 有 问题 的 . 


10.6.2 变温 Monte Carlo 方法 


Monte Carlo 方法 在 高 的 温度 下 可 以 在 较 大 范围 内 搜索 相 空 间 , 当然 随 之 搜索 相应 就 
变 得 粗粮 些 . 为 了 兼顾 搜索 的 范围 和 仔细 程度 , 于 是 就 设计 了 变温 Monte Carlo 方法 [图 
10.6.2-1). 概要 如 下 : 


dei AA m Ж 
| Са, рі, T= Tra; Fell 


ل 


EERE EMRE 


Lamy (0) 
图 10.6.2-1 FF MEE HEE Monte Carlo 方法 
先是 升温 (а), AEREE (b). EF НЕН Metropolia ЭЧ ЕТ 


0 1100000 Z000 0ا3‎ DO DOM 01 (I ПНЕ) 20001 ИЕН! AMO EL ٣ 
步 数 5% 
(а) 接受 比 (b) 温度 


图 10.6.2-2 变温 Monte Carlo 方法 中 的 新 状态 接受 比 和 裔 诬 
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步骤 1 变温 Monte Carlo 方法 : 对 于 在 设 定 空间 群 下 某 个 化 合 物 的 晶体 做 Monte 
Carlo 方法 (具体 细节 见 图 10.6.2-1). 先 升 温 , 后 降温 (图 10.6.2-2), 其 中 , kma 为 模拟 步 
数 设 定 的 上 限 . N 为 Monte Carlo 中 连续 通过 Metropolis 判 据 而 被 接受 新 状态 的 个 数 , 连 
续 超 过 Nmax 次 即 停止 升温 过 程 , 进入 降温 过 程 . T... 和 Tan 分 别 为 设 定 的 温度 上 F 
限 值 (如 6000K 和 зоок). T, ЖП T. 分 别 为 升温 和 降温 过 程 的 速率 参数 . F 是 为 降温 过 程 
设 定 的 移动 参数 ， Fan 为 其 下 限 . 若 新 状态 不 被 接受 , 则 调 低 相 空 间 的 移动 参数 F. 若 新 
状态 被 接受 , 则 调 高 参数 К. 在 降温 过 程 中 取样 , 产生 几 千 个 晶体 结构 , 其 中 的 晶体 结构 
并 非 全 部 不 同 , 有 很 多 相同 或 相似 的 结构 . 

步骤 2 ЖКТ: 将 步骤 1 中 产生 的 所 有 晶体 结构 作 聚 类 分 析 , 按照 晶 胞 参数 、 分 
子 在 品 体 中 位 置 和 取向 的 差异 分 类 . 经 过 这 一 步 , 儿 千 个 晶体 结构 被 归 为 大 约 几 百 类 . 

步骤 3 晶体 结构 优化 : 将 步骤 2 中 得 到 的 每 一 类 结构 中 能 量 最 低 者 取出 , 作 唱 体 结 
构 能 量 的 几何 优化 . 能量 优化 以 后 许 名 晶体 结构 会 优化 到 势能 面 上 的 同一 个 极 小 点 . 为 
了 确定 晶体 结构 的 唯一 性 , 需要 对 所 有 这 几 百 个 晶体 结构 再 次 分 类 . 

步骤 л 聚 类 分 析 : 对 步 村 3 优化 后 的 几 百 个 晶体 结构 作 座 类 分 析 , 分 类 的 标准 与 步 
骤 2 中 的 相同 . 分 类 后 得 到 为 数 更 少 的 晶体 结构 . 

经 过 以 上 4 个 步骤 产生 的 晶体 结构 , 按照 能 量 从 小 到 大 排序 . 能 量 最 低 的 几 个 就 认为 
是 分 子 唱 体 处 于 该 空间 群 之 下 最 可 能 存在 的 几 种 结构 . 


10.6.3 ”扩散 方程 法 


扩散 方程 法 (diffusion equation method, DEM) 的 基本 思想 是 09-24: 通过 “扩散 " 使 
势能 超 曲 面 U (q) 平滑 化 , 平滑 化 后 的 超 曲 面 U (g) 上 尚 能 残留 的 极 小 点 位 置 实际 上 就 
对 应 者 原来 势能 面 上 又 竣 又 宽 的 盆地 的 极 小 点 位 置 , 找 出 U (q') 上 的 极 小 点 就 得 到 原来 
势能 面 U (q) 上 主要 的 局 部 极 小 点 . 这 个 "扩散 ”是 一 种 假想 过 程 . 

回顾 真实 的 扩散 过 程 : 第 8 章 中 说 到 扩散 实验 给 出 了 两 条 等 价 的 唯 象 规律 , Fick 第 
一 和 第 二 定律 , 其 中 , Fick 第 二 定律 ( 见 式 (8.1.3-3)) 为 

Seiri) = DV2p(r.?) (10.6.3-1) 
HP, pirt) AREE, D 为 扩散 系数 . Fick 第 二 定律 表示 溶液 中 任意 位 置 处 溶质 数 密 讼 
随时 间 的 增 速 正比 于 数 密度 的 散 度 , 比例 系数 就 是 扩散 系数 D. 

现在 回 到 晶体 结构 的 势能 面试 把 势能 面 U (q) 设想 为 位 形 空 间 中 的 “初始 浓度 * 
plq,t =0). 复杂 体系 (MME. AHY) 的 势能 面 U (q) ERRAK, 相当 于 浓度 分 布 
p(q,t = 0) 非常 不 均 习 , 犹如 刚 从 乌贼 嘴 里 喷 出 的 墨 液 , 由 为 数 极 大 的 . 浓度 不 一 的 墨 点 
构成 . 假定 明 液 从 乌贼 嘴 里 喷 出 之 后 的 空间 分 布 就 固定 了 , 没有 后 继 的 流动 运动 . 目的 是 
要 求 得 最 浓 的 那儿 个 墨 点 的 位 置 , 并 不 关心 所 有 黑 点 的 位 置 . 

设想 这 样 没 有 流动 .、 上 只 有 扩散 运动 的 黑 液 经 过 一 段 时 间 的 扩散 , 黑 点 的 个 数 少 了 , 黑 
液 的 浓度 的 分 布 变 得 平滑 化 了 . 但 是 无 论 如 何 , 平滑 化 后 的 浓度 分 布 pig,t 半 0 中 残留 
几 个 墨 点 的 极 值 位 置 必定 对 应 于 原来 (t = 0 Bj) 墨 液 里 最 浓 的 几 个 墨 点 的 极 值 位 置 . 所 
以 , 令 势 能 面 U (q) = U (qt = 0), 势能 面 的 平滑 化 相当 于 如 下 的 “扩散 ” 过程: 


BU (q,t | 
Pat) = ۳2] (q, t) (10.6.3-2) 
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不 失 有 效 性 , 这 里 可 以 假定 D = 1， 经 过 一 段 时 间 的 “扩散 ”就 得 到 平滑 化 后 的 势能 面 
7 (9,1). 在 数学 上 相当 于 求 式 [10.6.3-2) 的 解 , 可 以 积分 得 到 


U (q,1) = (ма) — f U (q')e ад (10.6.3-3) 


这 就 是 平滑 化 过 程 . 

关羽 于 8.1.3 小 节 用 Fourier 变换 求 扩散 方程 [8.1.3-6a) 的 解法 , 就 可 以 从 式 (10.6.3-2) 
演绎 得 到 式 (10.6.3-3}， 所 不 同 的 地 方 有 两 处 : 一 是 初始 条 件 的 不 同 . 那 时 的 初始 浓度 分 
布 是 一 个 Dirac б 函数 , ó (r — ro); 现在 的 初始 条 件 是 势能 面 U (q) = U (ер, 0). 二 是 空间 
维 数 的 不 同 . 那 时 是 三 维 室 间 ; 现在 是 3N 锥 的 位 形 空 间 . 读者 不 难 参 照 8.1.3 小 节 逐 步 
演绎 下 来 . 以 下 简要 列 出 演绎 过 程 : 

(1) 三 维 Fourier 变换 及 其 逆 变 换 见 附录 I 的 式 (L3- la) AA (1.3-3а). 现在 推广 到 
3N HEH) Fourier 变换 . 设 U (k t) 是 对 浓度 U (9, 7) 的 位 置 变量 q fE 3N H Fourier 变换 


的 结果 , BD 


Û (k,t) = (2) | ۴۰91ء ول‎ (q, t) (10.6.3-4) 
г 2д Г. 


它 的 道 变换 为 
U (q,t) = (5) 2 dke (Е, t) )10.6.3-5( 
HP, k A بک‎ ЛЕШ g 对 应 的 3N 维 像 空 间 变 量 . 
(2) 对 扩散 方程 ( 见 式 (10.6.3-2)) 两 边 作 3N 维 Fourier 变换 , 得 到 


Zo (k, t) = —К207 (k, t) (10.6.3-6) 


接着 对 时 间 积 分 得 到 


Ü (kt) = Û (k,0)e** = (去 ) | dget taU (4,0) (10.6.3-7) 


(3) 起 始 条 件 U (q,0) 的 3N SË Fourier 变换 为 


2 32 
Û (k,0) = F [U (q,0)| = (去 ) | ее st (gq, 0) (10.6.3-8) 
Г Г. 


(4) 对 式 (10.6.3-7) fE 3N ٤۴ Fourier 道 变换 , 得 到 平滑 化 后 的 势能 面 


U (4,0) = ۶۱ [Ü (k,t)] = تا‎ dq U ( no | dke 9 10.6.3.9) 
2 У а Г, а лі Ал 


(5) 作 积 分 变量 的 变换 


q - و‎ 


К =k+i T 


(10.6.3-10) 


Шак = ак H 


2 
KR. = x? j2 -Il 1840-0) (10.6.3-11) 


代入 式 (10.6.3-9) 得 到 


3N 
1 q'|2 
U (4) = (去 ) | а9' U (q', з | dKe Кк“ (10.6.3-12) 
к А, 


根据 式 (8.1.4-8), 在 三 维 空间 中 ， | dre” = ات‎ 现在 7 维 的 积分 | аК етк" 
п п й-1 
相当 于 N 个 三 维 球 , 所 以 
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| dK e Kt = (=) )10.6.3-13( 
7-1 


于 是 对 式 (10.6.3-12) 积分 给 出 
q—q'|2 


U (q.t) = (avat) 7 ү dq' U ع(0,'ج)‎ и 


即 式 (10.6.3-3). ш 

势能 面 的 平滑 化 相当 于 把 寻找 势能 面 局 部 极 小 点 所 需 搜 索 的 自由 度 降 低 . 8 
用 "扩散 时 间 "t 来 控制 , 扩散 后 的 U (q.t) 中 仅 剩 几 个 局 部 极 小 点 . 找到 这 些 局 部 极 小 点 
之 后 , 就 可 找到 原来 势能 面 (ч) 上 那 几 个 对 应 的 能 量 最 低 的 极 小 点 . 
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两 个 粒子 之 间 的 相互 作用 , 按照 其 作用 能 量 与 它们 之 间 间 距 r, 的 函数 关系 , 可 以 分 
为 长 程 作 用 和 短程 作用 . 例如 , 核磁 共 振 中 核磁 和 矩 之 间 的 相互 作用 能 量 正 比 于 rg". van 
der Waals 作用 能 也 是 正比 于 rg, 是 短程 力 . 间距 稍微 增 大 , 作用 能 就 急剧 下 降 . 对 于 短 
程 力 可 以 采用 设置 截断 闻 值 (cutof) 的 办 法 , ЖЕЕ {ТЕН ВЕ S WW AT Т. 以 便 减 
低 计算 负 担 . 可 是 电荷 之 间 的 静电 作用 能 正比 于 r-l, 属于 长 程 力 , 间距 相当 远 时 作用 能 
还 没有 下 降 到 足以 忽略 和 不计 的 程度 . 

在 具有 周期 性 边界 条 件 的 体系 中 , 如 离子 型 材料 , 静电 相互 作用 通常 占 到 总 能 量 的 
90% 左右 , 是 主要 的 一 项 . 尽管 Coulomb 定律 公式 很 简单 , 可 是 对 于 周期 性 体系 , 计算 最 
复杂 的 一 项 就 是 静电 相互 作用 . 原因 是 对 于 无 限 大 尺寸 的 材料 , 离子 之 间 的 静电 相互 作用 
尽管 随 着 距离 r 的 增 大 按照 r-! 关系 减 小 , 可 是 离子 对 的 个 数 却 随 arr 更 快 地 增长 . A 
此 , 计算 其 中 的 静电 相互 作用 就 不 能 靠 设置 截断 阅 值 的 办 法 . 最 好 的 办 法 是 Ewald 方法 . 
模拟 晶体 的 时 候 , 显然 充分 考虑 静电 长 程 力 对 于 能 和 理 达 到 密 堆 集 是 非常 重要 的 , 所 以 要 用 
Ewald 7122—24. 对 于 非 晶 态 固体 、 洲 液体 系 的 模拟 也 要 用 Ewald 方法 . 德国 物理 学 家 
P. Р. Ewald 是 1968 年 诺 贝尔 物理 奖 得 主 H. Bethe 的 老师 和 岳父 . 

考虑 一 个 包 会 正 电 荷 粒子 和 负电 荷 粒 子 的 体系 , 设 粒子 处 于 边 长 为 1 体积 WW = ! BH 
立方 体 中 ,同时 考虑 周期 性 边界 条 件 , 中 心 模拟 盒子 (元 胞 ) 中 的 粒子 数 为 у. 还 假设 体 
Ж [盒子 内 ) 整体 上 是 电 中 性 的 ， 

)10.7-1( 0ے 


要 计算 体系 势能 中 静电 相互 作用 的 页 献 Uo 
Шош = رل‎ 2 (10.7-2) 
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这 里 对 体系 的 所 有 粒子 编号 . 如 果 考 虑 到 周期 性 边界 条 件 , 则 采用 如 下 的 编号 方式 : 只 对 
元 胞 内 的 粒子 编号 ij, 而 对 元 胞 外 的 其 他 粒子 则 用 不 同 的 周期 映 象 指标 n 和 同 
样 的 粒子 编号 .….i.…j.…. 来 表示 , 于 是 关于 具有 周期 性 边界 条 忻 的 体系 上 式 应 写 为 


Uoul = : 7 =i 


6-1 


N z if n=0) 


| Yee سس‎ 
ty 


式 (10.7-2) 是 对 原子 对 加 和 , 现在 式 (10.7-3) 中 系数 1/2 就 是 为 了 防止 原子 对 的 重复 计 
算 . zÑ (10.7-3) 方 括号 内 表示 元 胞 内 的 第 i 号 粒子 受到 体系 其 他 粒子 作用 的 电势 . 

以 上 的 计算 实际 上 隐 合 着 两 点 ; 

(1) 把 分 子 体系 的 总 的 电子 云 密度 “划分 " 成 分 别 属于 各 个 原子 核 的 部 分 . 

(2) 假定 分 属于 第 i 个 原子 核 处 的 电子 云 部 分 的 “重心 " 与 第 i 个 原子 核 位 置 正好 重 
合 . 两 者 “抵消 ”得 到 所 谓 的 “ 净 电 荷 *, 然后 “ 净 电 荷 * 造成 的 电势 采用 点 电荷 的 电势 . ЖЕ 
笃 把 电子 云 这 样 一 个 “负电 荷 分 布 " 如 此 简化 是 否 合 适 呢 ? 

实际 上 式 (10.7-3) 不 能 用 于 晶体 等 周期 性 边界 条 件 体 系 的 模拟 计算 ,原因 是 加 和 形 
ЧЕЗ. 例如 , 在 有 限 大 的 分 子 体系 的 实际 计算 中 采用 式 (10.7-2) 时 有 一 种 方法 : 
设 定 一 个 间距 的 截断 阅 值 rtm， 当 原 子 对 间距 Tij > Toutof 时 可 以 认为 静电 作用 能 已 经 
下 降 到 微不足道 的 地 步 , 从 而 就 可 以 在 加 和 中 略 去 这 些 项 , 即 不 计 阅 值 外 的 所 有 项 


{Fij Croutat ( 


رات 
ےہ ہے زونہ 


(10.7-4) 
ij Tij е 
[i z 3) 


可 是 , 当 处 理 晶 体 等 具有 周期 性 边界 条 件 的 无 限 大 体系 时 , 阅 值 外 势能 项 忽略 的 做 法 就 不 
能 适用 . 原因 是 尽管 赣 值 外 所 有 项 的 每 一 项 数值 相当 小 , 但 是 它们 却 有 无 穷 儿 个 项 . FF 
允 个 小 项 之 和 就 有 可 能 是 一 个 可 观 的 数值 . 

10.7.1 正 负电 荷 重心 重合 时 的 Ewald 加 和 


Ewald 考虑 到 以 上 理论 中 的 过 度 粗 糙 , 提出 如 下 改进 [图 10.7.1-1)°225%. 晶体 中 , 每 
个 粒子 的 电子 云 不 再 简化 成 点 电荷 , 而 是 设想 晶体 是 由 很 多 单个 粒子 构成 的 ; 而 构成 前 后 
的 粒子 都 是 由 一 个 5 函数 的 正 电荷 和 同样 位 置 上 的 一 个 电荷 密度 为 Gauss 函数 的 负电 荷 
分 布 构成 的 . 负电 荷 重 心 仍然 认为 和 原子 核 重合 (不 重合 的 情况 将 在 10.7.2 小 节 中 列 出 
结果 ). 也 就 是 ， 


(Т) 


图 10.7.1-1 Ewald 加 和 的 三 维 模 型 (这 里 画 成 一 维 示 意 ) 
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(1) 位 置 ro 处 一 个 荷 电量 为 = 的 点 电荷 其 电荷 密度 函数 可 写 为 


pir) = zó (r — то) (10.7.1-1) 
(2) 一 个 位 置 ro 处 的 粒子 的 负电 荷 分 布 假定 为 مہم‎ (r, ro) = نت‎ (2) есет, 

即 | 
س‎ (r) = بو-‎ (2) ее" (10.7.1-2) 


它 相当 于 宽度 为 ТА 的 高 斯 分 布 , а Hii А, 
(3) 构成 晶体 后 的 势能 增值 


U = Una — ана + cor (10.7.1-3) 


其 中 , Uor 为 短程 校正 项 . 以 下 逐 项 进行 讨论 . 

(1) 终 态 势能 Unna: 终 态 就 是 图 10.7.1-1 所 示 的 模型 . 以 下 试用 电动 力学 原理 作 讨论 
[采用 Gauss 单位 制 ): 从 最 基本 的 原理 考虑 两 个 荷 电 体 之 间 的 作用 能 . 先 看 一 个 是 点 电荷 
а, 另 一 个 是 一 个 弥散 的 电荷 分 布 p (r) 的 情况 .两 者 之 间 的 库仑 作用 能 可 以 看 成 电荷 分 
А р (r) 在 点 电荷 的 位 置 处 造成 的 电势 o, 然后 两 者 的 作用 能 为 点 电荷 q 和 它 所 处 位 置 电 
势 的 乘积 , 即 

U > 4% (10.7.1-4) 
反 过 来 也 行 , 点 电荷 q 造成 一 个 电势 рут, 然后 考虑 这 个 电势 与 电荷 分 布 p (т) 的 作用 能 . 
电荷 分 布 p (r) 与 它 在 空间 造成 的 电势 $ (т) 之 间 的 关系 可 以 用 Poisson 方程 来 描述 ， 


(r) = —4лр(г) (10.7.1-5)‏ لپ 
作为 特例 : 一 个 点 电荷 q 在 空间 造成 的 电势 Ф (r) 为‏ 


q 
point = 2 (10.7.1-6) 


即 满足 Poisson 方程 ۳) 4 ) _ алад (r — ro). 所 有 的 负电 荷 分 布 就 等 于 多 个 在 


|r — rol 


不 同 周期 性 位 置 上 的 高 斯 分 布 的 登 加 ， 


N 
رب 3 = (ج رم‎ (5) eeren TA 


j=] m 
这 个 电荷 分 布 pi (т) 造成 的 电势 加 (т) 可 从 以 下 Poisson 方程 求 得 : 
Vš) (r) = –4лру (т) (10.7.1-8) 


以 下 用 Fourier 变换 ( 见 附录 Т) 来 解 Poisson 方程 (实际 上 , ERA Gauss 分 布 的 电 
荷 密度 能 够 有 Poison 方程 严格 的 解析 解 , Ewald FEE BH SE Gauss 分 布 的 ). HA 
(10.7.1-8) 两 边 取 Fourier 变换 . 
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É Ф (k) = [0 )۶(( 和 P, (k) = Z [p (т)]. 再 利用 附录 工 中 的 式 (L1-7a) 得 到 
кф, (k) = dr P, (k) (10.7.1-9) 
其 中 ， 


P, (k) =F [pı (r)] = v|, dr eio, (r) 


у], уу =) (8) erel- 


(ewe Е (10.7.1-10) 
j=1 
再 代入 式 (10.7.1-9) 得 到 
= RDC z,) e i "ie (10.7.1-11) 


再 求 式 【10.7.1-11) 的 反 变 换 r| 得 到 电势 
hi (r) =Z [f(k] = Y е*”Ф(Е) 


kp) 


m ikr 47 } 4л 1 кї 
ik. — ik. = к= - [F 
pı ۲ } = у е тз i — zyje 1 Tig = — 7 а, (—z;) er [ Tile Er 

і=1 МЕКЕ‏ اوت 


总 的 负电 荷 分 布 的 电势 和 核 骨架 正 电荷 的 作用 势能 为 


z 2 
Unnan = 2 > зафт) = = > z; Е 0 у 57 (ay ل۱‎ trize el 


ы 


(10.7.1-12) 


k(Z0) j=1 
1 | 
k(0) 1ل‎ 
۱ N N * 
V 4л 1 کا 1 کا‎ 2 
ыссы > | ly >] É 
{^0 im; ۱ i=1 
定义 
| 
Р(к) = т 3 зек" (10.7.1-13) 
j=1 
得 到 
V dn 2 — 2 
Usa = — ,PA (10.7.1-14) 
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(ii) 始 态 势能 وو‎ 始 态 势能 代表 的 是 这 样 的 势能 贡献 项 , 单个 负电 荷 分 布 фы. (т) 
E т = 0 处 造成 的 势 作 用 于 自身 的 正 电荷 ہد‎ 故 又 称 为 自 能 项 . 
已 知 单个 高 斯 负电 荷 分 布 


гум 3/2 
) gar” (10.7.1-15) 


шав (Т) = —2{ | = 
Pga (г) Ë 


它 造 成 的 电势 可 从 方程 VPP pause (r) = —Ampyauss (r) 求 得 . 因为 三 维 室 间 的 Laplace 8 
为 


1 Û fal) i FF ар 1 2°(.) 
TO= ) و + ) ار‎ боты 


| Е у" 18 ہے ا7لئ 80و‎ 
但 是 现在 问题 只 是 与 第 一 项 径 向 有 关 , „> (90) = O 


m 14° [T Ógauss )([ 


г йг? 


V” rauss (т) = —4лррацяв (г) 


Вр ہا‎ I) = —4Trpsauss (Т). Ж] r 积分 ， 


d ۳٤ : (r) ; т ax 3/2 7 
228 = ү drdrrpaass (r) = بت‎ E drr 2 ea 


32 1 r ; 1/2 ғ 
=4л2; (=) (- 去 ) | d (—ar2) ear" = 一 2z， (2) [| 
л با‎ 22у Ja л со 


再 对 r 积分 ， 


TPgauss (Т) = —2z; (2) ды | سے مرن‎ ar" = z, (=) ча | d (уат) ет رچ‎ erf (var) 


这 里 引入 误差 函数 
= erf (т) = „|| не“ (10.7.1-17) 
денет = ( ==—2 ےا‎ 
ži ; ۱ 
gauss (г) 一 erf (ya r) (10.7.1-18) 


单个 负电 荷 分 布 Фаиз» (r) ТЕ r=0 处 造成 的 势 作用 于 自身 

的 正 电荷 z, 两 者 的 作用 能 为 smeaus (Ti 二 (图 10.7.1-2). 

图 10.7.12 Ж Peas (т = 0). RA r = 0 时 式 (10.7.1-18) 属于 0/0, 
故 需 用 L'Hospital MKI, 


дег (уат) 22 derf (your) کے‎ derf lu) а (х/т) 
r 


Prans (г = 0) = lim لا‎ dr т=з} du 


0 йт 
(10.7.1-19) 
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Hp, u = yar. 误差 函数 的 导数 为 


(+1) 
کس = 208 ہے‎ д (z) سے‎ (10.7.1-20) 
其 中 , E, (z) 为 Haranta 名 项 式 , п = 0, ү ‚ H Ho (z) = 1. ©, (10.7.1-19) 中 的 一 阶 
d “t, = н فو‎ 
导数 为 Ta a (z)e 22 .于 是 
سوہ‎ (r = 0) = aa li he = -2a (2) (10.7.1-21) 
对 所 有 的 自 能 项 加 和 得 到 
1 N гуҗ, 1/2 
Лы = 3 У ваша (ri = 0) = —(=) E (10.7.1-22) 


i=l i=] 
它 与 粒子 的 位 置 无 关 , 在 实际 模拟 时 为 常数 . 
(iii) 短程 校正 项 Cor: 短程 校正 项 U... 的 物理 考 
虚 是 由 于 把 每 个 粒子 考虑 成 一 个 正 的 点 电荷 和 一 个 负 
的 电荷 分 布 , 尽管 粒子 的 正 负电 荷 重心 重合 , 从 远 距 离 
的 某 处 来 看 和 该 粒子 净 电 荷 为 零 的 情况 没有 差别 但 
是 从 近 距 离 的 某 处 来 看 就 不 同 了 ， 即 该 粒子 的 正 电荷 
与 负电 荷 的 影响 之 和 就 不 能 抵消 成 零 , 所 以 要 校正 . 
现在 考虑 在 粒子 的 附近 一 点 Р 处 , 粒子 的 正 电荷 
部 分 在 P 点 造成 的 电势 为 we (r) = =, 粒子 的 负电 


荷 分 布 在 P 点 造成 的 电势 为 加 suss (r) = -二 erf (yar) 
{图 10.7.1-3). 所 以 这 样 的 粒子 了 在 P 点 造成 的 电势 为 两 项 之 和 


„(= Ê erf( Var) 


图 10.7.13 


short (r) = фе (r) + gauss (r) = =n -erf (ye r)] = er (yar) (10.7.1-23) 
其 中 , 误差 函数 的 补 函 数 定义 为 
erfe (z) = 1 — erf (z) (10.7.1-24) 


由 于 这 是 短程 校正 , 故 只 需 在 元 胞 内 求 和 . 对 于 第 ;个 粒子 的 正 电荷 受到 的 是 来 自 元 胞 内 
其 他 粒子 را‎ (Z 0] 的 正 负电 荷 在 z, 处 造成 的 电势 , 故 短 程 校正 能 


Уу, ziÓshont ( т) == Сі (short, (ri | == 22 ži р 23 ене an)‏ کڪ 


i=l l (i) i=l kta) ru 


Bl 


Шотт = 3 PE з гене (Va vary) (10.7.1-25) 


fi РУТ 
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将 式 (10.7.1-14)、 式 (10.7.1-22)、 式 (10.7.1-25) 代入 式 (10.7.1-3), 得 到 构成 晶体 后 的 
势能 增值 


Ueol = Unnal z Uinitial “е و‎ 


; ; к? @ | | ы 127 
5 Е ы ге x [Бэ] + : > еме ای‎ 


тыз 
k( D) ij 


(10.7.1-26) 
10.7.2 BATIR FB) Ewald 加 和 


10.7.1 ДУЗ? Ж КЕП ЖЕ ан КЕР hi hu IF ЕВ p Ж.» Br bi Ewald 加 和 . ШЖ] Ж 
侣 的 情况 , 则 就 是 偶 极 子 的 情况 下 如 何 求 . 实际 上 只 需 把 10.7.1 小 节 结 果 中 的 2, 换 成 
-Ai Vi 即 可 (推导 从 略 ), 得 到 


Uipale =Lnnal 一 initial + تا‎ 


СТ ° 2 ات‎ 
- Ё = Himare = Е (2) "У 


т D {АВ (rg) — (pi Ti) өс} (10.7.2-1) 


رش 
其 中 ，‏ 
erf(yar) ay 1/2 e—er°‏ _„ 
B (r) = ST +2 (2) 一 一 (10.7.2-2)‏ 
„ег (г) ay 12 | 3 \ ger TR‏ _ 
C (r) = „т се + 2 (=) 2 + E] )10.7.2-3(‏ 
N‏ 1 
)10.7.2-4( لم M (k) = = D i‏ 
ë= 1‏ 


10.8 ”固体 力学 性 质 的 模拟 


10.8.1 EW. KH. BE 


(1) 压强 : 过 去 把 作用 在 某 个 单位 截面 上 的 力 理解 为 压强 , 实际 上 这 里 隐喻 着 这 个 力 
的 方向 在 该 截面 的 法 向 上 . 于 是 这 种 说 法 只 适用 于 没有 黏 性 的 流体 和 气体 (或 极 慢 流 速 
IRENE) 的 场合 , 即 各 向 同性 的 场合 . 只 有 在 这 种 情况 下 , 作用 在 任意 截面 上 的 合力 
一 定 垂直 于 该 截面 . 当 在 黏 性 流体 和 固体 的 场合 , 这 个 力 的 方向 就 不 见得 正好 在 该 截面 的 
法 向 上 . 所 以 , 完整 意义 的 压强 概念 要 同时 用 9 个 标量 才能 完整 表达 [3, 末 , 即 是 一 个 二 阶 
Жш, 称 为 压强 张 量 . 例如 , 在 用 笛 卡 儿 举 标 系 的 情况 下 , 压强 可 表 为 
Рт Fry Р 
P=| P> By Pa (10.8.1-1) 
Ps Pay Per 
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其 中 , 各 个 分 量 的 含义 为 : 如 Pry, 第 一 个 下 标 z 规定 了 该 单位 面积 的 法 向 为 z 轴 的 正方 
向 ; 因为 作用 在 这 个 单位 面积 上 的 力 一 般 不 见得 也 正好 在 z 轴 的 正方 向 , 而 是 有 三 个 分 
量 , 第 二 个 下 标 y 是 指 那个 力 在 у 方向 上 的 分 量 为 P,,. 其 余 类 推 , 如 作用 在 法 向 为 2 A 
向 的 单位 面积 上 的 力 在 >= 方向 上 的 分 量 记 为 P 在 各 向 同性 的 场合 下 , 所 有 方向 上 的 力 
是 相同 的 , mM EMA HEA. 于 是 压强 张 量 为 


1 ü Û 
0 0 
0 0 1 


其 中 , 标量 p 就 是 静 流 体 压 强 或 静 压 强 ， 如果 是 气体 的 话 , 就 是 通常 意义 上 的 气压 . SI 
制 的 压强 单位 用 N . m-?, 也 常用 bar 作 单位 ,1 bar=105N . m-*， 固 体 常 用 的 单位 为 
1 СРа=10%%Ч-ш-7?=10% bar. 标准 大 气压 为 1.01325 bar, 即 101325 Pa. 

(2) 应 力 ; 在 材料 科学 领域 , 与 压强 对 应 的 物理 量 称 为 应 力 . 昌 然 压强 . 应 力 定义 的 是 
同一 个 物理 量 , 可 是 在 惯例 上 它们 取 了 相反 的 方向 . 正 的 压强 指 的 是 使 体系 压缩 的 力 , 而 
正 的 应 力 是 指向 外 使 体系 膨胀 的 力 . 所 以 , 应 力 就 是 负 的 压强 . 压强 通常 指环 境 施加 于 体 
系 的 . 而 应 力 可 以 是 凝 率 体内 部 固有 的 , 也 可 以 是 外 力 造 成 的 . 

应 力 


P =p (10.8.1-2) 


_ р АЎ df š 
т = „из AS = 4 (10.8.1-3) 


向 量 Af 为 微 面积 A5( 标 量 , 未 计 方向 ) 上 受 的 力 . 应 力 = 在 
垂直 于 徽 面 元 AS 法 向 的 投影 т, 称 为 正 应 力 (normal stress) 
或 张 应 力 (tensile stress), 应 力 т 在 指向 微 面 元 AS 切 同方 向 
的 投影 o 称 为 切 应 力 (shear stress), ME 10.8.1-1. 故 有 


m=, +m. (10.8.1-4) i 


图 10.8.1-1 应力 
张 应 力 构 成 应 力 张 量 的 对 角 元 ,， 切 应 力 构成 应 力 张 量 的 非 对 
fi سال‎ 
(3) 应 变 : 材料 在 应 力 的 作用 下 产生 形变 . 无 论 在 压缩 . WH. 拉 伸 三 种 情况 下 , 应 变 
总 是 定义 成 一 种 相对 的 形变 程度 . 这 里 分 压缩 、 ЫЈ. 拉 伸 三 种 情况 来 讨论 应 变 . 
恒温 压缩 的 情况 下 , 如 果 对 凝聚 体 施 以 各 向 同性 的 正 应 力 , ЗЕЕ ЕВА ЛА И E 
WA V — AV, 定义 体积 发 生 的 相对 变化 为 体 应 变 (bulk strain) 


et = = (10.8.1-5) 


实验 表明 , 在 应 变 较 小 的 范围 内 正 应 力 oL 的 绝对 值 o = |= | 正比 于 体 应 变 є, 比例 系 
数 称 为 体 弹 性 模 量 六 fbulk modulus) 


ту = Keb (10.8.1-6) 


所 以 , 体 弹性 模 量 玉 就 是 恒温 下 产生 单位 “相对 体积 膨胀 ”所 需 的 正 应 力 ， 体 弹性 模 量 
К FEI 2) ER RR (compressibility), x = 1/К. 
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剪 切 的 情况 下 , 凝聚 体 受 到 切 应 力 ہے‎ 的 作用 就 会 在 前 切 方向 产生 位 移 (图 10.8.1-2) 
定义 发 生 剪 切 位 移 的 相对 变化 为 剪 切 应 变 (shear strain)es, 


. “BE _ 
“TAB ` 
HP, АВ NER رتا لا‎ 77 B] ,نل کا ا‎ BÈ 为 受到 前 切 作 用 后 
凝聚 体内 某 定 点 的 位 移 长 度 . 显然 位 移 量 通常 很 小 , 故 角 度 < = 
BB' 


2 了 (单位 弧度 ), CRAME M (angle of shear). 实验 表明 , 在 应 


变 较 小 的 范围 内 前 应 力 oj MARE o, = |e y| 正比 于 前 切 应 
变 es 比例 系数 称 为 前 切 模 量 G(shear modulus) 


3 (10.8.1-7) 


图 10.8.1-2 WE 


Tj 二 GEs (10.8.1-8) 


拉 伸 的 情况 下 , 直 杆 在 纵向 受到 力 f 的 拉 伸 作用 下 , 会 在 纵向 发 生 伸 长 形变 的 同时 
横向 发 生 压缩 形变 (图 10.8.1-3). 设 拉 伸 前 直 杆 纵向 长 度 为 上 横向 宽度 b, 拉 伸 后 纵向 增 
长 变 为 上 + Al, 横向 变 窜 为 5 一 Ab. 又 设 直 杆 横 截 面积 为 5, 故 单 位 截面 受到 的 拉 伸 应 力 
A = = f/5. 

EX 10.8.1-1 纵向 上 的 “应 变 " 为 


z, = = (10.8.1-9) 
横向 上 的 “应变 " 为 
Ab 
شش = پت‎ (10.8.1-10) 
两 者 之 比 称 为 “Poisson HE” u. 
„= = (10.8.1-11) 


通常 بے‎ = (3 ~ 4) er, 所 以 一 般 的 材料 Poisson E v = 1/3 ~ 1/4. 实验 
表明 , EMER ЛАЙЫН РЧ yi 7) e 的 绝对 值 s = |т| 正比 于 纵向 
应 变 a, 比例 系数 称 为 Young kY (Young modulus), 


T= ҮЕ (10.8.1-12) 


Young 氏 模 量 表 示 引 起 单位 应 变 所 需 施加 的 应 力 . 从 应 变 的 维度 看 ， 
Young 氏 模 量 ۷ 对 应 了 拉 伸 时 长 度 的 相对 变化 , 前 切 模 量 CG 对 应 的 
是 鸡 切 方 网 上 长 度 的 相对 变化 . 两 者 的 共同 之 处 在 于 都 是 一 维 线 度 的 ”图 10.8.1-3 拉 伸 


相对 变化 . 只 有 体 弹性 模 量 K 对 应 的 是 三 维 体积 的 相对 缩小 . 
总 之 , 压缩 、 前 切 、 拉 伸 三 种 作用 下 应 力 和 产生 的 应 变 之 间 的 三 个 唯 稼 关系 式 ( 见 式 


(10.8.1-6)、 式 【10.8.1-8) 和 式 【10.8.1-12)) 总 称 Hooke 定律 , 即 


ту = Кєь 
туу = Се, (10.8.1-13) 
т = Ye 
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从 上 可 见 实际 上 三 个 模 量 和 一 个 Poisson Ш, 即 К, С, У 和 vw 之 间 是 互相 有 关 的 . 进一步 
分 析 表 明 其 中 只 有 两 个 物理 量 是 独立 的 . 如 果 选 体 弹 性 模 量 К, ارت ا‎ G 为 独立 变量 ， 
则 可 求 得 Young RAE Y 和 Poisson К, 


y 3GK 
| و ضر‎ (10.8.1-14) 
` 23K+6G) 
ШЖ Young 氏 模 量 Y 和 Poisson Ë; r 为 独立 变量 , 则 可 求 得 体 弹 性 模 量 KK， 前 切 模 量 
С, 
Ү 
ў 7 2v) (10.8.1-15) 
C= aF) 
جم لت اض نار‎ K > 0, G > 0, Y >0,0 < x < 1/2. 所 有 这 些 模 量 和 Poisson ШЖ ЖЕГИ 
体 最 主要 的 力学 性 质 . | 
对 于 各 向 同性 材料 , 只 要 有 2 УГ А 与 (Ж Lamé RN) 就 可 以 求 得 所 有 的 
弹性 模 量 . 
(1) Young KRH: У = pu (Жк) (10.8.1-16a) 
(2) Poisson FE: r = ЕР (10.8.1-16b) 
(3) 体 弹性 模 量 : K = X + T (10.8.1-16с) 
(4) RHE: G = p (10.8.1-164) 
10.8.2 ”应 力 张 量 


在 外 力作 用 下 的 变形 体 , 设想 在 它 中 间 任 意 点 处 
沿 某 个 界面 切 开 ， 则 该 两 块 物 体 之 间 通 过 界面 有 相互 
作用 力 . 可 是 在 该 点 处 可 以 有 无 穷 多 个 方向 作 界 面 , 每 
个 这 样 设想 的 界面 上 受 的 力 都 不 一 样 ， 所 有 这 些 力 的 
总 体 可 以 用 一 个 应 力 张 量 来 描述 ， 以 下 来 看 如 何 具体 
描述 (图 10.8.2-1)125:261. 

1) d'Alambert 原理 对 有 限 大 体积 元 的 应 力 分 析 

为 了 描述 P 点 处 的 应 力 状 态 , 考虑 包围 P 点 的 
如 下 一 个 小 的 闭合 界面 P4BC, 以 后 再 将 界面 缩小 到 
Р 点 .设想 在 P 点 的 近邻 任意 给 定 一 个 法 网 为 n = 图 10.8.2-1 
т (ni, nə, na) 的 平面 , 该 平面 与 直角 坐标 系 (11,22, 23) 
相交 于 A B. کیم‎ P 点 到 该 平面 АВС 的 垂直 距离 为 h, ABC 的 面积 为 Sn, PABC 的 
体积 为 AV. 三 个 侧面 的 面积 分 别 为 51, 52, وک‎ B ni = n-e Vi = 1,2,3. 


EAHA п = АВ x AC 分 母 即 ААВС 面积 的 2 {й, AK АВ = PBe, – РАе\, 
[АЁ x 461 


. 276. | 第 10 章 HAHH 


81 Eg ёз 
АС = РСез - PAei, 所 以 Sm = AB x AC = | -PA PB 0 |= (PB.PO)e,) + 
-PA 0 РС 
(PA: PC)es+ )۶۸۰ PB) es. 考虑 到 三 个 侧面 是 三 个 直角 三 角形 ,面积 依次 为 S, = ! pp. 
وموک + رم رک‎ + Saes 即 


3 
PC, وت‎ = ZPA u РС, з سے‎ 3PA ' РВ, 所 以 n 三 Y niei 一 
ات‎ 


О سے‎ Sani, Wi (10.8.2-1) 
根据 d'Alambert RE, 体积 元 AV 受到 的 所 有 三 种 力 (质量 力 、 面 力 和 惯性 力 ) 的 合力 应 
当 为 零 . 而 
(1) 体积 元 AV 受到 的 
质量 力 - | bpdV (10.8.2-2) 
AV 


其 中 , 设 p 是 质量 密度 , b 是 单位 质量 所 受 的 力 . 

(2) 面 力 就 是 体积 元 AV 周围 的 介质 作用 在 区 域 界面 PABC 上 的 力 , 如 压力 、 摩擦 
2). 固体 不 考虑 摩擦 力 的 存在 . 闭合 界面 由 5„. 5, 55, S, 四 个 面 构成 , 故 面 力也 由 对 应 的 
四 部 分 构成 

(1) АВС 面 受 力 = | Fads (10.8.2-3) 
其 中 , on 为 АВС 面 受 的 应 力 . | 

(ü) 设 eı, o, 分别 为 法 线 方 向 为 -zl，+zl آل ا رک کر‎ ٢. کر رز‎ Л. FE S, Hi 
受 力 | aids. 根据 Newton 第 三 定律 , 作用 力 等 于 反作用 力 , MUo = o, й 

ہگ 


1 МЕТРЕ |, оа. 

(ш) AA, S 面 受 力 |: r_ad9 = =f: с215, S 面 受 力 Ë 5و‎ = A зй, 
其 中 , o-a, оз, o3 和 оз 分 别 为 法 线 方向 为 zo, ہرس‎ -ra 和 tra 方向 的 面 上 受 的 应 
力 . 总 之 , 三 个 侧面 受 的 每 一 个 受 力 为 -| oid, Vi = 1,2,3. 注意 о; 的 方向 一 般 与 z, 
轴 的 方向 并 不 相同 . 所 以 


体积 元 AV 受到 的 总 的 面 力 =Í TndS — 到 | oids (10.8.2-4) 
© 1—1 Š 
(3) 体积 元 AV 受到 的 惯性 力 = -| ава (10.8.2-5) 


其 中 , a 为 AV 内 质点 的 加 速度 . 
最 后 , 根据 d'Alambert 原理 体积 元 AV 受到 的 合力 为 零 


|, av |, "азу oids — ۳ apdV = 0 
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即 |. ۵ہ‎ + › |, ٣:15 = |. (а — b) pdV (10.8.2-6) 


2) 体积 元 AV EF P 点 的 极限 分 析 一 一 应 力 张 量 

把 体积 元 AV BEF P 点 作 极限 分 析 就 可 得 到 P 点 的 应 力 描述 . 设 h 为 体积 元 的 线 
FE. 式 (10.8.2-6) 右边 代表 质量 力 和 惯性 力 , 它们 与 质量 成 正比 , 故 应 当 与 АЗ 成 正比 . 而 
式 (10.8.2-6) 左边 代表 面 力 , 它们 与 面积 成 正比 , 故 应 当 与 خر‎ 成 正比 . 当 体 积 元 趋 于 零 时 
等 式 右边 是 三 阶 小 量 , 左边 是 二 阶 小 量 . 所 以 当 AV ATEH, 质量 力 和 惯性 力 或 它们 的 
力矩 可 以 相对 和 忽略, 即 


| onds + ا‎ e: = 0 
8 iml "i 


应 用 积分 中 值 定理 , 在 ABC 面 内 总 能 找到 一 点 q 使 得 积分 | тыйт = тү (q) 8. IE, 


在 S, 面 上 也 总 能 找到 一 点 q, 使 得 积分 [ с:15 = mi (q,) ری‎ = e; (qi) Sam, 这 里 引用 了 
R (10.8.2-1). 于 是 ü 


3 
Fr iq) Sn == Sn Ye CALF =0 (10.8.2-7) 
iml 
м h — 0 时, а, аз, qa 种 点 均 趋 近 于 P 点 . 所 以 在 极限 情况 下 式 (10.8.2-7) 变 成 ( 略 记 
Р AME) j 
On =} با‎ (10.8.2-8) 


3 
考虑 到 法 向 向 量 m = Y ne. 如 下 定义 一 个 二 阶 张 量 , 称 为 应 力 张 量 : 


š=1 


3 
T= 7ھ‎ (10.8.2-9) 


3 3 3 
利用 直角 坐标 系 基 向 量 的 正 交 性 得 到 nm .z = Y njej- Y ете = 》 om, 即 
j=] 


=1 i=] 
n: = fn (10.8.232-10) 
讨论 
(1) 从 式 (10.8.2-10) 可 见 , 有 了 应 力 张 量 e 就 可 以 求 得 任意 点 Р 处 任意 方向 n 上 的 
应 力 on 这 样 就 有 能 力 描述 形变 体内 任意 点 、 任意 方向 上 的 应 力 . 
(2) 在 数学 上 , 向 量 在 直角 坐标 系 的 分 量 是 3 个 标量 ; 一 个 二 阶 张 量 A 在 直角 坐标 
系 的 三 个 分 量 是 个 向 量 A. e = ai， 将 式 (10.8.2.10) 两 边 被 ہک‎ 作用 ; 等 式 左边 


3 3 
为 Y A еге = А-1 = А, 等 式 右 边 为 Y ае = ` (ai); eye, = 2 Gq qe; ei. 所 以 
š i=1 


j=l ij=l 


3 
А = 3 lij Ejeet, 其 中 ， (а), = а луй ili 在 е; 方向 的 分 量 . 


tj=1 
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根据 式 (10.8.2-9), 对 于 应 力 张 量 ， 


3 
= к= эй Ж رہ55‎ (10.8.2-11) 
к=]. š j=1 
3 
其 中 ， Ti = Y сше, 即 
了 一 1 
Tij = وی‎ Ë j (10.8.2-12) 
从 式 [10.8.2-9) 又 可 得 
رت‎ 一 ссе; )10.8.2-13( 


(3) 求证 应 力 张 量 是 对 称 的 二 阶 张 量 125 , Вр 
o = o" BË eg = ey; (10.8.2-14) 
证 明 (1) 根据 d'Alambert 原理 台 力 矩 为 零 , 得 到 
8 r x (a — b) pdV = A rx ба-а) а8 (10.8.2-15) 


其 中 , r 为 体积 元 AV 相对 于 固定 点 o 的 位 置 向 量 . 
3 3 
(2) 根据 r = Y re: 和 向 量 叉 积 公式 сха = У ھرعووء‎ Ж (10.8.2-15) 右边 的 i 


i=] ў] 
分 量 为 
a 
f irx noas = 3 $ eyna; (ne), dS 
ы j,k=1 "S 
3 a 3 
= >, f Езу = у f fnmds (10.8.2-16) 
Jj,k=1 т=1 7 5 مل ہے‎ 


3 
其 中 , 定义 f = у; EijkTj mk. 
3,k=1 
下 面 的 Gauss 定理 可 以 将 任意 向 量 场 F 的 体积 分 和 面积 分 联系 起 来 : 


| V- FdV = п. Ра (10.8.2-17) 
Ам S 


车 向 量 F = fe, WA (10.8.2-17) 右边 $ n. Fds = f n. feds = f fuds, 左边 
= 5 5 

| ٦٦۶۵۷ = | کے‎ 即 

a V ду д 


7 Fred = 7 رھ‎ (10.8.2-18) 
可 见 式 (10.8.2-16) 可 写 为 
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д] 
Sf, "yad 


$ r> (n-o); dS = >+ fnmds = 


ات ا 


3 


[| 
= ЕЕЕ ТЕ р ЯУ 
ا‎ кз ‘| 
3 à 
[| 
Е و‎ | eG Eijk (ham + z; کی‎ | dV 
лу | 


2. 


- У Ei Önk 
AV 7 تس‎ 


3 
md (10.8.2-19) 
m 


д 
{х (тъ - с); d = У | ERO jA + у, |. ا‎ Р کے‎ 


Jk=1 jk, m=1 


即 


з, 
根据 (V.o) = У) 于 ,rr -Y ne 和 向 量 又 积 公式 a x b= У еза, 所 以 


дт 
11 27,61 


9 ہہ‎ >. = [r x V : G), (10.8.2-20) 
Jk m=] 


再 令 向 量 B 的 分 量 


3 
B; = 8 EijkTjk )10.8.2-21( 
j,k=1 


由 此 根据 张 量 识别 定理 得 知 B 为 一 阶 张 量 . 因此 可 将 式 (10.8.2-19) 改写 为 


$ [r x (m. r)|, 45 = |. ВАУ + Ж (r x V ۰(7 


Ep 
f тох (т) dS - | вау + | (r x V - оа) ау (10.8.2-22) 
5 АУ AV 
(3) 将 式 (10.8.2-22) 代入 式 (10.8.2-15) 得 到 
| тох (a— ۷ەم (ط‎ = | вау + | [r x V- r) dV 
Av AV AV 
即 


| r x Ка – b)p — V. a] dV = | Bav (10.8.2-23) 
AV AV 

根据 d'Alambert 原理 合力 第 为 零 , (质量 力 )+( 面 力 )+( 惯 性 力 )= 8 bpd V + 中 -07 
| арау = 0. 再 结合 式 (10.8.2-10) 和 Gauss 定理 得 到 

АМ 
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| (a - b) ۷لم‎ = Ü аб =} n-oas =| “.та\у 
ду 5 5 AV 


8 
| (а —Б)р—\/-т|д = 0 
AV 
由 于 其 中 区 域 AV 是 任意 的 , 被 积 函数 是 连续 的 , 所 以 被 积 函 数 恒 为 零 , fa – Б) р у-с = 
0， 代 入 式 (10.8.2-23) 得 到 | BdV = 0. 再 根据 AV 是 任意 的 得 到 B = о, 即 分 量 
B; = 0, Yi. = | 
因为 式 (10.8.2-21), МЕ B 的 分 量 В, = Y ғаз, Vi,  ؛‎ = 1 时 得 到 0= В, = 
1طز‎ 
3 
>` БҮГҮ 根据 Levi-Civita ТЕЕ к 的 性 质 { 见 附录 C.2.2 | W), В, 展开 式 中 只 有 
j, Ек] 
j # k 且 两 者 都 不 等 于 !1 的 Eijk 项 才 不 为 零 , 于 是 0 = B, = ووموورے+- ووعوورے‎ = T23 ¬ 32, 
即 соз = oga. 同 理 , 从 Ba = Ü, Bs = Ü 分 别 得 到 тїз = روہ‎ 012 = on, 即 证 得 ог =a", BH 
Tij = (yi. m 
讨论 
在 上 述 介 绍 中 看 到 应 力 的 完整 表述 应 该 是 一 个 二 阶 张 量 , 有 9 个 独立 分 量 . 进一步 ， 
在 各 种 力 平衡 的 情况 下 , 可 以 用 d'Alambert 原理 ( 即 平衡 时 合力 为 零 , 且 合力 矩 也 为 零 ) 
证 明 此 时 在 固体 内 的 应 力 张 量 是 一 个 对 称 张 量 , 


mr = ті (10.8.2-24) 


其 物理 根源 是 合力 矩 为 零 或 角 动量 守恒 . 于 是 9 个 分 量 中 只 有 6 个 是 独立 的 分 量 . 它 的 
矩阵 表示 是 一 个 3x3 的 对 称 和 矩阵 
ту 2 013 
m= | (түз Ti (оз (10.8.2-25) 


Тїз F23 O34 
其 中 , 3 个 对 角 元 {тн} 是 法 向 应力 即 正 应 力 , 3 ATER. 
10.8.3 MEE 


fE 10.8.1 小 节 的 讨论 中 知道 拉 伸 时 的 Young KER Y 和 前 切 时 的 前 切 横 量 G 都 是 
对 应 于 在 一 维 线 度 上 的 相对 变化 . 物体 受到 应 力 则 体内 粒子 的 位 置 会 发 生 相 对 改变 , 用 应 
变 张 量 来 表达 , 类 似 地 , 也 可 以 严格 证 明 应 变 张 量 是 二 阶 对 称 张 量 名 


E11 612 Єзї 
Е = | چرچ‎ En چو‎ )10.8.3-1( 
E13 Єзз ЕЗҘ 
在 (NpT) 系 综 的 晶体 模拟 中 , 体系 体积 是 变化 的 , 经 常 遇 到 从 晶 胞 的 形变 求 算 应 变 张 量 的 
问题 . 设 始 态 的 晶 胞 的 三 条 边 基 向 量 为 (ai, bi, ci), 形变 后 终 态 晶 胞 的 基 向 量 为 fa, Ьу, су), 
其 中 , 基 向 量 按 惯 例 设 为 列 矩 阵 , 即 


10.8 RIE A ETE 1 81 81ء‎ - 


а; = [ад (Lin з)" ау = [а ут afa afal” 
bı = [ba ba bis] 同样 + by = [br bya bral" (10.8.3-2) 
Q = [ea сі? cia] f Cf == [eri cfa суз] 
设 方 阵 
بط‎ = [ai b; с], һу = [ау by cy] (10.8.3-3) 


可 见 形变 前 后 的 晶 胞 几何 信息 都 含 在 这 两 个 方 阵 hi,hy PT. 度 规矩 阵 表征 坐标 系 基 向 
量 的 特点 , 终 态 的 度 规矩 阵 G = hyhy. 从 以 上 和气 阵 可 以 求 得 终 态 的 应 变 张 量 为 

T” ) {(һ; 1) rah? — 1} (10.8.3-4) 
10.8.4 PX Hooke 定律 


显然 固体 形变 之 后 其 中 的 应 力 张 量 с 是 应 变 张 量 e = {en} 的 函数 , BH ele). 5 
成 分 量 的 形式 为 rm = om (Ene, Ym n k = 1,2,3. 在 恒温 的 情况 下 , 某 个 应 力 分 量 
am 关于 指定 的 某 个 应 变 分 量 enx MRT (而 使 其 余 所 有 的 应 变 分 量 保持 恒定 ) 为 

тр 


д 1 ар 
aq = 一 = т; f 
ӨЕ ль T'[Enk) ү дє. Еһ T {Eim Enk] 


(10.8.4-1) 


其 中 , F 为 Helmholtz 自由 能 , (en) 表示 除了 cene 之 外 的 应 变 分 量 均 保持 不 变 . {Сил} 
称 为 刚度 系数 . zÇ (10.8.4-1) 表示 的 是 恒温 下 的 刚度 系数 . 

前 面 已 经 介绍 过 , 当 固 体形 变 较 小 的 时 候 , 实验 的 应 力 - 应 变 值 之 间 服 从 Нооке 定律 
( 见 式 (10.8.1-13)), 所 以 式 (10.8.4-1) 中 的 偏 微分 就 变 成 线性 关系 , 即 | 


(Im = CimnkEËnk (10.8.4-2) 


FHP Hooke 定律 . 这 里 采用 Einstein 加 和 约定 的 符号 法 , 即 每 一 个 乘积 项 中 凡是 成 
对 的 指标 之 间 都 约定 存在 加 和 运算 ， 只 是 把 加 和 号 省 略 了 (下 文中 除非 特殊 说 明 均 采用 
Einstein 加 和 约定 ). 例如 , 式 (10.8.4-2) 实际 上 是 如 下 表达 式 的 简略 记 法 : 


3 
Fim = >, Стање, МЇ, т = 1,2,3 (10.8.4-3) 
81ل‎ 


例如 , 其 中 一 个 应 力 分 量 
3 3 
ст = بعر‎ = 3 У CoinkEnk 


m=1 k=1 
= Coe + Cms + Csa + Соло Е01 + ووڈووروت‎ + Comae 
+31831 + Сэз1заёзз + Сэ1зз©зз 


因为 {ть}. {En} 都 是 二 阶 张 量 , 根据 张 量 判别 定理 {Can} 构成 一 个 四 阶 张 量 , 记 为 
С = {Сак}. 称 为 刚度 张 量 (stiffness tensor). 它 可 见 刚度 张 量 C 表示 造成 单位 应 变 所 需 
的 应 力 . 
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根据 式 (10.8.4-2), 可 见 它 的 反 演 关系 为 
Elm = SimnkTnk (10.8.4-4) 
这 里 S = {Sank} MARE kE compliance tensor), 它 表 示 单 位 应 力 所 造 成 的 应 变 . 
10.8.5 Voigt 向 量 符号 法 


广义 Нооке 定律 是 弹性 力学 的 基础 . 尽管 其 中 的 应 力 张 量 =, MEKE = 都 是 二 阶 
张 量 , 可 以 用 矩阵 作 直 观 运 算 , 但 是 刚度 张 量 C, EE S 张 量 均 为 四 阶 张 量 , 无 法 用 直观 
的 矩阵 来 表述 . 故 在 工程 学 中 常用 Voigt 向 量 符号 法 使 之 能 够 用 矩阵 来 表示 . 

正 因为 应 力 张 量 = 是 对 称 的 , 故 可 写成 下 列 方 阵 ， 


T1] ур ےرت‎ ту یتٹ‎ 33 о] FG وت‎ 
т = Ta] ہجوت‎ Соз == Ta Fa Fag = бє جت‎ oy (10.8.5- 1) 
Fy Фаз 3 түз Соз O33 ©з وت یت‎ 


Voigt 向 量 符号 法 是 把 式 (10.8.5-1) 中 所 有 6 个 独立 分 量 重新 定义 为 如 下 应 力 向 量 =: 


r 


т т 
m= | аір 0902 چوھ‎ 7935 Суз 012 ۱ = | پت وت 02 رت‎ б OG | (10.8.5-2) 
同样 , 应 变 张 量 e 是 对 称 的 , 故 可 写成 下 列 方 阵 : 


E1 Ез E13 Eu 62 Ёз 1 28] 66 EB 
Е = Eg] E23 Eos == E13 бср En3 = 5 Еб en Êd (10.8.5-3) 


Єзї E32 Ёзз E14 Боз Єаз ЕБ Еј 263 


同样 把 式 (10.8.5-3) 中 所 有 6 个 独立 分 量 重新 定义 为 如 下 的 应 变 向 量 s: 
e= | єп Єз E34 2E23 269 2] = [а Eu £3 йд En ER i (10.8.5-4) 


(1) Voigt 符号 法 表达 的 刚度 : 广义 Hooke 定律 的 张 量 表达 式 cm = Сап 
(10.8.4-2)) 在 Voigt 符号 法 里 就 改写 为 如 下 和 矩阵 表达 式 ， 


Т = Се АЎ т; = رڈنا‎ (10.8.5-5) 
ERFA ЕАУ ЕЕЕ НЕР А 77 Pu F Э Ж 
11 Сл Сла Cha Са Cis Св E11 
ووت‎ Сз Ce Сз Cu СО Cwe E23 
833 | ے‎ Cis Ca Û Ca Cus Сз Єзз (10.8.5-6) 
тез Cua Сы Сз Са Cas Сав тоз 
Tia Cis Cs Cas Cas Css Css тз 
т\з Cis Cha Cag Сав Css Cee 12 


其 中 , 接 惯 例 把 切 应 力 mi 改写 为 ту, 把 切 应 变 رے‎ 改写 为 وہ‎ 刚度 张 量 С 对 应 的 矩阵 
C = {С} 称 为 刚度 矩阵 . 
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可 以 根据 式 【10.8.5-6) 和 广义 Нооке م27‎ ۳(7 Ж ЖН ИА 0 Crank 与 
EET C 的 对 应 关系 . 例如 ， 


3 


3 
тү» = (Gá = 0715 = C'hankEnk == у у CiankEnk 
=1 k=] 


= Суз + Cingi + CharaE1a + Cimacan + ووڈووجر/)‎ + Cimen 
روۓ رچورٴہً+‎ + Cint + СүзззЕзз 


(71219266 5وڈورورتت‎ C 22166 H 
سر نی سے‎ y + + быш 
ہے‎ + 十 کس سے‎ 


Е. Е] 1 
= (7191151 + Cima + جڈچویر‎ + 3 (C'i223 + (وووں7]‎ Ed 
1 1 
+s (Cina + چ2( روورم‎ + = (Cina + Cion) 66 
= Сеј; 


由 此 得 到 6x6 的 刚度 矩阵 C 还 是 对 称 的 , 于 是 独立 的 矩阵 元 个 数 为 (nz + n)/2 = 21 个 . 
只 要 有 此 21 个 量 就 可 以 得 到 应 力 -应变 关 系 . 注意 : Voigt 向 量 符号 法 中 的 刚度 矩阵 C 不 
再 符合 张 量 的 变换 规则 . 

情况 1 平面 应 变 时 的 刚度 矩阵 . 当 讨 论 平面 应 变 时 (FA ту 平面 ), 不 存在 与 第 三 
E = 有关 的 应 变 , 即 对 角 项 和 非 对 角 项 的 应 变 


“yaa = fis = Ü (10.8.5-7)‏ = چو 


此 时 Voigt 符号 的 广义 Hooke 定律 形式 为 


711 Cui Cu Cis Cu Cis Cis | ٣ Cu Ciz Ü تا‎ Ü Clle 
т»| (Cı Ca Ca Ca С» Cs | |622 С» С» 0 0 تا‎ С | se 
бзз|_|Сз Ca Cas Сз Cas Сз|| 0 | [Саз Ca 0 0 0 Cool) O 
ns| [Ca Ca Cu Ca Ca Cull ol [бы бид о о CENO 
Tia Ciu چنا‎ Cas Cas Css ئا‎ 0 Cis Cs 0 O 0 Cell 0 
Tia] [Che Cae Cs Сав Cse Сев] [712] (Cis Св 0 0 0 Сва | [12 
T11 Cu Сї» ie 1 
on |= | Сы مث‎ Ca | | еа (10.8.5-8) 
T12 Cis C3 Cues 12 
平面 应 变 的 情况 下 , 第 三 维 的 法 向 应力 روہ‎ 还 是 存在 的 , 与 第 三 维 有 关 的 前 向 应 力 т\з. ras 


实际 上 为 零 . 
情况 2 正 交 各 向 异性 时 的 刚度 矩阵 : 当 材料 的 弹性 具有 两 根 互相 垂直 的 二 次 旋转 
轴 , MIBK A HE EKA FTE (orthotropic) AHF IER, Voigt 向 量 符号 的 广义 Hooke 定 
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律 形式 可 以 简化 为 
711 Cu Cie 0 E11 
on |=| Ca Ca 0 || ғ | (10.8.5-9) 
T12 Ü Ü Ces ور‎ 


可 见 , 此 时 测量 法 向 的 位 移 量 可 以 直接 分 别 得 到 常数 ہیں‎ Cia 和 Ca 的 值 . 从 前 向 位 移 
可 以 得 到 常数 مت‎ 的 数值 . 可 见 可 以 从 平面 应 变 能 够 计算 得 到 刚度 和 矩阵， 可 是 柔 度 矩 阵 
却 不 行 . 

(2) Voigt 符号 法 表达 的 柔 度 : 至 于 柔 度 张 量 5 = {Simuh fE Voigt 向 量 符号 法 中 如 
何 实现 昵 ? 从 各 向 异性 的 线性 弹性 烤 料 的 应 力 -应 变 的 张 量 关系 式 (10.8.4-4), 还 有 应 力 向 
E с 与 应 变 向 量 e 的 Voigt WEA (ZA (10.8.5-2) AA (10.8.5-4)) 得 到 


E11 51 Si S19 514 Šis Sig 81 
Ез? 512 Sas ہوک رجوگ‎ Ss Sm | | 222 
Eas | _ бз боз Saa ہبوٹ‎ 1535 S38 533 
тад Sia 5.4 ©з4 Б Šas 546 T23 
Yis 515 Sos 535 545 55 Ssa ШЕ 
"12 وت‎ Sa Sag Sas Sse Sea T13 
即 
e = 8с (10.8.5-10) 
其 中 , ШЕ 
58 = С! (10.8.5-11) 
在 平面 应 变 时 ， 
Eil Ši 819 513 Sd 515 516 711 S11 Sia 313 0 0 S16 T11 
ووک 512 0وت‎ Sa бы Səs 56| |9221 |512 боз Sa 0 0 56| |с 
т Sis 523 S34 Sqd Šas Sag T34 A 513 دوک چوک‎ ü ü 536 TA 
0 514 ووك‎ Sy میک پیک‎ 546 || О وك‎ бы Say О Ü Sjj Ü 
ü Sis 8295 Sas Sas Sss Seell О Ss Sas Sas 0 0 Sel | 0 
12 Sis Sm S36 Sag Sss See] 1712 516 Sa Sæ 0 0 556 | [712 
80 5 
E11 Su Se Su Š Til 
5 S: & 5. 
E22 = 12 22 23 26 2ھ‎ (10.8.5-12) 
ü Sia боз Sas S36 тэз 
лаз Sis бов 536 566 Тїз 
当 村 料 是 正 变 各 向 异性 的 情况 下 , zÑ (10.8.5-12) 再 退化 为 
Eu | Su бу S Ü T11 
: Sa Sa боа Ü 
E22 2 12 32 23 T2 (10.8.5-13) 
0 Буз چیک ووک‎ 0 таз 


Ya 0 0 О Ses т\з 
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式 (10.8.5-13) #89 T Ж ЖИЕ 5 那么 就 需要 知道 应 力 waa, 因此 需要 做 三 维 的 
有 限 元 分 析 来 得 到 和 柔 度 年 阵 , 
表 10.8.5-1 小 结 了 广义 Hooke 定律 的 张 量 表达 式 和 Voigt 的 表达 式 . 


Ж 10.8.5-1 广义 Нооке 定律 的 两 种 表达 方式 


ERRE Voigt 78 
应 力 应 力 张 量 应 力 向 量 
@ = {ть} e پی:..] سے‎ JT 
ГЕЗ 应变 张 量 应 变 向 量 
g = {є } & = [eg] 
Б А 刚度 张 量 ИНЕШ: = = Сш 
C= {Cimnk} тт = CimukEnk C = [Ci] m; = وین‎ 
ж ЖКК FHER = = S= 或 
S = (مورگ]‎ Eim = Simnk Tnk S= [513] Ei = 8:303 


10.8.6 ”恒温 - 恒 压 系 综 的 viril 关系 式 


由 于 应 力 造 成 晶 胞 参数 的 变化 . 体积 的 变化 的 计算 可 以 从 动力 学 轨迹 来 求 得 . 于 是 
通常 通过 做 恒温 - 恒 压 系 综 的 分 子 动力 学 模拟 , 得 到 应 力 -应 变 曲线 , 进而 得 到 固体 的 力学 
性 质 . 如 何 从 体系 粒子 的 位 置 、 动量 数据 求 得 体系 的 宏观 压强 昵 ? 那么 就 要 从 恒温 - 恒 压 
系 综 分 析 开 始 . 

这 里 所 谓 恒温 、 恒 压 , 实际 上 指 的 是 体系 的 宏观 温度 和 宏观 压强 , 两 者 都 是 动态 平衡 
-时 的 宏观 体现 , 都 不 是 微观 物理 量 , 是 需要 用 模拟 得 到 的 微观 量 来 求 算 的 . 温度 T 的 计算 


是 根据 统计 力学 中 的 能 量 均 分 定理 四 
L р? 3 
(> z) = 5 УЕвТ (10.8.6-1) 
这 里 讨论 由 N 个 粒子 构成 的 体系 , 第 i 个 粒子 的 质量 和 动量 分 别 记 为 m 和 p,. 虽然 其 
中 函数 
М а 
K (pi, ,pn)= K (p) = (10.8.6-2) 


是 微观 量 , 可 是 从 它 的 系 综 平均 值 就 可 以 求 得 体系 的 宏观 参数 温度 了 


T = зүр, (K (p) = зүр (K (p) (10.8.6-3) 
其 中 , n 为 体系 粒子 的 摩尔 数 
在 广义 的 意义 上 说 ， 相 空间 变量 的 函数 称 为 估算 函数 (estimator)， 即 体系 微观 状态 
的 函数 称 为 估算 函数 , 而 又 要 求 可 以 通过 估算 函数 的 系 综 平均 什 求 得 某 个 宏观 可 测 物理 
量 ， 可 见 , 在 物理 上 可 以 从 估算 函数 求 得 对 应 的 宏观 可 测 物 理 量 的 瞬时 值 ， 于是， 函数 
K (p) 是 温度 的 估算 函数 , 即 可 以 从 К (p) 求 得 瞬时 温度 . 那么 , 压强 的 估算 函数 是 什么 
Шр? 
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从 热力 学 的 Helmholtz 自由 函数 F 出 发 , 压强 为 


ӘР din Q (N, VT) 
= 一 | سے‎ — T| — — ا د‎ 10.8.04 
p ...ھا‎ “в ( BV 7 ۱ ) 


其 中 , 体系 配 分 函数 即 正则 配 分 函数 Q 为 


Q (N,V,T') = См |] a= = Су دس سس سا‎ (10.8.6-5) 


其 中 , 相 空 间 变 量 z = ہا‎ ,۰۰۰ ру, ۔(ہرو, ۰۰۰, ہو‎ 因为 位 形 g 的 积分 限 取决 于 体系 的 物理 
尺寸 , 所 以 体积 对 配 分 函数 的 影响 体现 在 积分 限 里 . 例如 , 如 果 体 系 在 一 个 立方 僵 内 , 体 
HV = L3, 工 为 边 长 ; 那么 每 个 q 的 积分 限 为 0 — L. WEER s, = g/L, s, 的 积分 限 为 


0 — 1. 
对 于 任意 形状 的 体系 , 将 相 空间 变量 作 如 下 标 度 变换 ,从 (ара) 一 {ж.т}: 
в; = Vig 
| 020, (10.8.6-6) 
于 是 
d" pd" q = d" md s (10.8.6-7) 


即 相 空间 体 元 保持 不 变 , 即 正则 变换 . 于 是 Hamilton Я А] 


Н = x +0 ۰۰۰,ع)‎ qu) = s: ае р (Va, Иву) (1086-8). 
юз, ЯА ss سے‎ дтп; 1: ї № اعد‎ 
正则 配 分 函数 为 
N 
y-2 2 

QIN, V. T) = CN Ja" |а: ехр {= > ے۴۰‎ + U (Van, ж, 2] | 

1 = 1 а: | 

| (10.8.6-9) 


{RAZ (10.8.6-4) 得 到 压强 为 


‚190 7 kaT Nolana pe BH 
T fa r |а“ 317 


Оду © 
_ kpT 8 
شوہ جج‎ а" [а^ سس‎ у | 


p= kp 


V 2/3. 


+ U (Va, 9) 
= B oy |а اسر سا‎ 8) É а + = 


=з ا‎ р| а^ ہت‎ - 5 y] ее) 


дт 
2/3 wA. _ 
Ey" Эб سی‎ 


即 压强 


1 
3 
ке» اہک یو‎ ОЕ; (10.8.6-10) 
317 i 
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定义 virial 为 
М 
. 1 
Wa; > q, ТЕ, (10.8.6-11) 


(不 是 人 名 . 中 文 译 为 “位 力 ”, 113۷36 ,رانا‎ 意 音 均 贴 切 , 甚 妙 .) 于 是 压强 
1 


p= 37 (2К (р) + 2W) (10.8.6-12) 
可 见 压 强 的 估算 函数 为 
1 — í n: 1 ет 
П (e) = ہے‎ 2, (2 + qi Fi а) = зү {2K (р) + 2W} (10.8.6-13) 
Bp 
p= (П ((ھ)‎ (10.8.6-14) 


也 可 以 将 压强 的 估算 函数 IT (ас) 理解 为 瞬时 压强 , 即 微观 的 压强 . 
从 virial 量 和 能 量 均 分 定理 ( 见 式 【10.8.6-11) 和 式 (10.8.6-1)) 得 到 


2 
pV = 7۷ 7او ط‎ + 3 (W (10.8.6-15) 


此 式 是 恒温 - 恒 压 系 综 模拟 时 计算 压强 的 表 式 . 不 过 这 里 还 设 有 考虑 周期 性 体系 . 周期 性 
边界 条 件 下 virial E W 的 表 式 稍 有 不 同 . 

周期 性 体系 的 virial 关系 式 : 只 有 在 体系 置 于 一 定 体积 的 容器 内 时 才能 定义 体系 的 
压强 . 在 计算 机 模拟 里 , 周期 性 边界 条 件 就 相当 于 客 器 . 只 有 当 结 构 有 周期 性 边界 条 件 时 ， 
才能 计算 体积 , 压强 及 密度 . 对 于 周期 性 体系 , 如 固体 , 液体 模型 , g, 的 定义 不 够 明确 , 所 
以 压强 估算 函数 中 的 Y 9i F, 要 重新 写成 适合 于 周期 性 体系 的 形式 ， 


设 Fy 为 粒子 i 受到 粒子 j 的 作用 力 . 所 以 粒子 i 受到 其 他 粒子 作用 的 总 力 为 
Fi= у Fg (10.8.6-16) 
Ji) 


于 是 , 经 典 virial 可 以 改写 为 设 ri = ri 一 rj. 周期 性 体系 的 virial 量 为 


—= М 1 N N 1 N N N N 
=s дч Fam 2 Fu = + وہس‎ Py т ر‎ Fy 


i=l اس‎ Д) i=1 јд) jel (j) 


ID (rs): Fij‏ 207 رر ہس “اٹہ 


i=] iiti) 3=1 i(3) ТР 


再 因为 相对 坐标 ri = r — ту, 得 到 周期 性 体系 的 virial 为 


1 
?? ا 


К 


М 
1 
= y` rig Fy (10.8.6-17) 


LP | 
tizi] 
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式 (10.8.6-17) 表明 过 去 用 绝对 上 坐标 计算 virial, 可 以 改 成 现在 用 相对 坐标 来 计算 virial. 在 
计算 相对 坐标 ri 时 必须 与 周期 性 边界 条 件 一 致 , 即 ri 为 从 粒子 j 的 最 近 周 期 性 映 象 指 
ELT i 如 图 10.8.6-1 单 胞 中 的 粒子 у 和 该 粒子 的 映 音 j 与 粒子 i 的 关系 , 会 造成 表面 
的 贡献 , 于 是 导致 压强 不 为 零 . 


1 
x ` Tij 
т, 
0 r, | 


图 10.8.6-1 ЧЕ زط‎ 877 АЕ Б; 
根据 式 (10.8.6-15). A (10.8.6-1) 和 式 (10.8.6-11) 得 到 


V = Nk T+ (и) = 157 уту; ) + 1 3 Tp, (10.8.6-18) 
А š 3 E зр" З Ы Е 
即 
N N 
3pV = (> тугу + У Fı) (10.8.6-19) 
i=l i=] 
可 见 在 系 综 平均 之 前 , 压强 张 量 
TE- — т ЕХ 20 
= ў 2 111۷1۶٣ рэ. 2 (10.8.6-20) 
即 应 力 张 量 
1 М М 
т==—Р= -7 (mu? + rr?) (10.8.6-21) 
| i=} =1 
或 在 周期 性 体系 中 应 力 张 量 为 


М N 
1 T 1 т 
т=—Р = -7 .“پچ‎ T 3 y` | (10.8.6-22) 


ار 
因为 模拟 的 是 (NpT) 系 综 , 所 以 体系 体积 是 变化 的 . 根据 10.8.3 小 节 所 述 , 可 以 从 始 态‏ 
晶 胞 的 基 向 量 (ai, bi, ci) 和 形变 后 终 态 蜡 胞 的 基 向 量 (ay, bj, су) 来 求 得 应 变 矩 阵 <‏ 


تس а) SiT Th‏ وحم 0-237 ] کے 
є=;{(!) Ghi 1} = 5 (h ) hfhrh;' =1} (10.8.6-23)‏ 


其 中 , 方 阵 hi = [ai bı e], hy = [ау رط‎ cy], 终 态 的 度 规矩 阵 G = hyhy. 
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даа 


求 得 


( )"7ا 


求 得 应 力 张 量 т 和 应 变 张 量 < 后 , 就 可 以 从 式 (10.8.4-1)С иль = 


刚度 张 量 [Cimnk F 
ET 27 = 
IF, 07 


思路 如 下 : 
其 中 , 各 步 的 计算 公式 为 
)1( = = f (h; ТТ, — 1 


М 
1 
一 一 + - Fy: 
2( W 22.4 
1 N N 


ї=1 i=l 


(4) = = —Р; 
Chariya | 
(5) Cimnk = ہت ت8‎ 
讨论 
在 静态 的 条 件 下 , 式 (10.8.6-21) RA (10.8.6-22) 右边 第 一 项 为 零 , 此 时 应 力 张 量 应 为 
М 
“ша = -p Lan (10.8.6-24) 
或 对 于 周期 性 体系 
Tetat 一 元 > r F;; (10.8.6-25) 


(эй) 


10.8.7 “力学 性 质 的 分 子 模拟 原理 


原则 上 , 所 有 使 得 晶 格 中 核 位 置 “ 动 ” 起 来 的 模拟 方法 就 可 以 从 中 求 得 力学 性 质 . ЕЧ 
为 只 要 模拟 中 核 位 置物 动 就 可 以 求 得 应 变 张 量 , 故 应 力 张 量 的 求 得 可 分 为 三 类 : 静态 法 、 
动态 法 和 晶 格 振动 法 (BAFE), 

(1) 静态 法 : 静态 法 是 利用 拉 伸 模拟 样品 一 ! + А, 使 得 改变 体积 站 一 下 +AV 5] 
起 体系 能 量 E 的 改变 , 从 而 求 得 体系 的 压强 


(10.8.7-1) 


和 应 力 
т=—р (10.8.7-2) 
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此 时 从 模拟 求 得 纵向 应 变 a = 他. 于 是 杨 氏 模 量 ( 即 拉 伸 模 量 ) 
Ү = Е (10.8.7-3) 


从 模拟 求 得 的 横向 应 变 e, = > 再 求 得 Poisson Æ v 


v= = (10.8.7-4) 
静态 法 简便 , 可 是 无 法 得 到 切 变 模 量 , 也 无 法 得 到 温度 对 模 量 的 影响 . 
(2) 动态 法 : 动态 法 是 通过 体系 在 指定 温度 T 之 下 的 分 子 动力 学 模拟 完成 的 当 体 


系 达 到 平衡 之 后 , 认为 满足 准 遍 态 历经 , 然后 利用 virial 与 压强 的 关系 , Вр 


1 № р? 1 
p= — (Š — + 2W (10.8.7-5) 
Зу | > 2т; 
其 中 , 位 力 定义 为 е 
И = Уа ۲۳ (10.8.7-6) 
i=l 


在 周期 性 边界 条 件 下 virial 其 的 表达 式 为 


1 N 
W = 7 > ٣ر‎ Fij (10.8.7-7) 
Сез] 
其 中 , 粒子 了 到 粒子 i 位置 的 向 量 rij = г, гу Fy 为 粒子 i 受到 粒子 j 的 作用 力 . 它们 
都 可 以 从 分 子 动力 学 轨迹 中 求 得 . 再 根据 应 力 张 量 ， 


1 М N 
سے سم‎ P= ہج‎ [> miviv! + 2 nr? | (10.8.7-8) 
从 广义 Hooke 定律 Fim = ClmnkEnk 求 得 恒温 下 的 刚度 系数 为 
даі | 
Cimnk = бек E (10.8.7-9) 


其 中 , FER (en) 表示 除了 ene 之 外 的 应 变 分 量 均 保 持 不 变 , 四 阶 对 称 张 量 {Ск} = c 
称 为 刚度 张 量 , 应 变 张 量 = 和 应 力 张 量 o 均 是 二 阶 对 称 张 量 . 为 方便 计 采 用 Voigt 向 量 
符号 法 
Ti = Су, (10.8.7-10) 
ВІ 
т = Се (10.8.7-11) 
其 中 , C = (Cg) 为 刚度 矩阵 . 应 变 张 量 在 模拟 中 是 通过 从 平行 六 面体 的 形变 求 算得 到 的 . 
设 始 态 的 平行 六 面体 的 三 条 边 的 向 量 为 (ao, bo, со), 形变 后 为 (a,b,c), 则 终 态 的 应 变 张 


ү фр 
1 


e=; [(ç')' Gha! —1} (10.8.7-12) 


# 65 C RBK . 90] - 


其 中 , 矩阵 ho = [ao bo со] (ЕРЕ АЈА ВЕ), 矩阵 h = [a b с], 度 规 矩阵 G = h"h. 
式 110.8.7-12) 中 的 应 变 张 量 e 要 转换 成 6 维 应 变 向 量 e, 才 是 式 (10.8.7-11) 中 惯用 的 Voigt 
符号 . 

(3) 晶 格 振动 方法 : 第 三 种 模拟 力学 性 质 的 方法 是 利用 晶 格 振动 的 方法 求 得 的 . на 
振动 的 简 正 分 析 得 到 准 粒子 一 一 声 子 . 故 本 法 又 称 声 子 法 . 本 质 上 这 是 静态 法 的 变种 ， 
但 是 由 于 形变 不 是 人 工 施加 的 , 而 是 通过 晶 格 的 振动 分 析 得 到 的 , 所 以 正 应 变 、 切 应 变 都 
可 以 产生 ,从 而 模拟 得 到 ， 于 是 只 要 通过 晶 格 振动 时 计算 体系 能 量 的 相应 变化 求 得 正 应 
力 和 切 应 力 , 进而 求 得 全 部 力学 性 质 . 通常 , 晶 格 振动 方法 只 是 基态 振动 能 级 变化 , 所 以 
它 不 能 像 分 子 动力 学 模拟 那样 得 到 力学 性 质 对 温度 的 依赖 关系 . 

无 论 用 以 上 哪 种 方法 , 对 于 实际 应 用 中 大 量 的 各 向 同性 材料 , 只 要 有 两 个 独立 量 Lame 
系数 与 4 就 可 以 表达 所 有 的 弹性 模 量 ， 


Young БЕ: Ү =н (B+) (10.8.7-13) 
+ م‎ 
\ 
Poisson К: “= (10.8.7-14) 
ЖЕЕ: K = 从 十 7 (10.8.7-15) 
HERR: G = р (10.8.7-16) 
A ERA ЭЙ. 
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第 11 章 ”统计 数学 在 药物 、 材 料 设计 上 的 应 用 


“统计 本 质 上 是 一 种 归纳 推理 . 
— R. А. Fisher(1890~1962, 统计 数学 的 主要 问 基 人 之 一 , 英国 数学 家 ) 


据 新 的 统计 , 化 学 药物 目前 占据 药物 生产 总 值 的 85 吕 .化 学 药物 是 关系 人 类 生存 的 
关键 之 一 . 在 SARS ВНЕ, 中 国 科学 院 里 各 个 课题 组 凡是 稍为 涉 边 的 都 被 动员 起 
KT. ME, 居安思危 , 设计 新 的 药物 特别 重要 . 

药物 设计 是 20 世纪 60 年 代 提出 的 名 词 . 现在 药物 设计 的 含义 已 经 和 当年 的 很 有 差 
别 . 但 无 论 如 何 药物 设计 的 中 心 任 务 是 帮助 寻找 新 的 药物 . 材料 设计 的 提出 也 是 出 于 同样 
的 目的 , 寻找 新 型 材料 . 药物 设计 、 材 料 设 计 学 科 发 展 的 道路 有 其 相同 的 历程 , 都 是 经 历 
过 所 谓 “ 示 荣 " 式 的 历史 阶段 , 到 目前 两 者 都 企图 从 理论 化 学 、 计算 化 学 方法 中 寻找 理性 
的 . 根本 的 出 路 . 

过 去 药物 设计 的 “设计 " 是 指 : 任 已 有 的 临床 经 验 、 民 间 偏 方 、 生 活 经 验 的 启发 和 联 
AH. 朝 预 想 的 方向 合成 一 定数 量 的 化 合 物 , 然后 经 过 实验 室 试验 、 动物 试验 和 临床 试验 ， 
完成 毒 理 、 药理 试验 , 最 后 得 到 一 种 满意 的 新 药 . 但 是 现在 随 着 科学 的 发 展 , 尤其 是 理论 
化 学 、 计算 机 技术 的 发 展 , 逐步 发 展 出 新 的 药物 设计 方法 . 这 些 方法 的 特点 是 力图 在 分 子 
水 平 上 更 加 理性 地 进行 药物 的 寻找 . 

本 书 第 2 章 介 绍 的 Hohenberg-Kohn 第 一 定律 说 明 ， 化 合 物 基态 的 一 切 物 理 、 化 学 性 
质 唯一 地 取决 于 化 合 物 的 原子 楼 坐标 , BD “结构 决定 一 切 ". 但 是 因为 这 是 从 Schrödinger 
方程 反 证 得 到 的 , 这 个 所 谓 “一 切 " 性 质 , 实际 上 从 目前 水 平 的 量子 力学 看 那 是 指 体系 的 
所 有 无 生命 的 性 质 ， 从 经 典 力 学 的 观点 看 那 是 指 可 以 由 体系 中 所 有 粒子 的 位 置 (q y 和 
动量 {р, 表达 的 性 质 f ({q;} {P;}) 量子 力学 中 的 “演化 算 符 ”实际 上 不 是 达尔 文生 
物 进化 的 会 义 , 而 是 牛顿 决定 论 的 会 义 . 海 森 堡 认为 : “为 了 理解 生命 , 在 物理 学 和 化 学 概 
念 之 外 , 必须 加 上 的 唯一 概念 是 历史 的 概念 . "Ul 

既然 目前 物理 化 学 关于 物质 世界 的 最 高 理论 成 果 , 即 所 谓 由 量子 力学 和 统计 力学 组 
成 的 第 一 原理 , 只 能 求 算 物质 无 生命 的 性 质 , 而 药物 设计 关心 的 却 是 有 生命 的 性 质 . 那么 
是 香 第 一 原理 对 药物 设计 就 无 所 作为 呢 ? 不 是 的 ， 也 就 是 说 , 尽管 目前 的 科学 水 平 还 未 
能 对 药物 的 治疗 过 程 建 立 普遍 有 效 的 物理 模型 , 那么 还 可 以 退 而 从 数学 模型 着 手 作 药物 
设计 . 

20 世纪 60 年 代 , Hansch、 苇 田 等 开创 了 “经 典 QSAR" (定量 结构 -活性 关系 , 又 称 定 
量 构 效 关系 .quantitative structure-activity relationship) 的 研究 . 大 量 的 研究 结果 说 明 : 化 
合 物 的 某 种 有 生命 性 质 下 (如 毒性 、 半 致 死 剂量 LD50、 活 性 等 ) 与 读 化 合 物 的 某 n 种 无 
生命 性 质 (p;|j = 1(1)n} FA, 


ф= f (p1, pa E :pn) (11-1) 
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尽管 还 无 法 找到 这 个 普遍 适用 的 函数 关系 /或 许 它 根 本 不 存在 ). “经 典 QSAR 学 科 毕 
竟 开辟 了 通过 统计 数学 研究 药物 的 道路 , 使 得 人 们 可 以 从 无 生命 的 物理 化 学 性 质 构筑 数 
学 模型 , 预测 有 生命 的 性 质 . “ЖИ” 不 再 是 思辨 的 、 无 法 言传 的 , 浮现 出 它 理性 的 一 面 . 

药物 设计 , 材料 设计 中 采用 统计 数学 的 办 法 均 属 于 黑箱 方法 (图 11-1). 所 有 的 黑箱 方 
法 均 由 两 步 组 成 : 第 一 步 称 为 “学 习 " 或 “自学 ", 第 二 步 称 为 “预测 ". 在 第 一 步 里 , 收集 
已 知 活性 的 化 合 物 ( 共 m 个 , 称 为 学 习 组 ), 记 它们 的 活性 分 别 为 ) ھ٥۰‎ |к = 1(1)m}. 再 根 
Ж ЕПН п 个 无 生命 性 质 {р |k = 1(1)m; j = 1(1)n }, 采用 已 有 的 统计 数学 方法 唯 银 
地 求 得 活性 Ф 和 无 生命 性 质 之 间 的 函数 关系 FRA (11-1)). 第 二 步 就 可 以 设想 许多 不 同 
的 分 子 [ 称 为 预测 组 ), 尽管 他 们 的 活性 未 知 , 但 是 只 要 用 各 种 计算 化 学 的 方法 计算 出 他 们 
各 自 的 性 质 {p.p ора}, 代入 在 第 一 步 里 得 到 的 具体 函数 形式 Ф — f (p, pr ,pn)， 
就 可 以 求 得 它们 活性 的 计算 值 . 黑箱 方法 中 经 常 采用 的 统计 数学 方法 包括 多 元 线性 回归 、 
主 成 分 分 析 、 聚 类 分 析 、 偏 最 小 二 乘法 、 各 种 模式 识别 方法 ,甚至 称 为 “新 一 代 算 法 " 的 
人 工 神经 网 络 、 遗传 算 法 , 模拟 退火 等 . 


图 11-1 药物 设计 


所 谓 灰 箱 是 指 信息 不 完整 的 那些 体系 . 鉴于 目前 “信息 ” 一 词 的 过 度 使 用 . 宁可 认为 : 
黑箱 是 指 体系 内 部 物理 过 程 不 了 解 的 那些 体系 , 人 们 对 于 黑箱 的 了 解 只 是 从 外 部 对 性 系 
测量 得 到 的 知识 . 目前 的 药物 设计 的 大 多 数 内容 就 属于 黑箱 研究 . 人们 对 于 药物 的 知识 基 
本 上 是 对 药物 的 化 学 行为 (尤其 是 分 子 结构 ) 和 药物 产生 的 生物 效应 的 实验 测量 结果 , 那 
就 是 药物 设计 的 起 点 . 

伟大 的 数学 家 . 哲学 家 B. 罗素 说 过 : (自然 科学 )* 单 赁 数学 什么 也 得 不 到 ."(《 人 类 的 
知识 } ) 这 里 引用 这 和 句 话 只 是 提醒 用 黑箱 方法 得 到 的 “定量 构 效 关系 " A (11-1) 尽管 有 助 
于 寻找 活性 更 高 、 副作用 更 低 的 新 药 , 但 是 不 等 于 揭示 了 无 生命 性 质 是 如 何 影响 活性 的 
客观 物理 机 理 . 

在 材料 科学 领域 , 尽管 原则 上 可 以 用 第 一 原理 计算 所 有 的 无 生命 性 质 , 但 是 鉴于 材料 
科学 中 大 量 的 实际 应 用 问题 需要 一 类 快速 简便 地 帮助 寻找 新 材料 的 方法 , 于 是 类 似 于 药 
物 设计 的 QSAR 方法 , 统计 数学 在 材料 科学 上 形成 了 一 类 所 谓 OSPR 方法 (定量 结构 -性 


ДЖ Ж, quantitative structure-property relationship ). 
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不 过 , 只 有 具有 物理 内 涵 的 数学 才能 使 科学 从 唯 象 科学 阶段 进入 严密 科学 阶段 . 这 一 
点 虽然 目前 还 不 是 所 有 的 化 学 家 所 公认 的 , 但 是 20 世纪 科学 的 发 展 说 明 这 势 所 必然 , 其 
实 只 要 考虑 一 点 就 可 以 了 : 尽管 黑箱 方法 的 数据 来 源 于 实验 , 但 是 如 果 仅 仅 任 统计 数学 
就 可 以 得 到 该 科学 领域 的 内 在 规律 的 话 , 那么 自然 界 任何 一 个 科学 领域 的 规律 都 可 以 用 
同一 个 方法 、 模式 来 研究 就 行 了 : 一 部 分 人 做 实验 测量 , 其 余 的 做 QSAR 或 QSPR, 即 可 
完成 科学 的 全 部 任务 , 不 同 科学 领域 的 个 性 特点 就 消失 了 . 显然 这 是 违反 常识 的 . 美国 作 
家 D. Huff 特地 为 此 撰写 科普 书 How to Lie with Statistics 告 诚 人 们 : 统计 数学 本 身 是 科 
学 的 , 但 是 一 旦 滥用 就 失去 了 科学 性 品 . 

为 什么 同样 采用 统计 数学 的 不 同学 科 , 统计 力学 还 可 以 称 为 “严密 科学 " 而 其 他 一 些 
采用 统计 数学 的 学 科 就 不 能 称 为 “严密 科学 " ЦИ? 理由 之 一 是 : 统计 力学 采用 统计 数学 时 
平均 的 样本 数 N 达到 1023 的 数量 级 , 所 以 相对 误差 达到 ۱7۷۸۳ = 10-11, 而 其 他 采用 统 
计数 学 的 学 科 往 往 样 本 数 仅 为 几 百 , 故 误差 大 于 5%. 所 以 , 两 者 的 差别 不 能 因为 后 者 的 
广泛 应 用 而 于 忽视 . 


11.1 统计 数学 方法 


药物 设计 中 所 有 的 QSAR 方法 或 材料 设计 中 的 QSPR 方法 都 属于 黑箱 方法 .黑箱 方 
法 通过 活性 数据 { ФО) = 1(1)т} 和 物理 化 学 性 质数 据 {p k = 1(1)m;j = 1(1)n} 建立 
Ф = fp, Pa, ,pn) 的 唯 银 统计 模型 . QSAR 方法 毕竟 开辟 了 通过 统计 数学 研究 药物 的 
道路 , 使 得 人 们 可 以 从 该 统计 模型 预测 有 生命 的 性 质 , “设计 ”一 词 的 神秘 面纱 开始 褪 下 . 
为 此 先 介 绍 有 关 的 统计 数学 方法 B~I0 


11.1.1 无 偏 估计 


1) АФ. 样本 

研究 对 象 的 全 体 称 为 总 体 . 在 这 里 相当 于 对 自 变量 、 因 变量 的 无 穷 多 次 测量 的 全 体 ， 
其 中 , 每 一 个 研究 对 章 称 为 个 体 . 在 这 里 相当 于 对 自 变量 . 因 变 量 的 一 次 测量 . 实际 上 , 总 
是 只 用 “总体” 中 的 一 部 分 , 即 用 有 限 次 数 的 测量 来 寻找 自 变 量 与 因 变 量 之 间 的 依赖 关系 . 
这 有 限 次 数 的 测量 的 全 体 称 为 样本 . 任何 统计 数学 的 目的 是 通过 样本 来 把 握 总 体 的 规律 ， 
即 通过 “样本 均值" 、“ 样 本 方差 " 来 准确 计算 ( 即 无 偏 估计 )* 总 体 均值 "、“ 总 体 方差 "， 统 
计数 学 只 对 总 体感 兴趣 . 

2) 简单 随机 样本 

W Xi, Xo, Xn ЖЖ x 的 样本 . 符合 以 下 条 件 的 样本 Xi, Хо, Xn 称 为 简 
单 随机 样本 (简称 样本 ): 总 体 x 中 的 每 一 个 个 体 被 抽取 到 的 概率 相等 且 个 体 之 间 互 相 独 
立 , 每 个 个 体 x, EE X 具有 相同 的 概率 分 布 . 以 下 讨论 的 都 是 简单 随机 样本 . 

3) 中 心 极限 定理 (central limit theorem, ШЕВ MA) 

车 随机 变量 Xi, Xa,… X, 相互 独立 且 具 有 相同 的 分 布 , 以 及 E (Xi) = u, D (Xi) = 
0200 = 1,2,… ‚п, о; 0), 记 这 些 相互 独立 的 随机 变量 的 算术 平均 值 为 Х = 1 У ×× ш 


=] 
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对 于 任意 实数 z 恒 有 概率 P 满足 


即 在 ”充分 大 的 时 候 , X 趋 近 于 正春 分 布 , 记 为 X ~N (и, ڑگ‎ 所 以 对 同一 物理 量 的 
多 次 测量 结果 的 平均 值 X 服从 于 正 态 分 布 ( 即 Gauss 分 布 ). 

4) 无 偏 估计 的 定义 

ER 就 是 准确 的 意思 . 设 用 总 体 对 体系 某 性 质 的 估计 值 为 而 用 样本 对 该 性 质 
的 估计 值 设 为 记 车 E (AOG, Xo ‚Х„)) = 0 成 立 , W û (X1, Xa, Xn) 称 为 是 性 质 
9 的 无 偏 估计 值 . 

و وھ )5 

定义 1111-1 گلا‎ X,,X;,... ھ,‎ BEE X PEE FAN (Xi, Xan, Xa) 
不 含有 未 知 参数 , 则 称 .رر‎ Xn) EA RHE. 总 体 的 统计 量 有 总 体 均值 = 


E(X), 总 体 方差 D(X) = 02, 总 体 的 标准 误差 ے‎ 样本 的 统计 量 有 样本 均值 部 = L Y ` x, 
和 样本 方差 5?. 样本 方差 定义 为 =“ 


2ے ا 
)11.1.1-2( 20ھ082 
其 中 , f 为 样本 的 自由 度 , 即 其 中 独立 变量 的 个 数 .‏ 
求证‏ )6 
E (X) = E(X) =p (11.1.1-3)‏ 
证 明 ”因为 这 里 讨论 的 是 简单 随机 事件 , 故 根据 中 心 极 限定 理 , 有 (х) = р. УЧ‏ 
为‏ 


Tt 


т . [1 1 _. 1 کے‎ 1 
2(%) -5 (2X) =- 


这 里 第 三 步 的 根据 是 简单 随机 事件 中 每 个 个 体 XX AE x 具有 相同 的 概率 分 布 。 جس‎ 
式 (11.1.1-3) 表明 样本 均值 X 是 总 体 均 值 的 无 偏 估计 . 
ТИ X E x, 有 效 
Wik X — N (и.т?) и Б в? 未 知 , تر‎ Xo. °°° Xn 是 总 体 的 样本 . 求证 方差 


D(X) = (11.1.1-4) 
证 明 ”因为 简单 随机 样本 , Ж D(X) = D(X) = о? #l ریم مر‎ = k2D (X), 所 以 
(а) =» (2 > x) سا تح‎ а 
i=l i=] ; 


式 (11.1.1-4) 表明 用 样本 均值 X 对 总 体 作 估计 量 时 的 方差 只 有 用 个 体 x, 作 估 计量 
时 的 Ln, WORA Ж. 
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8) 总 体 方差 o 的 无 偏 估计 
k. (11.1.1-2), 自由 度 f = п 一 1 的 样本 方差 


)11.1.1-5( رد دوہ = Sii‏ 

求证 52, 是 总 体 方 差 o 的 无 偏 估计 , 即 
Е (52_,) = а? (11.1.1-6) 
iE ”因为 D(X) = E (X2) — (B(X))2, 所 以 E(X?) = D(X) + (Е(хХ))?, 于 是 


52_, 的 期 望 值 为 
برڈ ار ۔ ° - اف = رجہ‎ e) 
— Ese -nE (3°)} 


因为 E(X?) = D(X) + (Е(Х))*, 所 以 
ES در ے‎ (D(x) + воо} -п[р(Х) + (E اوت‎ 
其 中 , 7 (ھ)‎ = о?, B(X,) = u, D (X) = т 和 E (X) = и, 进而 可 以 得 到 


ER) = پل‎ | + - (É не) =? оп 
讨论 
(1) 样本 总 数 п 不 等 于 自由 度 的 问题 мі د‎ 化 学 问题 中 , 不 知道 总 体 均值 سر‎ 
只 能 从 测量 值 求 出 样本 均值 Х. 已 经 证 明 ЕО X) = р, 所 以 样本 均 慎 X 是 总 体 
均值 ш HEt. 已 经 证 明 Е(52_,) = ای‎ - = т?, 所 以 不 能 看 样本 总 数 n, 而 
必须 看 自由 度 , 即 样本 总 数 为 n 时 ， 总 体 方差 k: 的 无 偏 估计 应 当 用 自由 度 为 n -1 的 样 
本 方差 52, 来 求 得 , 而 不 是 从 52 ЖЧ. 
(2) Ê ہی سے‎ 有 的 统计 问题 中 总 体 均 值 E(X) 是 给 定 的 , 样本 均值 


EMA X = 7د‎ Ж, 显然 有 n 个 独立 变量 , 故 自 由 度 为 n 在 大 多 数 统计 问题 中 


总 体 均 值 E (X) RM, 样本 方差 52 = 7 (x, - X)° PH X EYRE X = ےچ‎ 
计算 得 到 , 即 有 一 个 约束 , MAF п-1 个 独立 变量 即 自 由 度 为 п—1. 
11.1.2 多 元 线性 回归 4 

一 个 有 pp 个 目 变 量 {zy} 和 一 个 因 变 量 y 的 问题 , 对 此 有 п 套 测 量 数据 , 即 {{x:;|j = 
1(1)ph yili = 1(1)п}, 现在 需要 按照 如 下 线性 方程 拟 合 : 


Р 
i= 5+ У Ву, ۶ء ۷۰ء‎ (11.1.2-1) 
л=1 
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试 求 系数 { Ao, {Aj را‎ = 1(1)p}}. 这 里 把 拟 合 后 的 系数 和 因 变 量 符号 上 加 记号 *^”, 以 区 
别 于 拟 合 前 的 量 . 如 果 把 实验 数据 代入 拟 合 方程, 则 必 有 误差, 即 


P 
yi = fo + Уху +e, ۷٢ ہ0‎ )11.1.2-2( 
j=l 
假定 
误差 的 期 望 值 (e) =0, FE D (ei) = o° (11.1.2-3) 


ЕЗИ ДАЕ ЛА MAA N (0,0%), o? 为 拟 合 的 方差 .‏ انا 
式 [11.1.2-2) 也 可 以 写成 如 下 的 矩阵 形式 :‏ 


yi l fu +~ Tip Ду El 
2 1 т *** وھ‎ ñ Ea | 
4 تس‎ 0 ы Ы ۴ ы )11.1.2-4( 
Un سے[‎ 1 ma oo Фар nx (p+1) Bp (p+1)x1 En Jax 
Bp 
Ү =ХВ+є )11.1.2-5( 
其 中 , 假定 
E(s)=0, E {tr (ee"]} = о> (11.1.2-6) 
3⁄1 1 mi --- туу 
t 1 al + Ж 
Y= к 1 K=| ü X 
Yn 1 Za ٠. Trp 1 
pig ای‎ (11.1.2-7) 
o El 
й) En 
B = | ‚ ES 
Bp (р+1)х1 En mxl 


Y 称 为 观测 向 量 , X 称 为 数据 矩阵 , р 称 为 系数 向 量 , 就 是 需要 求 算 的 目标 . 
什么 时 候 才 算是 最 好 的 拟 合 昵 ? 应 当 是 满足 误差 向 量 = 的 模 最 小 , 即 问题 可 以 理解 
为 改变 B 使 得 eTe 极 小 , 即 min (ее). 利用 式 (11.1.2-5) 得 到 
min (e"e) = min [CY - xp)" (¥ — ХВ) = min [Q] 


其 中 ， 
Q = (Y - Xp)" (Y — ХВ) (11.1.2-8) 
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既然 是 极 小 , 则 必须 满足 一 阶 导数 在 名 处 为 O, Вр 


ا د اہ 
(Y — ХВ) (Y — ХВ)‏ = 
ap B=}‏ من 
sY- fî xTy 一 YX + XTX‏ 
部 в=Ё‏ 
(ЖЕР АРЕ ЕВО ЕШШ Ж MEHR B.2 节 ). 于 是‏ 
کے وی T‏ ا٣‏ رم _ д0 - |_YwTy‏ سے 
XTY - (YTX) + XTX§ + (BTXTX) | 7‏ |7 5 = 
|-ХТү + ×٢× |‏ 2= 
于 是 求 得 系数 向 量‏ 
B= (XTX) XTY (11.1.2-9)‏ 
最 后 , 拟 合 后 的 方程 为‏ 
Y = х (11.1.2-10)‏ 
讨论‏ 
实验 值 和 拟 合 值 之 差 称 为 残 差 , e, = yi - j, = 1(1)n, 也 可 写成 如 下 列 矩 阵 :‏ )1( 
е=Ү-Ү (11.1.2-11)‏ 


(2) 根据 式 (11.1.2-9) 和 式 (11.1.2-10) #8] ¥ = Xñ = X (XTX) XTY. 定义 


H = X (XTX) ‘хт (11.1.2-12) 
ñW 
Y=HY (11.1.2-13) 
通过 不 难 的 运算 可 以 证 明 H 矩阵 有 以 下 重要 性 质 (2 1, 矩阵 为 و‎ x n 单位 方 阵 ); 
(i) 对 称 性 : (in — H)" = 1 一直 )11.1.2-14( 
(ü) FFE: (1 一 H) = 1, - H (11.1.2-15) 
(iii) XT (1, - Н) =0 )11.1.2-16( 
(3) 还 可 以 证 明 等 式 
ХТе=0 和 YTe=0 )11.1.2-17( 


(4) AFER. RAFA., 回归 平方 和 : $ 
2 (yi - ñ)” = Sg = eTe = (v - +). (ү 一 ç) (11.1.2-18) 


SE 称 为 残 差 平方 和 . 令 y 实验 值 的 平均 值 


کر 


> )11.1.2-19( 


可 以 证 明 拟 合 值 的 平均 值 等 于 实验 值 的 平均 值 , ۷ 


= 1 I = 9 (11.1.2-20) 
کس‎ 
定义 
总 平方 和 
5T = Y (yi - (7 (11.1.2-21) 
i=] 
HE FH 
Se = 》 (w — й) )11.1.2-22( 
iml 
回归 平方 和 : 
Sa = Y (ü, — pP (11.1.2-23) 
i=1 
(5) 求证 | 
Ун = Уй + Se (11.1.2-24) 
i=1 i=l 
证 明 


YY (Y-Y+Y) (Y-Y+Y)=(Y+e) (¥ +e)‏ = ہی ہے 
i=] и‏ 


= TF +e"? + ЎТе+еТе= ҮТҮ + Sg = У) 02+ SE m 
i=l 
(6) 又 可 以 先后 根据 式 (11.1.2-18)、 式 (11.1.2-13)~ 式 {11.1.2-15) 和 式 (11.1.2-9) 证 
得 

Sg = YTY — YTXË (11.1.2-25) 

(т) 求证 i 
Sr = Sn + SE (11.1.2-26) 

证 明 


ST 一 SR =Y (p-p) -Y (B: - д) 
i=l 


i=l 


m т ы а. 
= — 23 + п) — У 8 +20) й – n (g)° 
im] لا سنج‎ i=] i=l 


п TE 
=} u - > Ü = Se ш 
t=1 i=l 


式 (11.1.2-26) 是 统计 回归 中 最 著名 的 等 式 (R. A. Fisher, 1890~1962). 说 明 总 平方 和 Sr 
有 两 个 来 源 : 回归 平方 和 Sa 与 残 差 平方 和 ےم‎ Sa 代表 原始 数据 中 能 够 通过 线性 拟 侣 纳 


11.11 统计 数学 方法 ‚301. 


入 规律 性 的 部 分 , 而 Se 代表 原始 数据 中 通过 线性 拟 侣 无 法 纳入 规律 性 的 部 分 . 残 差 平方 
和 Sg 在 总 的 平方 和 Sr 中 占 的 比例 越 小 , 或 回归 平方 和 Sa 在 总 平方 和 Sr 中 占 的 比例 
越 大 , 都 表明 从 原始 数据 中 规律 性 提取 得 越 好 . 所 以 定义 相关 系数 的 平方 

SE _ ele 

)11.1.1-27( گے یہ ہے 


> (к – 7ج‎ 


i=l 


Е? = РЁ 
T 


代表 拟 侣 的 程度 . 在 其 他 条 件 相 同时 , RF 越 接近 于 1 代表 拟 合 越 好 . 
(8) 求证 残 差 平方 和 的 期 望 值 
Е (Sg) = (n -p — 1) a2 (11.1.2-28) 
证 明 
(1) 根据 式 )11.1.2-12( 得 到 
HX = {X (XTX) 'xT)x=xX (11.1.2-29) 
依次 根据 式 (11.1.2-11), 式 (11.1.2-13). 式 (11.1.2-5). 式 (11.1.2-29) 得 到 
e= Y- Ý -=Y -HY = (1, - H) Y = (1, - H) (XB + £) 
= XÊ + £ НХВ – He 
即 残 差 
€ = (1, — He )11.1.2-30( 
(ü) 依次 根据 式 ۔(11.1.2-15)‎ 式 (11.1.2-30). Æ (11.1.2-14),  )11.1.2-15( 得 到 
E(SE) = E(e"e) = E {tr(e"e)} = Е{&Т([(1„ – H)e]! (1, ~ Н)е)} 
= Е {tr(e"(1, — H)e)} 
= tr { E[(1n — H)ee"]} = tr {(1, — H) E (ee")} 


因为 式 (11.1.2-6) 说 明 E {tr (кє!) = o°, 所 以 E(Sg) = ої (1,, — H} = о? (п — trH). 
再 因为 式 (11.1.2-12), 故 trH = tr {X (Xx) хт} = trf (XTX) ` XTX}. AX X Ж 
n x (p+ 1) انتا‎ ЕЕ, ЖОШ БЕЗЕ (XTX) XTX 一 定 是 p+1 رط‎ 00198۳١ 1,;1. 于 是 
trH = tr {lp} =p+1. FEL E (Sg) = (n — p— 1)? m 

讨论 

(i) 实际 上 , 统计 过 程 只 用 总 体 中 的 一 部 分 , 即 用 有 限 次 数 的 测量 来 寻找 自 变 量 与 因 
变量 之 间 的 依赖 关系 . 这 有 限 次 数 的 测量 的 全 体 即 样本 . 任何 统计 数学 的 目的 是 通过 样本 
来 把 握 总 体 的 规律 , 即 通过 样本 均值 、 样本 方差 来 准确 计算 { 即 无 偏 估 计 ) 总 体 均 值 和 总 
体 方差 . 统计 数学 只 对 总 体感 兴趣 . 所 以 必须 “无 偏 *. 
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SE 
ъ—р—1 

Se _ 
n—p—1 


式 (11.1.2-31) 的 平方 根 称 为 拟 合 的 标准 误差 


) = =, 所 以 PE RRD 


(1) 既然 证 明了 式 (11.1.2-28), BH 32 кер 


а? 的 无 由 估计 


г? (11.1.2-31) 


۱ 5 
ë= ل‎ E _ (11.1.2-32) 
ъ—р—1 


在 11.1.1 小 节 讨 论 的 是 单个 随机 变量 的 无 偏 估计 . 这 里 多 元 线性 回归 问题 中 是 p 个 随机 
变量 的 问题 . 式 (11.1.2-82) HE n-p 一 1 是 自由 度 , 即 独立 变量 个 数 , 一 个 约束 来 自 


样本 均值 X = = 》 X, 的 计算 , p 元 线性 回归 相当 于 p 个 约束 , 所 以 共有 р + 1 AR. 
总 的 来 说 , 11.1.1 小 节 和 这 里 p 元 线性 回归 问题 的 无 偏 估计 可 以 汇总 为 表 تب تد‎ 


表 11.1.2-1 单 随机 变量 和 元 线性 回归 问题 的 自由 度 和 无 偏 估 计 


自由 度 کل رط رس ات‎ h E 5:1022/0771 
1 та 
单 随机 变量 т Ü E = i > (а 一 е)? 
۔_‎ _ 1 L < _ 
单 随机 变量 m=] 1,2 =н T= 12508-07 
一 元 线性 回归  n-2 2, Во, f= (XTX) XTY — c= -一 > ( — 2)? 
= а 5 а _ 1 7 
二 元 线性 回归 n=3 3, бо, Ĝi, бә ñ= (XTX) 'xTY T= 32,69 — Ф)? 
P 元 线性 回归 п-р-1 p+l, Ва ryx1 Ё = (xx) XTY a= 7 чү | 2 (ri — ٭2ڑھ‎ 
=1 
(9) 均 方 、 自由 度 , 方差 比 : 它们 的 定义 和 关系 见 表 11.1.2-2. 
Ж 11.1.2-2 
来 源 平方 和 Авж 均 方 ہی ارہ‎ H: 
т © 
SR = Y ` (fı — g) = = Fn m= Z 
回归 8 9ا ے‎ g) fa=n R = у جرب‎ = р 
а — = x w کی‎ SE 
FR Sg = 1 ` (w — й) کے = چا 1 - پڑے وو و‎ 
i=l Je 
ВИ Sr=9 (m-p)" = Sk+SE fr=n-1 
imi 
7 Va _ (5н//н) _ ( 1)5 
F {pn —p—1 = JE Ra Аро 111.2-3 
nm S ve U درد‎ —  pSs | 
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(10) 可 以 证 明 方差 比 F 和 相关 系数 平方 Н? 之 间 互 相 换算 的 式 子 为 


(п —p-1) 


(11.1.2-34) 


R2 = 


1 
م — ب‎ (11.1.2-35) 
lk 1 
( Шш pF ) 
(11) 几何 意义 ; 在 最 简单 的 “一 元 线性 回归 ”分 析 中 , 其 几何 意义 见 图 11.1.2-1. ў = 
Â + Âr AWETE. DWE پیر‎ - 0, 回归 偏差 р; —– р MEER yi D, 的 几何 会 义 从 
图 11.1.2-1 中 就 可 以 看 出 . 


图 111.21 一 元 线性 回归 分 析 


(12) 置信 水 平 (confidence level): 任何 一 个 统计 数学 处 理 之 后 , 最 后 结果 是 否 良 好 , 要 
落实 到 置信 水 平 1 一 a 117. 

在 化 学 界 流传 甚 广 的 误解 是 单独 把 相关 系数 员 或 它 的 平方 R 作为 拟 合 好 坏 的 判 据 . 
准确 的 概念 是 相关 系数 R 或 它 的 平方 خر‎ 不 能 单独 用 来 作为 拟人 台 好 坏 的 判 据 ; 相关 系数 
R 还 必须 根据 自由 度 n - р — 1, 然后 就 可 以 在 任何 一 本 统计 数学 书 附录 中 的 R 值 表 , 查 
到 置信 水 平 1 -a 分 别 为 90%, 95% ER 的 由 时 的 最 小 R 值 , 相关 系数 大 于 此 值 的 拟 台 才 
是 好 的 拟 合 . 只 有 置信 水 平 才 是 人 为 设 定 的 , 不 能 设 定好 的 相关 系数 值 . 

同样 , 方差 比 F (fa, fe) 也 必须 与 回归 自由 度 fa = р ARE АНЕ fe =n р 1 
在 一 起 , 才能 查 到 置信 水 平 1 - a 分 别 为 90%, 95% ER 的 几时 的 最 小 F (fa. Je) E. 这 个 
概念 的 缺失 经 常 可 以 在 药物 设计 的 研究 文献 中 发 现 . 

(13) 偏 相关 系数 : 在 以 上 p 个 自 变 量 的 多 元 线性 回归 问题 中 , 如 何 辨 别 某 个 自 变量 
的 重要 性 呢 ? 这 就 要 引入 偏 相关 系数 的 概念: 

从 上 述 讨 论 知道 р 个 自 变量 的 多 元 线性 回归 问题 中 的 残 差 平方 和 . 设 从 个 自 变量 
中 删 去 第 ; 个 自 变量 ту, 此 后 用 余下 的 p -1 个 自 变量 作 “p — 1 元 线性 回归 ”时 的 残 差 
平方 和 称 为 50), 则 


vj = 1(1)р (11.1.2-36) 
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称 为 第 j 个 自 变量 zj 的 偏 相关 系数 .显然 , 必 有 50 > Sp, 故 R, 值 在 0 到 1 之 间 . 在 
原来 的 pp 个 自 变量 中 对 因 变 量 影 响 大 的 自 变 量 , 显然 删 去 它 后 残 差 平方 和 会 变 大 , 其 偏 相 
关系 数 R; 也 越 大 . 于 是 可 以 根据 偏 相关 系数 的 大 小 , 删 去 影响 最 小 的 几 个 自 变 量 , خ‎ 
变量 的 总 数 减 少 . 


11.1.3 ”数据 矩阵 的 标准 化 处 理 


1) 数据 矩阵 

假定 现在 要 解决 р 个 自 变量 (z |i = 1(1)p} 和 一 个 因 变 量 y 之 间 的 统计 问题 . 由 于 
总 是 希望 统计 分 析 的 理论 形式 不 要 随 着 自 变量 单位 、 量 网 的 不 同 而 改变 , 所 以 在 进行 统 
计数 学 分 析 之 前 先 要 将 自 变量 的 测量 数据 进行 标准 化 处 理 ， 即 标准 化 变换 ,也 就 是 无 量 
网 化 . 设 标准 化 变换 前 , 自 变 量 有 p 个, BA {sy |i = 1(1)р}. A n 套 自 变量 的 测量 数据 
{зу = 1(1)m;j= 1(1)р} FRA n 个 "样本". 这 些 数据 可 以 排列 成 如 下 数据 矩阵 ; 


z 0 oje m s (11.1.3-1a) 
nl êna وین بوڈ‎ 
其 中 , FERF 
z; = [213 ای کی ہو‎ ， Yj = 1(1)р (11.1.3-1b) 
讨论 

(1) 第 了 个 自 变 量 z; 的 п KURKE RF HÊ 

2; = 1 У зы (11.1.3-2) 
k=l 


(2) 第 7 了 个 自 变量 z; 的 п 次 测量 值 的 方差 sj; (variance) 和 标准 误差 9; 分 别 定 义 为 


1 п 
sjj = var (بھ)‎ = ` у; (zk; — 21)" (11.1.3-3) 
k=1 
8 1 п _ 
رہ‎ = VI = У (zu; - 5) (11.1.3-4) 


k=1 


(3) 第 i 个 自 变 量 z, 与 第 j 个 自 变量 z; 之 间 的 协 方差 (covariance)si; 定义 为 


1 چ‎ _ _ 
Sij = соу (Zi, Zj) = =-= у (ы — Zi) (zk; — By) (11.1.3-5) 
k=1 


将 所 有 {s;;} 值 排列 的 方 阵 称 为 协 方差 阵 S, 即 


8 三 |=] (11.1.3-6) 


11.1 统计 数学 方法 ٠:5 - 


(4) 各 个 自 变量 ( 即 数 据 和 矩阵 的 每 一 列 ) 都 可 以 看 成 是 一 个 随机 变量 , 这 些 р 个 随机 
变量 之 间 可 能 存在 相关 . 表征 第 i 个 自 变 量 zi 与 第 j 个 自 变量 zj 之 间 相关 程度 的 相关 


系数 定义 为 
ri = а= (11.1.3-7а) 
即 
Уен sys - 5) 
ту = m 一 (11.1.3-7b) 
3 ` (zi — S)” یماخ‎ 3)" 


k=1 k=1 


T11 ШҮ; Tilp 
R= Floss = FI + Fy +. Ты |. (11.1.3-8] 
1 Tp; Tpp 
ز×‎ EHHE R 有 如 下 性 质 : 
(i) Н КАЕ Е АЯН 73857) 1, 即 
Tj = fji (11.1.3-9а) 
وڈ‎ = 1 (11.1.3-9Ь) 
(0) [r | © 1 (11.1.3-9c) 
2) 标准 化 变换 
将 自 变 量 的 原始 数据 矩阵 Z, 式 (11.1.3-1a), 作 如 下 标准 化 变换 ; 
ть) = зя, vk = Ln = ИБ (11.1.3-10) 


显然 , 式 (11.1.3-10) 分 子 代 表 “中 心 化 ”或 平移 变换 ; 分 母 代 表 用 方 莽 的 平方 根 { 即 标准 
误差 ) 作 标 度 变换 , REAL. EREN p 个 新 的 自 变量 {zj;1; = 1(1)р}, 其 n 套 测量 
数据 [ry |i = 1(1)n;j = 1(1)р} 可 排 成 如 下 数据 矩阵 : 


Tii Tiz + Flip Xi) 
T 
Ta Ta T3 Xiz 
Х = | š = | н) و‎ хь 4 (11.1.3-11a) 
Tni Ша? *** Хар x 


пхр (т) 
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其 中 , 组 成 X 的 列 矩 阵 xi( 对 应 于 每 一 个 自 变量 ) 和 组 成 和 的 行 矩阵 хо (У РТ 
变量 的 第 上 次 测量 值 的 集合 ) 分 别 是 


Tki‏ را 
Ta Tka‏ 

х; = ç ,Vi=1Dp 和 x= | |, УЕ=1(1)п (11.1.3-11b) 
Enj Tkp 


讨论 
标准 化 变换 后 的 自 变 量 数据 矩阵 X 有 如 下 重要 性 质 ; 
(1) 每 一 个 标准 化 后 的 自 变量 的 п 次 测量 数据 的 平均 值 都 为 0, 即 


z; =0, Чў=1(1)р (11.1.3-12) 


ШЕВА ”根据 式 (11.1.3-2) 和 (11.1.3-10), 得 到 


-= l _ 1 жь — E.) = 
جح یق‎ m = „ ген j) = 0 لے‎ 
(2) 每 一 个 标准 化 后 的 自 变量 其 n 个 测量 数据 的 方差 都 为 1, 标准 差 均 为 1, BH (为 区 
别 计 , 增加 下 标 z) 


1 < : ۱ 
sw 条 三 一 У (Eki -2) =1, Vj=10)p (11.1.3-13a) 
k=1 
رہ‎ Z yag = 1, Yj = ط(1)1‎ (11.1.3-13b) 


证 明 ”根据 方差 定义 , A (11.1.3-3), 第 j 个 新 的 自 变 量 xi 的 方差 
Sn,jj = — (en – *(رچ‎ = — Уы) 
k=1 
== l = Zkj 一 2) i F = = 
بے و‎ < eu- کے‎ 


以 上 第 二 步 演 绎 的 根据 是 标准 化 后 均值 为 0, 第 三 步 引 用 标准 化 的 定义 式 (11.13-10). 再 
п 


" (11.1.3-3) 的 方差 定义 . 
3) 标准 化 后 的 数据 矩阵 对 应 的 相关 年 阵 Ra: 因为 Sr = 1 以 及 رر ع5‎ 


тър) = пты 根据 式 (11.1.3-та) 可 知 Тт = ===‏ سرت 
所 以 x 00-0‏ ہ021 ia к 27 =_ Tr‏ 


R. = [ra] = xx (11.1.3-13c) 


可 见 标准 化 后 的 数据 矩阵 X 每 一 列 对 应 的 随机 变量 ( 即 同 一 自 变 量 的 测量 值 ) 都 服从 
N (0,1) 分 布 . 标准 化 的 几何 意义 见 图 11.1.3-1. 
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ہر و کہ 
化 数据 矩阵 XX‏ 


ج044 


(а] (b) (e) (d) 
图 11.1.3-1 АА БЕ z 到 X 的 标准 化 变换 


(4) 原来 自 变量 (z; |; = 1(1)р} 的 相关 系数 


Y ` (zri 一 Zi) (zk; — Z) 


7 کڈ 
Есета Уу тыш, vi q = 1(1)р (11.1.3-14)‏ کے ты‏ 


+ _ э k=1 
v 5 [zk = A рз ET 一 23) 


因此 , 原来 自 变量 {zj} 的 相关 矩阵 


1 
R = [rg] = — و‎ = В, (11.1.3-15) 


(5) 根据 每 一 个 标准 化 后 的 自 变量 其 n 个 测量 数据 的 平均 值 都 为 1, 标准 差 均 为 1. 
再 根据 协 方差 的 定义 式 (11.1.3-5), 和 相关 矩阵 的 定义 式 【11.1.3-8)， 标 准 化 后 的 目 变 量 
{zj; |) = 1(1)р} 其 相关 矩阵 R, 等 于 其 协 方差 阵 Su( 为 区 别 计 , 增加 下 标 z), 即 


В, = 8, (11.1.3-16) 


11.1.4 RHE 


1) 定性 原理 : 在 多 元 线性 回归 中 , 为 了 更 多 地 反映 各 种 影响 因素 之 间 的 差异 , 于 是 
希望 采用 更 多 数目 的 自 变量 .在 另外 一 些 统计 方法 , 如 聚 类 分 析 、 判 别 分 析 中 也 有 这 种 
倾向 . 但 是 , 自 变量 多 了 增加 了 分 析 问 题 的 复杂 性 , 降低 了 判别 的 直观 能 力 . 7 
自 变 量 的 统计 分 析 中 经 常会 遇 到 这 样 的 情况 : 有 的 自 变 量 本 身 的 几 次 测量 值 的 相对 差异 
(HOHE E) 就 相当 小 , 显然 这 些 自 变 量 在 回归 中 作用 很 小 , TANE 这 就 需要 压缩 自 变 量 
的 数目 . 留 下 自身 变异 程度 最 大 的 几 个 自 变 量 . 这 就 是 主 成 分 回归 法 [principle component 
regression, PCR) 的 定性 原理 . 

例如 , 如 图 11.1.4-1 所 示 2,2 是 原始 自 变 量 的 坐标 系 , ri, za 是 标准 化 后 的 自 变量 
坐标 系 .“ 十 "代表 标准 化 后 自 变量 测量 值 的 点 (注意 , 在 主 成 分 法 里 始终 没有 考虑 因 变 量 
的 测量 值 ). 图 中 椭圆 表示 这 些 数据 点 的 分 布 等 高 线 , 自 变 量 xr 和 z, 的 变异 范围 分 别 是 
Агу 和 Ara, 两 者 都 不 小 , 也 就 是 这 两 个 自 变 量 哪 一 个 都 不 能 忽视 . 可 是 如 果 将 标准 化 后 
的 自 变 量 < 和 z; 作 一 个 旋转 变换 到 新 的 自 变 量 y 和 ys, 使 得 新 的 坐标 系 方 向 正好 就 
是 数据 点 分 布 的 椭圆 的 长 轴 和 短 轴 上 , 那么 自 变量 yo 的 变异 范围 Ay 很 小 . 显然 如 来 用 
新 的 自 变 量 n 和 ws 与 因 变 量 作 统计 分 析 的 话 , ABE ys 可 以 剔除 . 只 要 用 一 个 上 自 变量 
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n 与 因 变 量 作 统 计 分 析 就 够 了 , 可 以 理解 可 信和 度 的 损失 也 相当 小 . 本 例 中 的 自 变量 ںہ‎ 就 
是 主 成 分 , 即 主要 的 自 变 量 . 


图 11.1.41 主 成 分 回归 法 的 定性 原理 


掌握 了 主 成 分 回归 法 的 定性 原理 , 就 不 难 理解 下 述 的 数学 推理 ; 
(2) 现在 讨论 将 这 р 个 标准 化 后 的 自 变量 zi, ra,… ,zy 作 线性 组 合 , 先 组 合成 一 个 


新 的 自 变量 y, 
у = lm + ата +: + тр = [Tx (11.1.4-1) 
其 中 , 记 列 矩阵 
1 Е] 
lz T2 
t= ` 和 х= |! ` (11.1.4-2) 
۶ | (px1) TP زس[‎ 


! 为 变换 系数 排 成 的 列 矩阵 .至 于 式 (11.1.4-1) 中 第 大 次 测量 , 对 应 于 标准 化 后 的 自 变量 


Yk = SES + 1927 ہی‎ и ТРЕ га = хор, К = lilin (11.1.4-3a) 


其 中 , 自 变量 [z ;) 的 第 k 次 测量 值 [zk;|j = 1(1)p} НЕВЕ ВЕ 


X) = | . (11.1.4-3b) 


Tkp J (px1) 
(i) 新 的 组 合 自 变量 y 的 n 次 测量 的 均值 : 
|" 


1 Fi 
لے‎ = = >, a a لاک تہ‎ (11.1.4-4) 


y 三 
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得 到 式 ы 1.4- 4) 的 理由 是 根据 数据 标准 化 时 的 式 (11.1.3-10), 如 式 (11.1.4-4) 中 的 
ьа = = وو‎ = 0. 


K i) 新 组 合 的 自 变量 у 的 n 次 测量 值 的 样本 方差 为 


= — m - 7ھ‎ 
1 A 1 ч s 
= کے ہپ‎ Уш ےا‎ > ` (baa + lazka + ' 十 三 FEp) 
k=1 k=1 
1 ہر ےپ‎ 
“a-il 2.1 x(a) (Û = = |> хы]! 
xii) 
T 
1 X (a) 
T 
=ч سے‎ | x Kaj ٦ x) | i 
T 
Xip) 
T 1 т 
=ł (x х) 
п — 1 
根据 式 (11.1.3-15), 可 见 
зуу = RI (11.1.4-5) 


(3) 以 上 讨论 是 指 式 (11.1.4-1) 生成 一 个 新 的 组 合 自 变 量 , 实际 上 新 的 组 合 自 变 量 最 
多 可 以 有 p 个 [尽管 以 后 需要 的 新 的 组 合 自 变量 数目 肯定 小 于 p 个 . 现在 讨论 p 个 新 
的 组 合 自 变 量 {уу li = 1(1)р} 的 情况 . 


y; = lam + 229 + + ртр = 1х, WW=1()p (11.1.4-ба) 
其 中 , 系数 列 矩 阵 
۶7 
را‎ = а (11.1.4-6Ь) 
і» | хау 
于 是 , 对 于 式 (11.1.4-1) 中 第 k 次 测量 , 对 应 的 新 的 组 人 后 的 自 变量 {у; li = 1(1)p} 的 测 
量 值 应 当 是 
уку = хоу. Vk = 1(1m;j=1(1p (11.1.4-7) 
同样 道理 也 可 以 得 到 如 下 性 质 : 
(i) 均值 g =0, j=1(1)p (11.1.4-8) 


(ü) 两 个 组 合 变量 y, 和 yj 之 间 的 协 方差 


sy = ВШ, Wi,j= 1(1)p (11.1.4-9) 
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证 明 
1 


п — 1 


[2 


Syny 


_ _ I 1 т 
(им — B) (ук; = Ji) = سے‎ >, Mkilfk; 


к" 
a | 
= 


л - 1 باۓ‎ xxl; = Rl, Vi,j= 1(1)р m 
k=1 
(4) 根据 上 述 图 11.1.4-1 关于 主 成 分 法 定性 原理 的 分 析 , 可 以 逐一 定义 主 成 分 . 
(1) 记 
yı =x )11.1.4-10( 


为 使 ул 测量 值 的 变异 尽 可 能 大 , 即 要 求 改变 五 使 得 sww 达到 极 大 , Вр 


max {syp} (11.1.4-11) 


而 根据 式 (11.1.4-9jsww = Rh. 为 了 避免 ہے‎ BB L 乘 以 一 个 常数 后 任意 增 大 , 可 
以 不 失 普 遍 性 地 加 上 归 一 化 条 件 , 即 要 求 i 满足 


Г, =1 (11.1.4-12) 


总 之 , 第 一 主 成 分 л = Ux 中 的 应 当 满 足 在 Т = 1 的 条 件 下 使 sy， = TRI, 达到 
极 大 . 

(ü) 记 y = D x 且 要 求 新 的 自 变量 y 和 y 不 相关 , 即 要 求 sy = TRL = 0. 可 
A UE BH ЖЕК РП» = 0. 再 为 了 使 jo 测量 值 的 变异 尽 可 能 大 , 即 要 求 改变 L, 使 得 
spv = I RI, 达到 极 大 . 同样 不 失 普 遍 性 , HER Th = 1. 

总 之 , 第 二 主 成 分 yo = x 中 的 Ls 应 当 满 足 , E Fh = 1 和 Th = 0 的 条 件 下 , 使 
وة‎ 一 12 RI; 达到 极 大 . 

(ш) 继续 下 去 , 第 三 、 第 四 、.… 主 成 分 . 第 j 个 主 成 分 yj = U x 中 的 已 را نال‎ pl 


于 三 个 条 件 
(а) 归 一 化 条 件 : ТЇ, = 1,vj = 1(1)р (11.1.4-13а) 
(b) EFE: Th = 0,Vi # j; i,j = 1(1)р (11.1.+-13b) 
(с) 使 وو ںہ‎ = U RI, Yj = 1(1)р 达到 极 大 (11.1.4-13¢) 


(5) 将 所 有 式 (11.1.4-6b) 的 列 和 矩阵 依次 并 成 一 个 方 阵 , 即 
L=[h b +. ٣ (11.14-14) 
可 见 以 上 所 有 归 一 化 条 件 、 正 交 条 件 可 合 为 一 个 条 件 
L'L =1, (11.1.4-15) 


其 中 , 1, 为 严 阶 单位 矩阵 . 这 样 就 证 明了 工 必定 是 正 交 矩阵 . 

ЕМ. 11.1.4-1 称 线性 组 合 $; = HIR] 十 1229 i 十 рр = 1 x, vj == 1)1" <р 为 
رھ)‎ у=1(1)р} 的 第 j 个 主 成 分 , 其 系数 满足 工 工 = ly 和 条 件 max{sy,y, = IFRI}, Yj = 
1 )1( :ہہ‎ < p. | 
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(6) 回 到 图 11.1.4-1. 根据 解析 几何 、 线 性 代数 中 的 知识 ， 若 欲求 解 椭圆 (或 高 维 椭 
PR) 的 所 有 主轴 , 实际 上 只 要 把 椭 球 方程 的 系数 写成 对 称 和 矩阵 A, 然后 用 一 个 正 交 和 矩阵 L 
将 A 对 角 化 变 成 对 前 矩阵 A. Вр LTAL = А є diag( 即 所 谓 相 似 变 换 . 对 应 于 几何 上 的 
旋转 变换 ). 对 角 化 的 过 程 是 , 只 要 输入 实 对 称 和 矩阵 A. HLA RFR RARE HF ERY IE 
ЖЕН L 和 对 角 和 矩阵 A， 能 够 使 实 对 称 和 矩阵 对 角 化 的 必定 是 正 变 矩阵， 正 效 拖 阵 满足 
LTL = LL" = 1. 

根据 式 (11.1.3-7b) 和 式 (11.1.3-8), 原始 自 变量 的 相关 和 矩阵 R РАТЕ E E 
到 (4) 中 所 述 的 主 成 分 极 值 原理 , 即 满足 在 保持 LTL =1, 条 件 下 , 逐个 改变 L. 使 得 
шах{зууу, = ڑا‎ RI}, Yj = 1(1)р. 这 样 的 问题 可 以 证 明 等 价 于 求解 р 维 椭 球 的 所 有 р 个 
主轴 的 问题 . 所 以 , 现在 只 要 把 原始 自 变 量 的 相关 矩阵 R. 对 角 化 ， 


LTRL = А = diag (А, А, - 1 Mp) (11.1.4-1ба) 
即 
RL = LA (11.1.4-16Ь) 
式 [11.1.4-16b) 为 R 的 本 征 方程 , 它 也 可 以 写 为 
ВІ; بیذراے‎ vj =1(1)p (11.1.4-16с) 


若 记 R 的 第 j 列 为 ,رہ‎ W 


ri 
ra 
R= [Fı Го "` гь] = | (11.1.4-17) 
ч 
于 是 本 征 方程 还 可 以 写 为 
rl; = 1А, (7 = 1(1)p (没有 Einstein 约定 ) (11.1.4-18) 
即 


Аз, Ау, Ap M L = [h la Д0] 中 的 每 一 列 是 对 应 的 , 前 者 称 为 R 的 本 征‏ بر 
值 , 后 者 称 为 对 应 的 本 征 向 量 . 本 征 向 量 的 方向 就 是 糖 球 主轴 的 方向 . 如 果 把 A, Aa, °,‏ 
„А 交换 次 序 , 则 本 征 向 量 {4;} 也 相应 地 交换 次 序 . 本 征 值 X, 就 等 于 相应 主轴‏ رد 
长 度 的 平方 . R 对 角 化 之 后 , 将 本 征 值 (A) 按 大 小 次 序 排列 ,当然 本 征 向 量 的 次 序 也‏ 
作 相 应 排列 ， 所 以 可 以 认为 式 (11.1.3-16a) 中 本 征 值 和 本 征 向 量 的 次 序 已 经 排 好 , ЙЕ‏ 


Mee > ۹ > Ар. 
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可 以 证 明 本 征 值 之 和 
У ول‎ = p. (11.1.4-19) 


P 
证 明 ЖЕ (11.1.4-16a) 两 边 求 迹 , 得 到 tr (LTRL) = trA = 》 .考虑 到 相关 阵 
j=l 
R 的 对 角 元 均 为 1( 见 式 (11.1.3-9b)), E tr (LTRL) سے‎ (ки) =tr(Rlp)=trR=p. Em 


定义 1L1.42 у 称 为 第 j NER y WARE, У 为 前 m 个 主 成 分 
j=l 


йз о ہیں‎ 的 累计 贡献 率 . 
一 般 地 , 根据 问题 的 性 质 和 要 求 , 可 以 选取 m 使 累计 贡献 率 达 到 70 中 -90 站 ,而 剔除 
ЖАНЫН اس‎ 09996 
` (7) 这样 在 主 成 分 方法 完成 之 前 还 有 一 项 工作 ,就 是 用 m 个 主 成 分 yiya- ,wm 来回 
归 得 到 原先 的 标准 化 自 变量 {zy |i = 1(1)p}. 记 回 归 得 到 的 标准 化 自 变量 为 {3,|j = 1(1)p}. 
现 讨论 رھ‎ ЖР ہیں میں و‎ 的 回归 方程 


Z; = ај T tyo + d بہجدت‎ М) = 1(1)р (11.1.4-20) 


回顾 1112 小 节 关 于 多 元 线性 回归 的 系数 列 矩阵 的 解 为 b = (XTX) XTY 
(11.1.2-9)), XF BARERA PARM, 所 以 
(i) 式 (11.1.2-5) 中 的 ñ, 对 应 于 本 例 的 系数 


а= (11.1.4-21) 
(jm 

(ii) zÑ (11.1.2-5) 中 的 X, 对 应 于 本 例 的 
Vi P2 °°° Yim 


Ыл Ya st Vam 


Yo) = [y1 Y2 …ym] = )11.1.4-22( 


Vni Бар ٠۰٠۰ Yam 
(її) 式 (11.1.2-5) 中 的 Y, 对 应 于 本 例 的 


| z 


(m اس‎ 


sa 
ч (11.14-23) 


出 
1 


Хај زور[‎ 


所 以 回归 方程 (11.1.4-20) 中 的 系数 列 矩阵 为 


=1 
T 
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(8) 性 质 : 
(i) 式 (11.1.4-20) 中 的 系数 与 式 (11.1.4-6a) 中 的 系数 满足 
азь = ljk (11.1.4-25) 
üi) 回归 平方 和 | 
ای‎ = (а — 1) (11.1.4-26) 
残 差 平方 和 
50 = (n —1) 1 = v| (11.1.4-27) 
相关 系数 
Rü) = ү) (11.1.4-28) 
其 中 ， ТТІ 
и = у А, (11.1.4-29) 
k=1 


证 明 (1) 将 主 成 分 y; 的 测量 值 排 成 列 矩 阵 , 再 根据 式 (11.1.4-7), 得 到 


T 
1; PETIT xil; 
T T 
yj li Xa x... 
уу = ا‎ i 即 yj = XL (11.1.4-30) 
T T 
ШИ, [m 1) | 7 Xin) хе» 


式 (11.1.4-30) 第 三 步 的 根据 为 矩阵 元 D xu, 是 个 数 ; 第 四 步 的 根据 为 式 (11.1.3-11a). 接 
着 
угу; =U} XTXL = (n — 1 IT Ri, = (n= 1) Аб; )11.1.4-31( 


因为 式 (11.1.4-22) 定义 Yip = [уз уз … ym], 所 以 


yiy уТуз = ylym 
T T T 
T Yayi Yaya `` УзУт 
ҮЗҮҮ (у) з [yi Үз ibs ہج‎ [yı ys Ут] = | | | 
УУ: کی‎ 5 Ушу 
引用 式 (11.1.4-31) 且 定 义 对 角 和 矩阵 
м 0 0 
0 As кез 0 
i ہے و‎ | (11.1.4-32) 
0 0 Am 


继而 
ҮҮ = (n — 1) Am (11.1.4-33) 
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(11.1.4-34) 


(11.1.4-35) 
ri 
ra 

|; 所 以 
г! 


(11.1.4-36) 


(11.1.4-37) 


(11.1.4-38) 


考虑 到 式 (11.1.4-30), 得 到 


yl x; 3 ۷1 x; ХІ; 
T | T T 
Уз Xj х; ya xT Kl 
YX = [wi Уз گل تچ‎ жу = | J = 2 ВА 了 | 
T T 
Ут X; Ym x Klm 


根据 式 (11.1.4-16c)RL = LA; 和 式 (11.1.3-15)R = xx, 得 到 


XTXI; = (n - 1] Rl, = (n - 1)1;À; 


x] 
T 

HE X = [xı x» + хр), HB XT = | # نے‎ = 
хр 

可 见 


×× = (n —1)rflk, Vj=10)p;k=1(1)m 
于 是 , A (11.1.4-34) FF 


xî Xh rît, 
т x; XI وا‎ | 
x] Xlm سان‎ 
再 根据 式 (11.1.4-18), 得 到 
liA 


А وڈ ورا‎ 
Ү 7 سے‎ (m — 1) | 


Ата‏ مرا 
根据 式 (11.1.4-33) 和 式 (11.1.4-38) 得 到‏ 
lA‏ 
lj2A2‏ ےر -i L‏ 
Lim Am‏ 
bı‏ 1ا 
gA | | а‏ | 


t; m Am lim 
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所 以 存在 关系 式 ar = be, Vj = 1(1)p;k = 1 (1)m. = 
(ü) 回顾 11.1.2 小 节 讨论 关于 多 元 线性 回归 法 中 ,总 平方 和 Sr = Y (p-p (A 
式 【11.1.2-21))， 残 差 平 方 和 SE = ҮТҮ — YTXÊ( MX (11.1.2-25)); ， 5 二 SR + SE( 见 
式 (11.1.2-26)), 拟 合 后 的 方程 为 ¥ = XÊRA (11.1.2-10)); 相关 系数 R = [Zax 
T 
(11.1.2-27)). 


在 本 例 中 , 自 变量 均 已 标准 化 , 所 以 总 平方 和 500 = У (и)? = хто От БА (i) 表 


i=l 
RR т; 关于 yoyr میں‎ 的 回归 方程 ). 本 例 中 与 上 述 В ЯУ a, 与 上 述 Y 对 应 的 
是 xj; 与 上 述 X 对 应 的 是 Yo 所 以 , 本 例 中 , 残 差 平方 和 


50) = چ‎ aT Y ga (11.1.4-39) 
回归 平方 和 
SR = SF - SP) = ر××‎ — [xj xy -x Ya] = xT Yoga (11.1.4-40) 
思平 方 和 
j 


580! xT х; = п — ] (11.1.4-41) 
由 于 式 (11.1.4-38) 和 式 (11.1.4-25), 得 到 | 


liA 
oOo T و۸ ور‎ 
SR سے‎ xT Yuya = (ут) к= (а= i 2 
Гот Àm 
T 

Ал i 

Laba 7 

(| 28 " 


所 以 SF = (п ~ 1) у эм 2 = (n — 1), 证 明了 式 (11.14-26). 80) = 80) _ $0) = 


| (2) 3 

(в — 1) £ -vd ‚ 证 明了 式 01.1427). FE, 相关 系数 RR = | = Vu, 证 明了 
式 (11.1.4-28). Ё Г 

因为 相关 系数 RO 的 平方 表示 回归 平方 和 在 总 的 平方 和 中 所 占 的 比例 , 所 以 引入 如 
下 定义 : ۱ 

EN 11.1.4-3 vf 称 为 m 个 主 成 分 ہی‎ a, °° ہی‎ 对 指标 zi 的 贡献 率 . 

定义 11.1.4-4 ” 称 原 指标 z; 与 主 成 分 y; 的 相关 系数 p(z у) 为 在 主 成 分 y; 上 指 
Ër رد‎ 的 负荷 量 . 
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(9) 求证 
p (zj, Yi) = l VN (11.1.4-42) 
证 明 ”按照 相关 系数 的 定义 且 注 意 到 原 指 标 z; 与 主 成 分 u 均 已 标准 化 , 故 均值 均 
为 0. 所 以 | 


Y rum 


7 TD __ 
p (zy, لا‎ = ly VN = 
аа P بد تل‎ уту; x; УГУ; (m — 1) - (n — 1) À; 
> =b Sa ' 
推论 


根据 式 (11.1.429) 和 式 (11.1.4-42), 得 到 
= عامج‎ м) (11.1.4-43) 
i=1 


(10) 总 结 : 从 以 上 关于 主 成 分 回归 法 的 定性 原理 , 数学 推理 可 见 

(i) 主 成 分 回归 法 在 以 下 两 个 方面 优 于 多 元 线性 回归 法 : 

(a) 主 成 分 回归 法 能 够 把 那些 自身 变异 很 小 的 自 变量 找 出 来 ,剔除 掉 ,， 达到 减少 目 
变量 个 数 ( 即 降 维 ) 的 目的 ， 解决 有 时 自 变 量 个 数 大 于 数据 样本 数 ， 即 方程 数 不 足 带 来 的 
问题 . 

(b) 由 于 主 成 分 之 间 在 几何 上 是 正 交 的 , 即 在 代数 上 线性 无 关 的 , 所 以 主 成 分 回归 法 
解决 了 多 个 自 变量 之 间 出 现 高 度 相 关 时 应 用 多 元 线性 回归 法 的 困难 . 

(ü) 主 成 分 回归 法 和 多 元 线性 回归 法 都 没有 考虑 自 变量 和 因 变 量 之 问 的 相关 问题 . 这 
个 问题 是 在 以 后 就 要 介绍 的 偏 最 小 二 乘法 中 得 到 解决 的 . 
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多 元 线性 回归 法 不 能 处 理 的 两 种 情况 是 : 多 个 自 变 量 之 间 是 高 度 相关 的 情况 以 及 自 
变量 个 数 大 于 数据 的 样本 数 , 即 方程 数 不 足 的 情况 . 以 上 两 种 情况 在 主 成 分 回归 法 (PCR) 
和 解决 了 , 是 通过 标准 化 、 正 交 变 换 、 选取 本 征 值 大 者 来 寻找 自身 变异 大 的 自 变量 来 解决 的 . 
但 是 主 成 分 法 和 名 元 线性 回归 法 都 没有 考 虚 自 变量 和 国 变量 之 间 的 相关 问题 . 这 个 问题 
就 要 在 以 下 介绍 的 偏 最 小 二 乘 (partial least square, PLS) 法 中 解决 nl， 此外, 偏 最 小 二 乘 
法 当然 应 当 继承 主 成 分 回归 法 的 长 处 . 

偏 最 小 二 乘法 目的 在 于 找 一 个 用 多 元 自 变量 {zx;] 表示 的 , 在 最 小 二 乘 意 义 上 关于 因 
变量 的 具有 线性 解析 和 最 佳 近似 的 表达 . 以 下 的 讨论 中 是 偏 最 小 二 乘法 关于 建立 多 个 自 
变量 和 多 个 因 变 量 之 间 的 统计 描述 . 例如 , 可 以 是 药物 的 活性 和 毒性 两 个 因 变 量 . 

从 表面 上 看 , 在 以 上 讨论 主 成 分 回归 法 时 讨论 的 是 多 个 自 变 量 和 一 个 因 变 量 之 间 的 
统计 描述 , 没有 讨论 该 法 处 理 多 个 自 变量 和 多 个 因 变 量 之 间 的 统计 描述 的 问题 , 但 是 PCR 
法 和 PLS 法 的 根本 差别 不 在 于 因 变 量 数目 是 一 个 还 是 多 个 , 而 是 在 于 PCR 法 考虑 自 变 
量 的 线性 组 合成 为 新 自 变量 时 仅仅 考虑 新 自 变 量 自身 变异 的 最 大 化 , 完全 设 有 考虑 该 线 
性 组 合 使 自 变量 和 因 变 量 之 间 的 相关 是 否 有 变化 , 即 完全 没有 考虑 线性 组 合 之 后 的 自 变 
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ЖАХМ کا کہ‎ ERT ВЕ И Ki Eak ab دز کو تا‎ 3946163887 ШИ T ER 


分 回归 法 . 

本 节 先 讨论 准备 知识 “标准 化 处 理 ", 然后 再 讨论 正题 : 偏 最 小 二 乘法 的 处 理 思 路 、 数 
学 推理 . 

1) 标准 化 处 理 


这 里 采用 的 符号 与 11.1.4 小 节 主 成 分 法 略 有 不 同 . 设 变换 前 的 m 个 自 变量 {rj = 
1(1)т}, 其 二 套 原始 测量 数据 (z |ü =1 (1) т; ў = Um} 可 排 成 如 下 数据 矩阵 : 


Tii F13 Tir 
Tal Ta ٠٠۰ Fam 

X=|, . I = xi хә + Xm (11.1.5-1) 
Tni Жу °° Fam 


тїк ۷ 


Ж j 个 和 目 变量 xi 的 n 次 测量 值 的 平均 值 
E; 三 一 +3 Tijs 1(1үт. (11.1.5-2] 
第 j 个 目 变量 x; BJ n KRE ЈУГ ЗЕ з. уу 和 标准 误差 orj 分 别 为 


sz.jj = کے تہ‎ , Чў=1(1)т ` (11.1.5-3а) 


т 


1 
еқ, | 2 (zi - 2), 
k 


اح 


vj = 1(1)m (11.1.5-3b) 


y Seji 一‏ = و وت 


同样 , 变换 前 的 p 个 因 变 量 { li = 1(1)р}, 其 n 套 原始 测量 数据 {yli = 1(1)n:j = 1(1)р} 


也 排 成 如 下 数据 矩阵 ， 
yu Mi Yip 
ү= |“ ш а = | у yz сз ур | (11.1.5-4) 
Yni 7 me |], 
第 j 个 因 变 量 y) 的 ×× 次 测量 值 的 平均 值 
= سس‎ vj =1(1)p (11.1.5-5) 


第 j 个 自 变 量 у, 的 n ФОЧА ИЧ sy; 和 标准 误差 mi 分 别 为 


1 < | 
.تزرق- پا — = زود‎ #ў=1(1)р (11.1.5-ба) 
k=1 h 


эы ж/о = \ ز۷ و" ج۹‎ = 1)1 (11.1.5-6b) 
k=l 
ИТЕЛ ИЗ Etê Н ЖЕНЕ АН BEM ا‎ ЖШ: Е ЕНЕ Е 29 ВО ۳۳-7 
处 理 . 
(1) 上 自 变量 矩阵 元 
Бом; = اڈنا‎ үк = 1(1)n; j = 1(1)m (11.1.5-7a) 


它们 排 成 同样 次 序 的 矩阵 称 为 标准 化 后 的 自 变量 数据 矩阵 


Ерл Бола نے‎ 0,1 E ny 
Eom Ео22 .<< Боот Ed (ә) 
= ۱ _ А = En 1 En a Ер " 
Eonl Eo na ضا‎ Egem nia Ein) 
(11.1.5-7b) 
(2) РЕШАТ РЕЛ. 
_ Mkj — Hj — NEE سے‎ E 
Fiki = ee г Yk = lilir; J = 1(1]р (11.1.5-Ва) 
ГАП 
EHER FEE РК PF ЙЕ БЕК A ERE EJE ТЫ ЖЕШ Sra kE BE: 
Колі Foa2 с Pop Кз, 
Fom Козо -e Рз Fo 
Fi = ۱ И 7 = | Fo, Fna =з Fop , 
01 Fna 5 Fonp nxp Boy 
(11.1.5-8b) 


然后 对 标准 化 处 理 后 的 自 变 量 矩 阵 Eo AAEE Fo 进行 偏 最 小 二 和 潍 法 分 析 ， 

2) 偏 最 小 二 乘法 的 处 理 思路 

PLS 法 中 部 分 采纳 了 主 成 分 回归 法 的 思路 ， 这 里 先 交 代 大 致 的 思路 步骤 , 然后 介绍 
数学 原理 (4 11.1.5-1): 

步骤 1 在 自 变量 矩阵 Ev (nxm) 中 用 Ep1, Eo ,Eom 的 线性 组 合 提 取 一 个 主 
成 分 t1 (ах) (ЖЕН Eo сохту 的 协 方 阵 , 再 对 角 化 , 其 中 , 本 征 值 最 大 者 对 应 的 本 征 网 量 
就 是 timpy) 同样 , 在 因 变 量 矩 阵 Fo inem) 中 用 Еол, Fo,2a,… Fon 的 线性 组 侣 提取 
一 个 主 成 分 u (ау: 提取 时 要 求 满足 (区 别 于 主 成 分 法 之 处 ): 

(11% 和 ui 两 个 主 成 分 尽 可 能 大 地 获取 各 和 目 原 变量 系统 的 最 大 变异 , 即 各 目的 方差 
尽 可 能 大 ( 即 相当 于 , 如 果 尽 最 大 可 能 用 一 个 自 变量 来 描述 自 变 量 信 息 的 话 , 那么 它 就 是 
ti); 

(2) t, 和 ui 之 间 的 相关 程度 尽 可 能 高 , 即 它们 之 间 的 相关 系数 尽 可 能 高 (相当 于 , A 
变量 主 成 分 t; 对 因 变 量 主 成 分 u, 的 数学 解释 能 力 达到 最 大 ). 

步骤 2 HERH t 和 ui 两 个 主 成 分 之 后 , 分 别 按照 预定 的 精度 进行 Eo 对 t, 的 
回归 及 Fo 对 ti 的 回归 , 即将 En 中 含有 关于 自 变量 t 的 影响 剥离 掉 , 同时 将 Fo Р 
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有 由 于 自 变量 ti 所 带 来 的 线性 解释 部 分 也 尽量 剥离 掉 . 回归 后 两 者 分 别 残留 信息 E, 和 
Fi, 再 同样 方法 分 别 从 中 提取 第 二 个 主 成 分 ta 和 us. 然后 分 别 按照 预定 的 精度 进行 E, 
对 tz 的 回归 及 P, 对 ts 的 回归 , 剥离 掉 这 两 个 自 变量 在 E, 和 F, 中 的 影响 . 

继续 下 去 直至 在 自 变 量 拖 阵 En 中 提取 到 ti, ta,，… ,ta 个 互相 正 交 的 主‏ 3 ات 
成 分 .‏ 

步骤 4 车 已 经 达到 预定 精度 , 则 还 原 为 原始 m 个 自 变量 Iz; |j = 1(1)m} 和 原始 
р 个 因 变 量 {ук lk = 1(1)р} 之 间 的 回归 方程 . 


Ж 11.1.5-1 
ا‎ 88 标准 化 的 第 一 主轴 第 一 تا‎ 第 二 主轴 第 二 
ЖЕ: Жар: ۳ |н] Ж 主 成 分 я W dur 0 主 成 分 
ARK Х.х) Ер(ахту) тх) ti (axi) Е (ахту) — Wale 11 زویرمپوڈ‎ 


因 变 量 Yinxp) Fo фахр) Cllpx1) uy (п х1) Е; (صتعا‎ Cap 1) ہت ۱ئ‎ 


3) ات سی‎ ЗЕ REE 
从 标准 化 矩阵 Eo (nxm) 和 Fo ردان‎ 出 发 . ЕЧ А ВНЗ Е Ар (А, (11.1.3-13c)) 


Re = 一 一 Bu (11.1.5-9а) 
和 
Rr = — FT (11.1.5-9Ь) 
它 俩 各 自 的 本 征 方程 为 { 见 式 (11.1.4-16а) 和 式 (11.1.4-16b), 并 为 区 别 计 , 添加 下 标 ) 
REW = WAE (11.1.5-10а) 
REC = Chp (11.1.5-10Ь) 


(1) 在 W 中 对 应 于 Ак 中 最 大 本 征 值 的 本 征 向 量 w, 就 是 E, 第 一 主轴 的 单位 向 量 ， 
Eo fE wı 方向 的 投影 就 是 Ev 的 第 一 主 成 分 (注意 ; 这 还 是 主 成 分 法 意义 下 的 主 成 分 , 还 
不 是 偏 最 小 二 乘法 意义 下 的 主 成 分 ), ШШ 


tı = Бож (11.1,5-11а) 


同 理 , 在 C 中 对 应 于 ہے‎ 中 最 大 本 征 值 的 本 征 向 量 el 就 是 Fo 第 一 主轴 的 单位 向 量 , Fh 
在 ci 方向 的 投影 就 是 Fo 的 第 一 主 成 分 ( 注 : 这 也 不 是 偏 最 小 二 和 滋 法 意义 下 的 主 成 分 )， 
即 
u = Foci (11.1.5-11Ь) 
(2) 据 上 述 要 求 在 保持 w 和 ci 的 模 为 1 的 约 东 下 ОТЕ НЕ АЕ, 并 不 影响 
普 适 性 ), 改变 wı 和 с, 使 得 t, 和 ui 两 个 主 成 分 的 相关 程度 尽 可 能 大 , 即 它们 之 间 的 协 
方差 cov (ti, u) 尽 可 能 大 (请 思考 为 什么 ). 于 是 问题 归结 为 具有 两 个 约束 条 忻 的 约束 变 
分 问题 
| و سے‎ гы); )11.1.5-12( 


HR: wiwi =1 和 efel=1 
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显然 上 述 问 题 需要 用 Lagrange 特定 乘 子 法 解 (AURR H). 此 约束 变 分 问题 等 价 于 新 江 函 
N = соу (бу, из) + А (wî wı — 1) А (сүс — 1) 的 无 约束 变 分 问题 , 改变 w 和 e 使 得 
TZ AIA ЖИ К, Вр 


шах {2} = max {соу (tı, ш) + А (wi wi — 1) + Az (сүс — 1)) (11.1.5-13) 


因为 对 于 中 心 化 的 数据 平均 值 都 为 0, 故 


cov(ti,ui) = tT u, = (Eow1) Foci = wT ET Foc: (11.1.5-14) 
0-0 ап _ ап o > 
HEKER ARRE ры, = 0 Ж Ке о. 于 是 
ü) M 0 = = = Ej Foci + ر2۸‎ 得 到 2 = —w Ed Foc, (ХЕНК НК B), 
即 
Ep Foc: = (wi Ep Foci) wı = fwi (11.1.5-15) 
其 中 , 标量 
0, = wT El Foci (11.1.5-16) 


可 见 ۸ 就 是 极 大 化 之 后 的 соу (ti, u). 
= an I T 
(ü) MA 0 = Зе; = (wTEZFo) +2Аәс = PT Eowi + 2Аос 得 到 و2۸‎ = —cTFTEowi, 


HII 
Fj BEowi = (су ЕП رظ‎ ( ci = fic: (11.1.5-17) 


(FE: 标量 的 转 置 显然 加 是 自己 .) 
现在 将 式 (11.1.5-15) 两 边 都 乘 以 标量 由 得 O, ET Foc = Ow; 此 式 左边 改写 后 运用 
式 (11.1.5-17) 得 到 OE ر۶۱‎ = BFobicl = EJ Fo (FEEow!) = (ЕЕЕ Eo) wi, 它 必 
须 等 于 右边 . 于 是 得 到 
(ETFoFTEo) wı = fw, )11.1.5-18( 


同 理 , 将 式 (11.1.5-17) 两 边 也 都 乘 以 标量 0, 得 FI Eow = 0a; 此 式 左边 改写 后 运用 
式 (11.1.5-15) 得 到 由 FUBowil = ЕТЕоб м: = FFE; (EZ Foci) = (ETEoETEFolei 它 必 
须 等 于 右边 . 于 是 得 到 

(FT ЕЕ Fo) c: = Oe (11.1.5-19) 


式 (11.1.5-18) 和 式 (11.1.5-19) 又 都 是 本 征 方程 ,又 根据 上 面 已 经 证 明 可 见 Ө, 就 是 极 大 
化 之 后 的 соу (ti, w), 所 以 只 要 把 m x m 阶 方 阵 (ETFoFTEo) 对 角 化 就 可 以 同时 得 到 
所 有 的 本 征 向 量 和 对 应 的 所 有 本 征 值 , 其 中 对 应 于 最 大 本 征 值 的 本 征 向 量 就 是 wi. ME, 
REHE px p ЛЕ (FEET Fo) 对 角 化 就 可 以 同时 得 到 所 有 的 本 征 向 量 和 对 应 的 所 有 
本 征 值 , 其 中 对 应 于 最 大 本 征 值 的 本 征 向 量 就 是 ci{ 如 下 所 示 , 其 中 , 本 征 值 已 经 按照 从 
大 到 小 的 次 序 排列 , 本 征 向 量 也 对 应 排 好 }. 
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ЕН 


[EFF Е.) 


جا 


(ЕЈЕ,Е IF.) 


(3) 第 一 主轴 方向 单位 向 量 w 和 c, 得 到 后 , 根据 式 (11.1.5-11а). 式 (11.1.5-11b) 投 
影 求 出 对 应 的 第 一 主 成 内 ta = Epwi 和 ш = Foc (FE: AXAF Нн SZ REERYN FE 
成 分 ). 

(4) 第 一 个 新 自 变量 ti 求 得 后 , 分 别 将 自 变量 矩阵 Eo 和 Fo 对 ti 作 一 元 线性 回归 
[即将 Eo 中 含有 关于 自 变 量 t 的 影响 剥离 掉 , 同时 将 Fo 中 含有 由 于 自 变量 ti 所 带 来 
HERRA ЧЕ. ور کا پا کر زی یی یر‎ E, 和 F, 才 是 其 他 次 要 的 主 成 分 的 页 献 ), 即 

Ep = tial + E, (11.1.5-20a) 


Fo = ЪТ +F; (11.1.5-20Ь) 


ahi ae =. 
Í 
= -|t 
رک ھا و‎ (11.1.5-21Ь) 


其 中 , 线性 组 台 系 数列 矩阵 分 别 为 a = بھ رھ ر رہ]‎ … aim] M رط‎ = [ba буо ° bpl". 
(5) PIA: 设 Eo 中 第 j 个 自 变量 的 n KURENIE Eoj, 于 是 式 (11.1.5-21a) 


(11.1.5-21a) 


的 回归 可 以 写 为 Р k 
F AE E ET Korz 
* : = i === те === а! 
i і i | 
| | | 
Е, 7 E, DE ғы нж Е 
8 
¥ En; = 1+ E; (11.1.5-22) 


- 3202 . 第 11 章 ”统计 数学 在 药物 、 材 料 设计 上 的 应 用 


А ~ ы ` d q 
所 以 改变 系数 а; 使 得 满足 min 位 (Ед), 一 G; e} 于 是 r: (сЕ), ~ 


J FE 
a(t] = 0, во = Y2 (0), = ang ل(ط)‎ e] = -29 Eog); (t), + 


ї—=1 


251 2 (tı). 于 是 
т=1 


Уу (Eos); (ti), 
tij = EL +75 
y (t): 
=l] 
即 
а = кун (11.1.5-23) 
اھ‎ 


同 理 , 回归 Fo = tibi + Fi: É Fo 中 第 了 个 自 变量 的 n 次 测量 值 的 列 矩阵 Foy, TER 
(11.1.5-21b) 的 回归 可 以 写 为 


即 
Foj = رظ + ضرا‎ (11.1.5-24) 


= 


с! 


所 以 改变 系数 bh; 使 得 满足 min P [(Fog); = bus e} 于 是 aÍ T [ - 


2 т г 
„ло | = 0,0 = Y `2[(Fo;), -bg ل(6)‎ [= (t) = -29 وی‎ + 


(bilî: 于 是‏ لج وط2 
i=]‏ 


Tü 


5 (Foz); (61), 
b; = — 
Y (t): 
لاک‎ 
即 FT t, 
bi = ы (11.1.5-25) 
以 上 进行 最 大 回归 之 后 , RA IHRE A ترک ا ا‎ МЕЕ, AMEER Е Е, 
E, = Ep 一 {бау (11.1.5-26a) 
Е, = Fp — tib? (11.1.5-26b) 


这 里 把 上 述 从 提取 第 一 主轴 方向 单位 向 量 直 到 残 差 矩阵 称 为 第 一 步 . 它 的 中 心 任务 是 求 
第 一 主 成 分 ti. 
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第 一 步 的 小 结 如 下 : 
步骤 1 将 自 变 量 数据 矩阵 X 和 因 变 量 和 矩阵 作 标准 化 处 理 , ERE E, 和 Fu; 
FE 2 将 方 阵 (EFF Eo) HA, 取 其 最 大 本 征 值 对 应 的 本 征 问 量 wi; 
+з ”投影 求 得 与 第 一 主轴 方向 单位 向 量 w, 对 应 的 第 一 主 成 分 ti = Eowi; 
步骤 4 分 别 将 矩阵 Eo 和 Fo 对 t, 作 一 元 线性 回归 , 剥离 得 到 残 差 矩阵 E, M F. 
(6) 求 第 二 主 成 分 : 偏 最 小 二 乘法 的 “第 二 步 ” 主要 是 求解 第 二 主 成 分 to 从 第 一 步 
ZERRA E, 和 P, 出 发 , 重复 “第 一 步 " 中 的 步骤 2 到 步骤 4, 即 
步骤 1 لا‎ (ЕТЕ,ЕТЕ,) ЗЛЕ, 求 其 最 大 本 征 值 对 应 的 本 征 向 量 w; 
步骤 2 投影 求 得 与 第 二 主轴 方向 单位 向 量 wa 对 应 的 第 二 主 成 分 ta = Ei ws; 
步骤 3 ”将 残 差 矩阵 E, 和 F, 对 ts 作 一 元 线性 回归 , 剥离 得 到 残 差 矩阵 Es 和 Fo. 


EE В ЖЕЛЕ EE Eo 中 提取 到 ti, ta,…, ta 个 互相 正 交 的 主 成 分 之 后 已 经 达到 预定 
拟 合 精 度 , 则 算法 终止 


Eo = па? + taal +--.+taal + Ea (11.1.5-27a) 


Fo = tib? +4361 +--+ tabi +FA (11.1.5-27b) 


sÉ (11.1.5-2тЬ) 就 是 偏 最 小 二 乘 回 归 分 析 得 到 的 线性 拟 合 方程 , 或 称 统计 模型 . 图 11.1.5-1 
概括 了 偏 最 小 二 乘法 的 思路 . 
最 后 还 得 把 式 (11.1.5-27b) 还 原 为 原来 的 m 个 自 变量 (z; |} = 1(1)m} 和 P 个 因 变 
Ж {ye |k = 1(1)р} 之 间 的 回归 方程 . 
自 变 量 因 变 量 
WE Hi BE 数据 矩阵 
K Y 
| 标准 化 | 标准 化 
Е, Е, 


EF ДЕ, 
|жж 
第 一 主轴 w 
Ж— + 
第 一 主 成 分 0۱ت‎ 


$ KPI E, Fita, b 


| 


ЕЕ F E 1 
! 第 二 循环 
+ 
E F, t a ab 


+ 
图 11.1.5-1 Ф RENERE 
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讨论 

(1) 偏 最 小 二 乘 回归 分 析 的 终止 ; 偏 最 小 二 龙 回 归 分 析 何 时 终止 的 一 种 判定 是 靠 “ 复 
判定 系数 "(* 复 ”表示 “多 元 "; 判定 系数 即 相关 系数 的 平方 , coefficient of determination). 
“ 复 判 定 系 数 " 定 义 为 


А 
> ital? ЛЬ 
ПА = #8 _ (11.1.5-28) 
Foll” 


它 代表 可 解释 的 变异 占 总 变异 的 百分比 . 大 于 一 定 值 (如 70%) 就 意味 着 提取 得 到 的 信 
息 量 的 百分比 足够 多 了 , 于 是 终止 进一步 提取 主 成 分 . 

(2) 本 节 讨 论 的 是 p 个 因 变 量 的 PLS 法 , 4 p = 1 时 问题 就 是 一 个 普通 的 多 元 回归 
问题 . 在 本 节 开 始 时 提 及 偏 最 小 二 乘法 和 主 成 分 回归 法 之 间 的 差别 就 在 于 PLS 除了 消除 
自 变量 之 间 、 因 变量 之 间 的 相关 性 的 不 良 后 果 外 , PLS 重点 考虑 了 各 主 成 分 对 因 变 量具 
有 最 佳 的 解释 能 力 ， 后 者 是 主 成 分 回归 法 所 没有 考虑 的 , 于 是 后 者 就 可 能 夹杂 进来 一 些 
实际 上 设 有 “解释 ”作用 的 主 成 分 变量 . 

(3) PLS 法 和 PCR 法 中 主 成 分 的 差别 . 

PCR 中 的 主 成 分 是 自 变量 系统 中 自身 变异 最 大 者 , 即 方差 最 大 者 . 它 的 产生 与 因 变 
HER. 

PLS 中 的 主 成 分 与 PCR 相同 处 在 于 , 自 变 量 系 统 中 的 主 成 分 或 因 变 量 系 统 中 的 主 
成 分 都 是 本 体系 中 的 自身 变异 最 大 者 , 即 方差 最 大 者 . 当然 , 如 果 因 变量 只 有 一 个 , 那么 
因 变 量 中 就 无 所 谓 主 成 分 , 也 可 以 说 这 个 因 变 量 就 是 主 成 分 . 但 是 就 如 “无 约 东 变 分 ”和 
“有 约束 变 分 " 的 差别 , PCR 的 主 成 分 相当 于 “无 约束 ”的 主 成 分 , PLS 中 的 主 成 分 [无 论 
是 因 变 量 或 自 变 量 的 主 成 分 ] 相当 于 “有 约 东 ”的 主 成 分 . 这 个 约 东 就 是 要 满足 因 变 量 的 
主 成 分 与 自 变量 的 主 成 分 之 间 的 相关 关系 达到 最 大 , 这 个 相关 关系 可 以 用 两 者 间 的 协 方 
Ж cov (ti, ui) 来 表示 , 相当 于 自 变 量 主 成 分 tl 对 因 变 量 主 成 分 ui 的 数学 解释 能 力 达到 
最 大 . 
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定量 构 效 关系 (QSAR) Ж “定量 结构 -活性 关系 ”的 简称 (quantitative structure-activity 
relationship! =l, FLE 1868 年 Crum-Brown 和 Fraser 就 提出 活性 Ф 可 以 表示 成 为 化 
学 结构 S 的 函数 更 = f(s), 但 没有 实质 性 的 研究 . 直到 1964 年 , RF Free-Wilson 77 
法 05 和 Hansch 方法 li 的 两 篇 立 章 发 表 后 , 定量 构 效 关系 研究 方法 才 进 入 了 一 个 实际 
可 行 的 发 展期 . 用 单个 分 子 的 物理 , 化 学 性 质 , 即 无 生命 性 质 , 来 描述 其 生物 活性 . 不 过 这 
些 用 做 自 变量 的 无 生命 性 质 本 质 上 都 是 分 子 的 整体 性 质 bulk properties), 不 是 分 子 某 个 
几何 位 置 处 表现 的 性 质 . 所 以 这 时 的 QSAR 方法 不 是 直接 与 分 子 结构 联 系 起 来 的 . 

1988 年 , RD.Cramer HI 发 表 了 “比较 分 子 力 场 分 析 法 "(comparative molecular field 
analysis, CoMFA) 方法 , 第 一 次 将 QSAR 的 研究 与 分 子 三 维 几何 结构 明确 地 联系 起 来 
Ге. 在 此 基础 上 又 发 展 起 来 “比较 分 子 相 似 性 法 " (comparative molecular similarity in- 
dices, CoMSIA)!3I. 
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一 般 在 受 体 不 知道 或 受 体 结构 不 知道 的 情况 下 , 如 果 已 经 积累 了 一 系列 化 合 物 对 一 

种 疾病 、 或 对 一 种 细菌 、 或 对 生命 过 程 某 一 环节 的 作用 效果 的 数据 ( 即 所 谓 活性 数据 )， 

那么 就 可 以 采用 QSAR 方法 分 析 各 种 化 学 成 分 对 活性 的 影响 , 从 而 对 寻找 新 的 药物 指出 
方 同 . 

为 了 定量 处 理 药物 设计 问题 , 先 要 定义 化 合 物 的 “活性 ". 通常 在 实验 上 把 活性 更 Ж 
未 为 

ë = lg )1/6( )11.2-1( 


其 中 , C 为 在 某 一 实验 中 能 够 产生 某 种 特定 生物 效应 所 需 的 化 合 物 浓度 . 浓度 单位 通常 都 
很 小 , 如 pmolL-!. 取 浓度 的 倒数 是 为 了 与 活性 大 小 的 习惯 称呼 一 致 , 取 对 数 只 是 便于 对 
数量 级 差别 大 的 浓度 范围 作 数值 表示 而 已 , 没有 别 的 意思 .这 里 生物 效应 可 以 包括 一 切 
生命 过 程 中 的 性 质 , 如 麻醉 性 、 杀菌 性 , 溶血 性 、 毒性 等 . 浓度 C 的 具体 定义 可 有 很 多 种 ， 
如 CC50 表 示 指 对 某 种 细菌 能 够 达到 半数 致死 效果 的 化 合 物 浓度 ; EC50 表 示 使 得 50% tJ 
细胞 免 于 某 种 病毒 引起 病变 所 需 的 化 合 物 浓度 ; LD50 表 示 半 致死 剂量 . 


11.2.1 经 典 QSAR 方法 


最 早 提出 的 QSAR 方法 有 Hansch 方法 和 Free-Wilson 方法 . 其 共同 特点 是 将 活性 Ф 
与 该 化 合 物 的 几 个 物理 , 化 学 性 质 {pj |} = 1,2,… Ар 之 间 设 定 为 某 种 函数 的 经 验 关 系 


Ф = f (pu, pa, PN) (11.2.1-1) 


通常 选用 线性 组 合 的 函数 形式 


| М 
$ = У Кур; (11.2.1-2) 
]=1 


其 中 , ж {к;р 待定 . 如 果 有 一 组 化 合 物 , 他 们 的 活性 实验 值 都 已 知 ， 而 且 这 些 化 合 物 的 
所 有 性 质 (p;) 也 已 知 , 那么 可 以 将 {m} 作为 自 变量 , 活性 实验 值 Ф 作为 因 变 量 , 用 统计 
数学 中 的 多 元 统计 回归 方法 唯 象 地 取得 式 (11.2.1-1) 中 函数 f (pi, pa, opn) 的 具体 形 
式 . 这 一 组 化 合 物 称 为 学 习 组 , 这 一 步 称 为 学 习 或 自学 . 

然后 对 于 任何 未 知 活性 的 其 他 化 合 物 ( 称 为 预测 组 ), 只 要 它们 各 自 的 对 应 的 所 有 性 
质 都 知道 , 那么 就 可 以 将 这 一 套 性 质 代 入 函数 (pi1,p2,… орм) 就 得 到 该 化 合 物 的 对 应 
的 活性 的 预测 值 . 这 一 步 称 为 预测 . 

1) Hansch 方法 [省 

Hansch 提出 的 函数 形式 如 下 : 


lg (1/C) = kır + kar + ks E, + kaMR (11.2.1-3) 


这 是 一 个 多 元 线性 函数 , 其 中 , 自 变量 选用 疏水 参数 т, 关于 电 性 的 Hammet Slo, Taft 
ERE., 分 子 折光 度 MR. ار‎ т 定义 为 r = lg (сога Саа). 约定 为 该 化 合 物 在 正 辛 醇 
和 水 两 相 之 间 浓 度 比 再 取 以 10 为 底 的 对 数 . Е, 为 Tat 参数 , 是 分 子 体积 的 一 种 表征 参 
数 . 这 些 自 变量 也 可 以 用 分 子 其 他 的 性 质 , 如 HOMO 轨道 能 量 , LUMO 轨道 能 量 、 7 
性 等 . 式 (11.2.1-3) tB, С 为 药物 分 子 的 活性 浓度 , {ki} 为 待定 的 参数 . 
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从 已 知 化 合 物 的 活性 和 各 项 已 知 的 分 子 性 质 出 发 , 采用 多 元 线性 回归 分 析 等 数据 处 
理 方 法 求 得 上 述 回归 方程 的 各 项 系数 (k). 该 过 程 称 为 学 习 部 分 . 学 习 之 后 的 统计 模型 
式 (11.2.1-3) 称 为 活性 模型 . 然后 , 如 果 某 种 化 合 物 虽 然 其 活性 未 知 但 是 它 的 分 子 性 质 
却 是 已 知 的 , 或 是 可 以 计算 得 到 的 ， 那么 就 可 以 将 已 知 的 分 子 性 质 代 入 该 活性 模型 , 求 得 
该 化 合 物 的 活性 ， 这 称 为 预测 部 分 ， 不 断 改变 未 知 活性 的 化 台 物 结构 , 通过 其 他 方法 求 
得 它们 的 分 子 性 质 , 继而 用 活性 模型 预测 其 活性 , 这 样 就 可 以 不 断 提高 它们 的 活性 达到 
“设计 ”新 药物 的 目的 .“ 学 习 + 预测 " 就 是 QSAR 方法 的 实质 . 

讨论 

(1) 分 子 上 述 几 种 性 质 都 是 分 子 的 整体 性 质 ， 它 们 也 可 以 改 用 分 子 的 “局 部 性 质 * 
即 那些 与 该 分 子 的 某 个 特定 的 几何 位 置 有 关 的 性 质 ， 这 样 就 发 展 起 以 后 的 所 谓 “三 维 
QSAR”. 

(2) zÑ (11.2.1-3) 也 可 以 不 用 线性 函数 模型 , ТҮРЕ ЮК И. ИШКЕ ИЕ 
式 . 其 实 从 任意 物理 量 对 关于 影响 它 的 自 变 量 作 精确 展开 的 话 , 那么 总 是 可 以 展开 成 那些 
目 变量 的 Taylor RAN. 若 舍 去 这 个 宕 级 数 中 的 二 次 项 和 更 高 次 项 , 则 得 到 线性 展开 形 
式 , 即 一 级 近似 . 所 以 , 很 多 其 他 场 侣 遇 到 的 “线性 自由 能 关系 " 、"“ 线 性 3... 关系 ”的 
说 法 , 无 非 就 是 数学 模型 中 的 最 简单 形式 而 已 . 

2) Free-Wilson 方法 0 

药物 设计 中 经 常 想 探索 的 药物 是 一 个 系列 的 , 通常 它们 在 一 个 共同 的 母体 结构 上 的 
不 同 部 位 接 上 了 不 同 的 取代 基 . 经 典 QSAR 中 的 Free-Wilson 方法 就 是 为 这 个 问题 提出 
的 , 预测 取代 的 部 位 和 取代 基 的 种 类 是 如 何 影 响 这 个 系列 药物 的 活性 的 ， 所 谓 母 体 即 不 
会 任 意 取代 基 的 那个 化 合 物 . Free-Wilson 方法 的 统计 模型 为 


lg )1/06( = x + Y у ушщ (11.2.1-4) 
i=1 j=1 

其 中 , i 为 母体 分 子 中 可 发 生 取代 的 位 点 编号 , 共 m 个 ; j 为 各 取代 基 的 编号 , ЗЕ ور‎ 个 ; а,, 
是 取代 基 j 在 位 置 i 的 贡献 , 若 存在 其 值 为 1, 不 存在 为 0; z 为 母体 化 合 物 的 lg [1/C) 
їн; 系数 {к} 待定 , 它们 可 以 从 已 知 活性 已 知 二 维 结构 的 化 合 物 数据 拟 合 得 到 (学 习 部 
分 ). 然后 就 可 以 通过 式 (11.2.1-4) 求 得 那些 只 知道 二 维 结构 的 化 合 物 的 活性 (预测 部 分 ). 

讨论 

(1) Free-Wilson 方法 只 能 用 于 预测 带 有 用 于 导出 方程 时 的 那 一 系列 取代 基 的 化 人 台 物 
的 生物 活性 ， 即 只 适用 于 预测 类 似 于 学 习 组 的 未 知 化 合 物 . 这 也 是 所 有 QSAR 方法 的 
共性 . 

以 Hansch 方法 、Free-Wilson 方法 为 代表 的 经 典 QSAR 方法 , 设 有 考虑 分 子 三 维 立 
体 结 构 和 分 子 各 部 分 结构 特点 和 性质 , 所 使 用 的 参数 大 多 是 由 化 侣 物 的 二 维 结构 知识 得 
到 的 , 因此 又 被 称 为 二 维 QSAR(2D-QSAR) 方法 . 

(2) 以 上 Hansch 方法 、Free-Wilson 方法 同样 也 可 以 用 于 预测 毒性 , 同时 将 活性 提高 ， 
毒性 降低 . | 

三 十 名 年 来 , 由 Hansch 等 开创 的 经 典 QSAR 方法 本 身 有 了 很 大 进展 . 除了 QSAR 
模型 由 最 初 的 线性 自由 能 模型 衍生 出 抛物 线 模型 、 双 曲线 性 模型 外 , QSAR 研究 所 用 的 
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参数 也 由 原来 的 几 种 分 子 性 质 扩 展 到 量子 化 学 参数 , 分 子 连 接 性 指数 . 分 子 形状 参数 等 . 
建立 模型 所 使 用 的 统计 方法 也 由 名 元 回归 分 析 扩 展 到 主 成 分 分 析 . DW (۰--261 2 [М 
络 等 方法 . 所 建立 的 模型 不 少 已 经 在 药物 设计 中 发 挥 作用 . 
经 典 QSAR 方法 最 主要 的 发 展 是 进一步 考虑 了 分 子 三 维 立 体 结 构 的 因素 . 这 就 是 以 
F 要 讲 的 两 个 所 谓 “ 三 维 QSAR HTT, 即 比 较 分 子 场 分 析 法 [comparative molecular 
field analysis, CoMFA) 和 比较 分 子 相似 性 分 析 法 (comparative molecular similarity indices 
analysis, CoMSIA). Z4, 在 未 知 受 体 情况 下 的 药物 设计 方法 中 CoMFA 和 CoMSIA 方法 
目前 还 占据 着 难以 替代 的 地 位 . 以 下 分 别 作 介绍 . 


11.2.2 ”比较 分 子 场 分 析 法 09| 


可 以 设想 药物 分 子 与 组 织 受 体 之 间 的 相互 作用 相当 于 两 个 化 合 物 分 子 之 间 的 作用 ， 
显然 这 些 相互 作用 是 分 子 间 的 非 键 相互 作用 ( 见 2.4 节 ). 进一步 来 看 , 主要 是 药物 分 子 的 
几 个 关键 有 效 部 位 即 所 谓 药 效 团 fpharmacophore)] 对 受 体 分 子 的 相互 作用 . 在 药物 与 受 体 
相互 靠 提 的 过 程 中 , 显然 相互 作用 势能 主要 包括 两 项 : 非 键 的 静电 势能 和 非 键 的 van der 
Waals 势能 . 通常 又 把 药 效 团 的 作用 进一步 划分 为 正 电 荷 基 团 、 负 电荷 基 团 、 氢 键 受 体 、 
ЕТИКЕ А. 至 于 受 体 的 作用 也 可 以 有 类 羽 的 分 类 : 带 +1 电荷 的 甲 基 . 带 -1 
电荷 的 羧基 等 , 称 为 探 针 . 

1988 年 R. D. Cramer III 提 出 CoMFA 法 [9. 该 方法 设想 多 种 探 针 代表 受 体 的 不 同 
部 位 , 把 受 体 与 药物 分 子 之 间 的 作用 拆 解 成 各 种 探 针 与 药物 分 子 的 作用 之 和 . 在 受 体 结 构 
不 知道 的 情况 下 , 可 以 计算 探 针 与 药物 分 子 的 相互 作用 势能 . 对 于 一 种 探 针 在 药物 分 子 附 
近 受 到 的 势能 与 探 针 在 药物 分 子 近 处 的 几何 位 置 有 关 , 药物 分 子 对 周围 不 同位 置 处 的 探 
针 造 成 的 势能 称 为 分 子 场 . 不 同 的 药物 分 子 对 同一 种 探 针 造成 的 分 子 场 也 就 不 同 . 而 这 种 
分 子 场 是 可 以 用 计算 势能 的 方法 计算 的 , 无 论 是 量子 化 学 方法 还 是 力 场 方 法 都 可 以 ， 从 
精度 、 计算 速度 的 要 求 来 看 , 几乎 都 采用 力 场 方 法 . 比较 不 同 药物 分 子 对 某 种 探 针 造成 的 
分 子 场 就 可 以 在 一 个 侧面 反映 药物 分 子 对 受 体 的 作用 差异 . 进一步 对 多 种 探 针 造成 的 分 
子 场 的 比较 就 可 以 在 更 多 方面 反映 药物 分 子 对 受 体 的 作用 差异 . 这 就 是 CoMEA 法 的 原 
理 所 在 . 

通常 把 药物 分 子 放 在 一 个 可 以 足够 容纳 它 的 立方 体 (如 体积 为 10 x 10 x 10A3) 中 间 
的 固定 位 置 , 立方 体 按 一 定 的 要 求 划分 为 如 10 x 10 x 10 = 1000 ТУЕ. 先 选择 一 种 探 针 ， 
通常 选用 带 +1 电荷 的 甲 基 , 用 力 场 方 法 计算 在 不 同 栅 格 位 置 处 的 探 针 与 固定 位 置 药物 
分 子 之 间 的 作用 势能 , 它 由 非 键 静 电势 能 U, (r) 与 非 键 van der Waals 作用 能 Uaw (r) 两 
部 分 构成 . 探 针 在 一 个 顶 格 位 置 有 Dr, مہہ‎ 两 个 能 量 值 ; 1000 个 栅 格 位 置 上 的 就 有 2000 
个 能 量 值 . 它们 构成 了 该 探 针 对 某 个 化 侣 物 的 一 个 分 子 场 (图 11.2.2-1). 

同 药物 设计 的 其 他 方法 一 样 ,CoMEA 法 也 是 一 种 黑箱 方法 . 于 是 整个 CoMEA 法 分 
为 学 习 和 预测 两 步 . 把 已 知 某 种 活性 实验 数据 的 一 组 化 合 物 称 作 学 习 组 ,把 另外 未 知 活 
性 的 一 组 虚拟 化 合 物 称 为 预测 组 . 这 里 可 以 途经 验 尽 可 能 猜想 可 能 有 效 的 药物 虚拟 分 子 
的 结构 式 . 在 受 体 结构 不 知道 的 情况 下 , 通过 CoMFA 法 预测 这 些 虚 拟 分 子 的 活性 值 . 图 
11.2.2-1 为 CoMFA 法 的 示意 图 . 

先 把 全 体 学 习 组 化 侣 物 按 照 一 定 的 规则 和 最 小 二 乘 的 要 求 下 尽 可 能 地 在 几何 上 释 合 
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图 11.2.21 COMFA 法 的 示意 图 
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起 来 , 有 两 种 释 侣 的 方案 , 第 一 种 方案 是 按照 最 大 公共 子 结构 , 进行 距离 最 小 二 乘 的 和 倒台. 
第 二 种 登台 方案 是 , 先 把 每 个 学 习 组 分 子 中 可 能 存在 的 5 种 特征 基 团 { 即 正 电 荷 基 团 、 负 
电荷 基 团 、 气 键 受 体 、 氧 键 给 体 和 朴 水 基 团 ) 的 几何 点 找到 , 每 个 分 子 的 这 种 几何 点 构成 
一 个 “特征 结构 ". 按照 所 有 学 习 组 分 子 特征 结构 的 最 大 公共 子 结构 , 进行 距离 最 小 二 乘 
的 登台 . 当然 , 又 可 以 根据 每 个 特征 基 团 的 电荷 数 大 小 . 氧 键 给 体 和 受 体 的 成 键 能 力 、 朴 
水 基 团 的 朴 水 能 力 给 几何 点 赋 以 不 等 的 权重 , 然后 进行 距离 加 权重 的 最 小 二 乘 的 又 合 . 预 
MHF Th BIE PERRÊ. AAE CoMFA 法 中 相当 重要 , 也 颇 需 技巧 的 一 步 . BS 
成 之 后 , 就 可 以 分 别 计算 同一 种 探 针 对 各 个 学 习 组 化 合 物 造成 的 盆子 场 . 
与 式 (11.2.1-3) 类 似 , 令 活 性 Ф 为 应 变量 ，1000 个 棚 格 位 置 "上 的 两 种 势能 值 
{Us (r;)) 和 {Uva (r;)} E HEEE, 采用 如 下 的 线性 统计 模型 ; 
1000 
更 = У {ту (ri) т а (r;)) (11.2.9-1) 
1=1 


其 中 , ; HARMS, {mn} 为 特定 系数 . 为 了 防止 过 拟 合 , 在 对 药 效 机 理 完全 不 知 
情 的 条 件 下 , 线性 模型 总 是 放 在 非 线性 模型 之 上 作为 首选 的 考虑 . 

对 于 普通 的 线性 回归 方法 , 学 习 组 的 样本 数 至 少 要 等 于 待定 系数 的 总 数 , 这 样 线性 联 
立方 程 组 才 有 确定 的 解 ， 可 是 , 在 通常 药物 设计 中 学 习 组 的 化 合 物 样本 数 一 般 在 几 十 去 
右 , 远 远 少 于 式 (11.2.2-1) 中 的 待定 系数 总 数 . 好 在 , 在 1000 个 栅 格 位 置 上 实际 只 有 为 数 
JLT (一 般 < 8) 的 顶 格 点 才 是 所 谓 药 效 团 位 置 的 . 所 以 , 在 2000 个 {тт р 特定 系数 中 
只 有 几 个 的 数值 是 较 大 的 , 需要 求 得 , 而 其 余 的 待定 系数 都 可 当 作 零 . 于 是 可 以 选用 偏 最 
小 二 乘法 ( 见 11.1.5 小 节 ) 来 降 维 求解 . 这 几 个 在 药 效 团 位 置 上 的 特定 系数 就 是 PLS 法 
中 的 主 成 分 . 知道 PLS 法 是 在 考虑 了 各 自 变量 对 因 变 量具 有 最 大 相关 的 前 提 下 ， 又 使 自 
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变量 目 身 的 变异 达到 了 最 大 . 于 是 通过 PLS 法 删 去 占 自 变 量 总 数 极 大 比例 的 不 重要 的 自 
变量 . 于 是 , 求 得 代表 药 效 团 位 置 的 所 有 待定 系数 的 值 , 即 得 到 了 式 (11.2.2-1) 中 所 有 不 
A FRAN {mnj} 这 样 得 到 了 CoMFA 法 的 统计 模型 . 接 下 来 就 可 以 进行 黑箱 方法 的 
第 二 步 一 一 预测 . 

在 预测 一 步 里 , 只 要 采用 与 学 习 组 同样 的 步骤 , 计算 同一 种 探 针对 未 知 活性 的 预测 组 
虚拟 化 合 物 周 围 的 分 子 场 ( 即 所 有 的 {U (r), Uaw (ту) 17 = (1,2,۰۰: , 1000} 值 ) 代入 系 
数 已 经 求 出 来 的 式 [11.2.2-1), 求 得 虚拟 化 合 物 的 活性 值 . 

改变 不 同 的 探 针 相当 于 改变 受 体 与 药物 分 子 的 结合 模式 , 重新 再 来 一 遍 另 一 种 探 针 
的 “学 习 十 预测 ", 得 到 新 的 统计 模型 ， 比 较 不 同 探 针 的 CoMFA 模型 , 寻求 最 可 信 、 活性 
最 高 的 虚拟 药物 分 子 . 

讨论 

(1) СоМЕА 法 的 实质 是 用 不 同位 置 处 的 探 针 与 药物 分 子 的 相互 作用 势能 作为 QSAR 
异型 的 自 变 量 , 与 应 变量 活性 之 间 采 用 统计 数学 的 方法 把 相关 关系 突现 出 来 ， 这 相当 于 
考虑 了 药物 分 子 的 三 维 结构 . 

(2) CoMFA 法 已 经 进一步 发 展 成 可 以 给 出 对 虚拟 分 子 的 改进 意见 , 在 哪个 位 置 上 增 
МПА RR E ЕҢ sqa ЇЙ da [ЖЕ], 在 哪个 位 置 上 增添 或 删 减 位 阻 大 的 基 团 . 

(3) 因为 偏 最 小 二 乘 方 法 中 的 应 变量 个 数 可 以 不 止 一 个 , 所 以 , 如 果 学 习 组 的 化 合 物 
同时 有 活性 Ф 和 毒性 q 两 组 实验 数据 , 那么 用 以 上 的 CoMFA 法 可 以 找到 尽量 活性 大 而 
同时 毒性 低 的 虚拟 分 子 . 

(4) CoMEA 法 的 缺点 是 在 计算 静电 能 的 过 程 中 当 探 针 位 置 正 好 与 某 个 原子 重 亚 时 ， 
就 会 出 现 计算 静电 能 的 奇 点 问题 , 即 式 (2.4.1-6) 的 加 和 项 中 有 一 项 分 母 为 零 , 造成 结果 无 
穷 大 的 困难 . 此 外 , CoMFA 法 计算 静电 能 时 , 因为 属于 1/r 的 长 程 互 作用 , 故 有 截断 距离 
选取 的 麻烦 ， 

(5) و‎ 引 导 构 象 选择 的 CoMFA RUS, 如 果 药 物 分 子 是 柔性 的 , 因为 有 理由 相信 药 
物 分 子 的 构 铺 变化 要 影响 它 与 受 体 的 相互 作用 , 所 以 对 于 同一 种 柔性 分 子 还 必须 在 它 的 
能 量 最 低 的 几 个 构象 里 选择 结合 受 体 的 最 佳 构 银 . 而 通常 的 CoMEA 法 在 执行 过 程 中 实 
际 上 只 考察 了 能 量 最 低 的 构象 . 所 以 有 必要 把 传统 的 CoMFA 法 扩展 到 可 以 从 每 一 个 药 
物 分 子 能 量 最 低 的 4, 5 个 构象 中 选取 最 合适 的 来 作 CoMFA 法 (图 11.2.2-2). 02 引导 构 
SEHR] CoMFA 法 就 是 为 此 设计 的 . 

首先 对 学 习 组 每 个 分 子 都 作 构 银 分 析 , 每 个 分 子 留 取 基态 和 比 它 能 量 高 出 5 lcalmol-: 
之 内 的 所 有 构象 , 按 能 量 大 小 进行 排列 , 存在 数据 库 里 . 构象 应 当 进 行 药 效 点 登台 接着 
就 可 以 按照 图 11.2.2-3 所 示 的 流程 作 处 理 . 

(1) 用 扣 一 法 (leave-one-out), 依次 轮流 剔除 一 个 化 合 物 作 交 叉 验 证 , 计算 此 时 的 相关 
系数 平方 值 2 值 . 记录 y 值 最 大 的 化 合 物 . 

根据 式 [11.1.2-19), 某 一 轮 变 叉 验 证 时 的 相关 系数 平方 为 


gs me ——— (11.2.2-2) 
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图 11.2.2-3 4° 引导 构 银 选择 的 COMFA 法 的 远程 图 


其 中 , M 为 学 习 组 分 子 总 数 , Ф, 和 رھ‎ 分 别 为 这 一 轮 第 i 号 分 子 活性 的 实验 值 和 预测 值 , 
Ф 为 这 一 轮 分 子 活性 实验 值 的 均值 , HU 


Ф= у Фф (11.2.2-3) 


11.2 Ж ИН Ж (ОЗАК) . 331 . 


(ü) 777۴2-44-1 کا ا‎ S خلا تع‎ ККД НЬ А 8 ДИ ICE ERS MEN 
验证 . 例如 , q 值 增 大 , 则 记录 该 2 值 , 用 新 构象 代替 原来 构象 . 若 选择 新 构象 之 后 得 
到 的 吧 并 不 满意 , 则 返回 第 一 步 , 重新 计算 . 

(ш) 依次 在 所 有 学 习 组 分 子 及 其 所 属 构象 中 循环 , 直至 找到 学 习 组 分 子 的 最 佳 构 象 
组 合 (El 11.2.2-2). 

对 于 和 柔性 分 子 , 构象 选择 过 程 中 2 一 般 可 以 从 传统 CoMFA 法 中 的 0.4 提高 到 0.7 
左右 , 有 明显 的 提高 . 为 了 尽 可 能 穷尽 组 合 方式 , 但 为 了 避免 组 台数 过 大 时 计算 能 力 不 足 . 
И (qa) a. 10. 以 备 及 时 中 断 作业 . 

总 之 , 对 于 柔性 分 子 qo 引导 的 构 铺 选择 可 以 较 大 地 改进 传统 的 CoMFA š. 


11.2.3 ”比较 分 子 相 似 性 指数 分 析 法 


与 CoMFA 法 类 似 , 1994 年 G. Klebe 提 出 的 CoMSIA 法 是 在 定义 了 与 药物 分 子 三 维 
结构 有 关 的 所 谓 分 子 相 似 性 指数 之 后 , 把 分 子 相 似 性 指数 与 应 变量 活性 更 之 间 采 用 统计 
数学 的 方法 把 相关 关系 突现 出 来 191. 
与 CoMFA 法 一 样 , CoMSIA 法 也 属于 黑箱 方法 , 由 学 习 和 预测 两 步 组 成 . 把 已 知 某 
种 活性 实验 数据 的 一 组 化 合 物 称 作 学 习 组 , 把 另外 未 知 活性 的 一 组 虚拟 化 人 台 物 称 为 预测 
Н. 在 受 体 结构 不 知道 的 情况 下 , 通过 CoMSIA 法 预测 虚拟 化 合 物 的 活性 . 
先 把 全 体 学 习 组 化 侣 物 按照 一 定 的 规则 和 最 小 二 乘 的 要 求 下 尽 可 能 地 在 几何 上 和 琶 台 
起 来 . 与 CoMFA 法 一 样 , 两 种 县 合 的 方案 都 可 以 用 . 同样 , CoMSIA khê th REH 4 
重要 而 顾 需 技巧 的 一 步 . 然后 把 学 习 组 分 子 放 在 一 个 可 以 足够 容纳 它 的 立方 体 (如 体积 为 
10 x 10 x 10A3) 中 间 的 固定 位 置 , 立方 体 按 一 定 的 要 求 划分 栅 格 (这 里 仍然 以 1000 个 机 
HAAR). 先 选择 一 种 探 针 , 通常 选用 带 +1 电荷 的 甲 基 , 用 下 到 方法 计算 在 不 同 栅 格 位 
壬 处 的 探 针 与 固定 位 置 的 某 个 学 习 组 分 子 之 间 的 分 子 相似 性 指数 (MS1). 
所 谓 相似 要 有 个 判 据 , 要 明确 是 在 哪 种 物理 化 学 性 质 上 相似 , 然后 才能 定义 代表 相似 
程度 的 MSI 分 子 相 似 性 指数 4; 是 指 在 用 三 种 性 质 中 的 某 一 种 作 判 据 和 用 某 种 探 轩 来 
感受 这 种 性 质 的 条 件 下 定义 的 , 这 里 的 下 标 بر‎ 代表 选用 哪 种 性 质 作 判 据 , у ЕНН 
位 置 . 典型 的 三 种 性 质 有 基于 原子 半径 立方 计算 得 出 的 原子 体积 , 代表 位 阻 效 应 ; 用 量子 
化 学 半 经 验 AM1 方法 或 者 Gasteiger-Marsili 经 验方 法 计算 分 子 中 原子 的 净 电 荷 , 代表 分 
子 中 各 个 原子 的 静电 性 质 ; 用 Viswanadhan 等 提出 基于 原子 的 参数 化 方法 求 得 分 子 中 原 
子 的 疏水 性 质 名 |. 这 三 种 性 质 都 是 分 子 中 原子 的 属性 . 
以 第 上 种 性 质 为 判 据 , 位 于 j 处 栅 格 点 上 的 探 针 所 感受 到 整个 分 子 的 相似 性 指数 定 
Ж н 
Ак = — Ў wprobe wipe ӨГ (11.2.3-1) 

i=} 
其 中 , i 为 该 分 子 内 的 原子 编号 , 共 n 个 原子 ,大 为 用 作 相 羽 性 判 据 的 性 质 编号 wa 为 对 
该 分 子 中 第 i 号 原子 计算 性 质 上 的 数值 , 3 为 衰减 因子 , r ТЕҢ НЕЕ j 处 的 探 针 到 第 ; 
号 原子 的 间距 ,wprobek 为 探 针 原子 计算 性 质 上 的 计算 值 ( 探 针 原子 设 为 净 电 荷 +1, 半径 
ІА, 疏水 性 +1). WRAT م‎ > 0, 可 用 以 调节 式 (11.2.3-1) 中 的 Gauss 型 指数 的 衰减 程 
度 ; 当 تر‎ 增 大 , 则 分 子 的 局 部 特性 得 到 加 强 , 局 部 特性 之 间 相 互 的 “平均 化 " 变 小 .于 是 整 
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体 相似 性 变 小 . 当 8 值 变 小 , 则 起 相反 的 作用 ， 

对 于 某 个 分 子 、 某 种 探 针 在 和 不同 的 顶 格 点 处 感受 到 的 第 k 种 性 质 上 的 相似 指数 也 是 
一 个 标量 场 , 记 为 {А li = 1,2,۰۰ ,10001( 权 且 称 为 “相似 指数 场 "), 它 对 应 于 CoMFA 
法 中 的 分 子 场 (当然 西 者 的 物理 含义 完全 不 同 ). 类 似 于 式 (11.2.2-1), CoMSIA 法 中 活性 
Ф 的 线性 统计 模型 为 


1000 
= 3 ` m; A; (11.2.3-2) 
j=l 


其 中 , j ARRARAS, {my} 为 待定 系数 . 通过 学 习 组 的 M 个 分 子 活性 的 实验 值 和 计 
算得 到 的 相似 指数 场 代入 式 (11.2.3-2), 得 到 由 M 个 线性 方程 构成 的 联 立方 程 组 ， 同样 ， 
因为 在 通常 药物 设计 中 学 习 组 的 化 合 物 样本 数 一 般 在 几 十 左右 , 远 远 少 于 式 (11.2.3-2) 中 
的 待定 系数 总 数 . 也 因为 , 在 1000 个 杨 格 位 置 上 实际 只 有 为 数 几 个 (一 般 < 8) 7 
才 是 所 谓 药 效 团 位 置 的 所以, 可 以 选用 偏 最 小 二 乘法 ( 见 11.1.5 小 节 ) 来 降 维 求解 , 得 
到 式 (11.2.3-2) 中 所 有 不 为 零 的 系数 . 这 样 得 到 了 CoMSIA 法 的 统计 模型 . 可 见 , 只 要 把 
CoMFA 法 的 示意 图 (图 11.2.2-1) 中 的 自 变量 换 成 相似 性 指数 {Aj}, 再 把 其 中 的 统计 模 
型 换 成 式 (11.2.3-2) 就 成 了 CoMSIA 法 的 示意 图 . 

接 下 来 就 可 以 进行 黑箱 方法 的 第 二 步 一 一 预测 . 在 预测 一 步 里 , 只 要 采用 与 学 习 组 同 
样 的 步骤 ， 计 算 同 一 种 探 针 对 未 知 活 性 的 预测 组 虚拟 分 子 周围 的 相似 指数 场 ( 即 
{Аку = 1,2, ,1000} 0), 代入 到 系数 已 经 求 出 来 的 式 (11.2.3-2) P, 计算 得 到 虚拟 
分 子 的 活性 值 . 

CoMSIA 法 可 以 通过 改变 探 针 种 类 . 性 质 种 类 上 和 衰减 因子 3 来 模拟 受 体 与 药物 分 
子 不 同 的 结合 模式 . 每 改变 一 种 模式 就 重新 再 来 一 遍 “学习 十 预测 ", 得 到 新 的 统计 模型 . 
比较 不 同 探 针 . 不 同 的 性 质 判 据 和 不 同 的 衰减 因子 得 到 的 CoMSIA 模型 , 寻求 最 可 人 入. 活 
性 最 高 的 虚拟 药物 分 子 . 

讨论 

(1) 与 CoMFA 法 一 样 , CoMSIA 法 也 属于 考虑 了 药物 分 子 三 维 结构 的 QSAR 方法 . 

(2) 由 于 CoMSIA 法 的 式 (11.2.3-1) 中 采用 Gauss 型 指数 函数 , 所 以 总 是 可 以 保持 计 
tê, 不 会 出 现 CoMFA 方法 在 计算 静电 能 时 的 奇 点 问题 . 此 外 , Gauss 型 指数 收 敏 快 ， 
不 会 有 CoMFA 方法 计算 静电 能 收敛 慢 的 问题 . 

(3) CoMSIA 法 中 探 针 种 类 、 性 质 种 类 k 和 衰减 因子 已 都 可 以 调节 , 可 调节 的 变量 个 
数 比 CoMFA 法 名 ,因此 CoMSIA 法 最 后 得 出 的 统计 指标 , 如 标准 误差 ہے‎ 相关 系数 R. 
方差 比 F (fn. fe) 等 统计 量 , 自然 一 般 都 要 比 CoMFA 法 的 高 , 从 这 个 角度 看 CoMSIA 法 
的 统计 模型 要 比 CoMFA 法 的 好 . 

值得 指出 , 无 论 哪 种 统计 数学 方法 , 最 后 都 要 落实 到 置信 水 平 1 -a 才能 判定 统计 模 
型 的 优 劣 , 而 不 是 靠 一 项 统计 量 来 比较 (BL 11.1 节 ). 

(4) 尽管 CoMSIA 法 和 CoMFA 法 都 属于 数学 模型 , 但 是 CoMSIA 法 中 各 部 分 的 物 
理 意义 不 如 CoMFA 法 中 的 明确 ， 这 是 CoMSIA 法 的 不 足 之 处 . 看 来 Klebe 也 注意 到 了 
这 个 问题 , 但 是 鉴于 Gauss 型 指数 函数 给 计算 上 带 来 的 方便 , 最 后 迁就 了 这 个 问题 . 

(5) 对 于 柔性 分 子 , 同样 也 可 把 42 引导 构象 选择 的 方法 沿用 到 CoMSIA 法 . 
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11.3 静电 势 的 应 用 


统计 数学 无 论 在 药物 设计 、 材料 设计 上 都 有 广泛 的 应 用 . 尽管 材料 设计 原则 上 可 以 
大 量 采用 第 一 原理 的 方法 , 可 是 在 寻找 新 材料 的 实际 科研 中 , 还 是 大 量 采 用 了 黑箱 方法 , 
RA QSPR 方法 , ME “定量 构 效 关系 ” 方法. 它 与 药物 设计 的 QSAR 方法 基本 上 相同 ， 
都 是 一 种 数学 模型 , 不 是 物理 模型 . 

考虑 到 第 一 原理 目前 对 生命 科学 还 难 有 大 的 作为 , 所 以 QSAR 法 在 药物 设计 应 用 非 
常 普遍 . 应 用 过 程 中 , 往往 忽视 自 变 量 需要 尽 可 能 有 明确 物理 意义 的 重要 性 . 创造 了 大 量 
的 描述 符 (deseripter), 取代 物理 化 学 性 质 用 作 QSAR 法 中 的 上 自 变 量 , 还 创造 了 大 量 的 拓 
扑 类 描述 符 , 而 且 没 有 重视 从 拓扑 指数 通过 分 子 的 对 称 性 发 掘 其 物理 意义 的 方 癌 发 展 . 大 
量 的 描述 符 甚 至 毫 无 物理 意义 , 势头 越 来 越 大 . 这 种 倾向 还 理 延 到 材料 设计 的 QSPR J; 
法 领域 . 

与 众 不 同 的 是 , 密苏里 大 学 的 P. Politzer 教授 从 静电 势 这 个 清晰 物理 意义 的 概念 出 
发 开拓 和 了 一 条 通 向 QSAR 方法 或 QSPR 方法 的 道路 着 . 这 是 一 个 值得 介绍 的 方 同 . 


11.3.1 ЁЎ 
接 照 经 典 电 动力 学 , 点 电荷 体系 {gi} ТЕ r 处 造成 的 势能 


U (r) = کے‎ (11.3.1-1) 


又 称 为 静电 势 , 其 中 , r 为 点 电荷 q 的 位 置 . 如 果 是 连续 分 布 的 电荷 体系 , 电荷 密度 D (r) 
在 r 处 造成 的 势能 或 静电 势 为 


U (r) = = = (11.3.1-2) 
该 势能 满足 Poisson 方程 
vU (т) = —4xD (r) (11.3.1-3) 


对 于 分 子 体 系 , 电荷 密度 D (r) 包括 核电 荷 {Z4} 和 电子 云 密度 p(r). 设 核 电荷 Za 的 位 
置 为 RA. 所 以 , 在” 处 的 电荷 密度 D (r) 可 以 写 为 


D(r) =Y Zaó(r — Ra) — p (r) (11.3.1-4) 
А 
代入 式 )11.3.1-2( 或 式 (11.3.1-3) 得 到 


0 (ғ) = У) Ža __ | اضعا‎ )11.3.1-5( 
А 


т – Ral т — т 


WE Poisson 方程 方程 


VU (r) = —Ах у Zað(r — RA) + Arp (r) (11.3.1-6) 
A 
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11.3.2 ”分子 的 外 部 表面 
- 般 分 子 的 外 部 表面 有 两 种 说 法 ; 

(1) 分 子 表 面 是 指 van der Waals Mi. 可 是 仔细 搞 量 可 见 van der Waals 面 不 是 一 个 精 
确 概念 , 因为 插 什 么 把 分 子 中 的 每 一 个 组 成 原子 都 看 成 球形 的 呢 ? 

(2) R. F. W. Bader(1987 年 ) 取 分 子 的 电子 云 审 度 pfr) = 04001bohr ”处 的 那个 电子 
去 等 高 面 作为 分 子 的 外 表面 时，[ 当 然 有 人 取 pfr) = 0002bohr ,没有 原则 性 的 差别 ). 
以 下 称 为 Bader 面 . 
11.3.3 ”表征 静电 势 分 布 特征 的 物理 量 

设 分 子 在 该 分 子 的 Bader M S 上 造成 的 势能 即 静 电势 记 为 Us (r), 其 中 , т 指 分 子 
表面 的 位 置 . کہ ج7‎ Us (т) 中 最 “ 正 ” 处 的 静电 势 和 Us min = Us (r) PE “Ar A 
的 静电 势 , 分 别称 为 静电 势 的 正 峰值 和 负 峰 值 . 

(1) 静电 势 的 正 区 平均 值 和 负 区 平均 值 : 把 分 子 的 Bader 面 上 呈现 静电 势 为 “ 正 值 * 
的 区 域 看 成 由 很 多 等 面积 的 小 块 构成 , 记 为 {1,2,… ,j,… зар. 如 果 每 一 块 的 面积 足够 
小 , 可 以 认为 每 一 块 内 的 静电 势 是 相等 的 , 记 为 U3 (ту). 于 是 , 整个 Bader 面 上 呈现 “E 
值 ” 的 静电 势 部 分 的 静电 势 平 均值 称 为 正 区 平均 值 


2 1 = 
š = = Uš (r;) (11.3.3-1) 


同样 , Bader 面 上 呈现 静电 势 为 “ 负 值 ” 的 区 域 由 很 多 等 面积 的 小 块 构成 , 记 为 {1,2,..., 
ke В. 如 果 每 一 块 的 面积 足够 小 , 所 以 认为 每 一 块 内 的 静电 势 是 相等 的 , 记 为 U's (re). 
于 是 , 整个 分 子 Bader 面 上 呈现 “ 负 值 ” 的 静电 势 部 分 的 静电 势 平均 值 称 为 负 区 平均 值 


8 
Üç = کے‎ (тк) (11.3.3-2) 
(2) 平均 静电 势 : 分 子 Bader 面 上 静电 势 ws (т) 的 平均 值 Us 称 为 平均 静电 势 


Я alt + BU 
To = 1ے تھے کچھ‎ 
Lis а 8 (11.3.3-3) 


(3) 静电 势 分 布 的 平均 偏差 : 分 子 Bader 面 上 静电 势 Us (т) 的 平均 偏差 如 定义 为 
П = _ У |Us (ri) — Us| (11.3.3-4) 
i=l 


П 表征 分 子 内 部 电荷 分 布 不 均匀 的 一 个 特征 ， 
(4) 静电 势 分 布 的 方差 : 分 子 Bader 面 上 静电 势 为 “ 正 值 ”的 区 域 中 静电 势 分 布 的 方 
差 称 为 正 区 方差 


gf = دہ‎ [U£ (т) - UH] (11.3.3-5) 
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分 子 Bader 面 上 静电 势 为 “ 负 值 ”的 区 域 中 静电 势 分 布 的 方差 称 为 负 区 方差 
ñ 


У) [05 (rx) –05]° (11.3.3-6)‏ = کی 
k=1‏ 


分 子 Bader 面 上 静电 势 分 布 的 总 方差 定义 为 


ñ 
У [Us (rR) — Üs] (11.3.3-7) 


| 1 لر کے‎ 
ot, =0 + کاخ = 2ہ‎ [Шр (r) - 0 + 
j=] k=l 


(5) 静电 势 的 变化 : 静电 势 变化 起 伏 的 程度 用 以 下 定义 的 电荷 平衡 参数 来 表征 


02 с? 


(аё)? 

ИЙ, O < = < 1/4. 34 о? = о? 时 电荷 平衡 参数 v 达到 最 大 值 1/4. 
(6) 分 子 的 Bader 面 面 积 : 9 Aš 为 Bader 面 上 静电 势 呈 正 值 的 表面 积 ， Ag 为 Bader 

HEHEHEHEHE. 分 子 总 的 Bader 面 面 积 


„= (11.3.3-8) 


As = АХ + А5 (11.3.3-9) 
11.3.4 Politzer 的 GIPF 法 
1992—1994 年 , Politzer 提出 一 种 基于 静电 势 分 布 特征 来 计算 分 子 宏观 性 质 的 统计 模 


]21[ لا 

性 质 P = f (Ug min, Us max, 02,05, TH, oe „ты, p, Аб, As) (11.8.4-1) 
称 为 СІРЕ 法 (general interaction properties function), 其 中 , 每 个 自 变量 都 有 清晰 的 物理 
意义 , f 为 特定 函数 . 

例如 ， 

(1) (ЗЕ) а Us برق = سم‎ а. > 0 (11.3.4-2) 

(2) { 气 键 碱 性 }= a; [Us minl — .رق‎ ао, 82 > 0 (11.3.4-3) 


氢 键 酸性 和 碱 性 的 实验 标准 取 自 文献 . 用 量子 化 学 方法 计算 Us max, Us in, 再 用 统计 数 
学 方法 拟 合 求 得 所 有 参数 Ча. رق‎ оо, 82}. 从 式 (11.3.4-2), A (11.3.4-3) 可 见 ; SENE 
性 和 碱 性 分 别 与 Bader 面 的 静电 势 的 正 峰值 和 负 峰 值 成 正比 . 尽管 是 唯 象 的 , HÊ Xj 
BR, 是 个 值得 注意 的 方向 . 

Politser 的 方法 尽管 在 本 质 上 是 一 种 QSPR 方法 , 还 属于 黑箱 方法 , 但 是 Politzer 在 
尽力 地 突出 自 变量 的 物理 量 . 他 在 这 点 上 非常 清醒 , 不 是 那 种 老 在 描述 符 的 迷宫 里 转悠 
也 不 想 出 来 的 人 . 


11.4 功能 分 子 设计 中 的 QSPR 方法 


材料 科学 中 的 QSPR 方法 , 即 “ 定 量 结构 -性 质 关 系 ”方法 与 药物 设计 中 的 “定量 构 
效 关 系 "(QSAR 方法 ) 一 样 , 都 是 基于 黑箱 方法 的 原理 (图 11.4-1). 
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图 11.4-1 功能 分 子 设计 中 的 QSPR 方法 


对 于 预定 性 质 的 功能 分 子 , 原则 上 都 可 以 通过 图 11.4-1 所 示 的 流程 来 设计 、 寻找 性 
能 更 好 的 新 的 功能 分 子 . 

首先 对 于 设 定 的 目标 功能 分 子 , 总 可 以 从 现 有 的 化 学 经 验 积累 总 结 出 “经 验 yn. 3 
39 2" 等 (图 11.4-1 中 1); 然后 从 这 些 经 验 猜测 若干 有 可 能 成 为 功能 材料 的 虚拟 化 合 物 [图 
11.4-1 中 2). 

当然 对 于 预定 的 目标 功能 , 可 以 从 物理 化 学 原理 判定 几 个 影响 最 终 功 能 的 关键 理化 
性 质 [图 11.4-1 中 3), 这 些 理化 性 质 往往 是 可 以 用 现 有 的 量子 力学 、 统计 力学 原理 来 计 
算 的 , 具有 一 定 物理 意义 的 性 质 , 如 标准 生成 始 、 电 侦 极 矩 、 青 电势 及 其 有 关 的 Politzer 
参数 、HOMO-LUMO 能 级 差 , 分 子 体 积 、van дег Waals 表面 积 等 . 然后 建立 一 整套 计算 
这 些 理化 性 质 的 计算 方法 (图 11.4-1 中 4). 其 中 也 会 需要 用 到 一 些 统计 数学 方法 , MET 
线性 或 非 线性 回归 分 析 、 主 成 分 分 析 法 、 偏 最 小 二 乘法 . 遗传 算法 等 , 用 来 建立 功能 与 理 
化 性 质 两 者 之 间 的 统计 模型 . 

有 了 统计 模型 之 后 , 就 可 以 对 大 量 的 虚拟 化 全 物 进 行 计算 ,计算 它们 的 理化 性 质 . 然 
后 通过 统计 模型 求 得 它们 的 功能 (图 11.41 中 5), 从 计算 结果 选 出 候选 化 合 物 提供 给 合 
成 实验 组 (图 11.4-1 中 в). 从 计算 得 到 的 功能 结果 可 以 总 结 出 分 子 结构 修饰 的 方向 等 新 
的 化 学 经 验 , 返回 进一步 提出 更 多 . 更 有 希望 的 虚拟 化 人 台 物 (图 11.4-1 中 6). 另外 , Аж 
验 合成 之 后 的 功能 实验 测定 , 也 可 以 提供 新 的 化 学 经 验 返回 (图 11.4-1 中 7). 

经 过 多 次 循环 , 不 断 建 立 . 补充 . 修正 经 验 , 不 断 构想 新 的 虚 氛 化合物, 可 以 不 断 提高 
最 后 功能 材料 的 水 平 这 种 QSPR 方法 具有 非常 重要 的 实用 价值 . 除了 材料 .药物 领域 
其 他 领域 也 有 得 到 应 用 的 希望 . 
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“数学 就 是 一 门 把 不 同 的 东西 归结 为 相同 问题 的 艺术 .， 


—J. H.Poincaré(1854~1912, 法 国 数 学 物理 学 家 ， 
“最 后 一 位 数学 通才 ”) 


HRA 普 适 物理 常量 


目前 , 理论 至 少 在 原则 上 只 需要 18 个 普 适 物理 常量 就 能 够 计算 一 切 性 质 帅 . 化 学 家 
最 关心 的 普 适 物理 常量 的 数值 如 下 (有 * 者 不 是 独立 的 物理 量 )l23， 


(1) 光速 e = 2.997 924 58 х 10m .s-!( 精 确定 义 值 ) 
(2) Planck 常量 h = 6.626 068 76 (52) x 107—347. = 

(3) 摩尔 气体 常量 R = 8.314 472 (15) J. mol . K7! 

(4) Avogadro 常量 NA = 6.022 141 99 (47) x 10 mol 7’ 


) 
(5) 1 atm. 273.15K. 1 mol 气体 的 体积 
Vo = 22.413 996 (39) х 10-3? - mol"! 


(6) Faraday 常量 F = 96 485.341 5 (39) С. mol`? 
(Т) 标准 重力 加 速度 g = 9.806 65m . s-2[ 精 确定 义 值 ) 
(8) HEG ET е = 1.602 176 462 (63) x ٤ 
(9) 电子 静止 质量 ты = 9.109 381 88 (72) x 107 kg 


(10) 质子 静止 质量 ть = 1.672 621 58 (13) x 10 27kg 
(11) 统一 原子 质量 单位 u= 1.660 538 73(13) x 107° "kg 
(12) 万 有 引力 常量 G = 6.673(10) x 10-113. kg? .8-2 


(13) HTB Ж مر‎ = Ах x 10-7 -m-1 = 12.566 370 614... x 10-7H.m-: 
(精确 定义 值 ) 

(14) ETRE не = —9.284 763 62 (37) х 10-24 T-! 

* 真空 介 电 容 率 Ер = Е رص‎ -1 = 8.854 187 817... x 10-12Е. m”! 
(精确 定义 值 ) 

*Boltzmann 常量 kp = R/Na = 1.380 650 3 (24) x 10-23].K-! 


以 上 是 1998 年 国际 科技 数据 委员 会 (CODATA) 公布 的 数据 ， 圆 括号 内 的 数字 表 
示 其 前 两 位 数字 的 le 的 不 确定 度 , 即 标准 误差 , 如 R = 8.314 510 (70) J - mol! . K7! = 
8.314 510 + 70J - mol! - КЇ. 


TE x TL 


T 


附录 B E в" 


WIERE A = [а] JEPE х = [zi zo … za], y = [yı о ‘°° ym]. 


B1 Æ% X 
微分 2А = | وہ8‎ 积分 [dt A = [fata 
Ət ді жт 2 x FERT 
ду 
А z, 
ےو‎ Жы ж 9 | 
Hx By رم‎ Ör Жа Finn 
0 х1 
дл Өш дл 
Ar وم‎ дтһ 
zje 5. سر کے وہ کل‎ 
ix" ür Qi Dr . Ы 
дут уњ ут 
дт Әх» л 
ду" дл Op дуп 
رح‎ Br дт ÖT 
تہ‎ дут Ən дуз дут 
a = | 9 | = ðr pro Өт» 
ду? Ən ду дут 
Әт. Өх Өт Uta سس ال‎ 
2ط‎ 性 Ж 
d dA dB 2 
(1) ge (#14 + АВ) = kı + ka, kı, ka 是 标量 常数 . 
d dA da = 
(2) k (eA) = a + АЁ, а 是 标量 函数 


! dt 
若 A 是 非 奇异 的 方 阵 , 则 有 如 下 人 性质 : 


d тү ے‎ k—1 dA n- 
o FANYA (2)4 ‚ 


(3) £ (AB) = 的 B+A (2), 


dé 


B.4 矩阵 的 函数 . 343- 


(5) L (А-") = -Sar JA a+, 特例 S (А-1) = -A7 (%)a- ٦ 


r ЭА 
(7) 行 矩 阵 或 列 矩 阵 的 导数 (以 下 x, а ЗАТЛА BE. A 为 方 阵 ) 
а (a" x) а (хта) u d(alx) + а (ха) т 
dx > dx s![@1ÑrF 5 dT TS, ахт ® 
а (хтА а خر د)‎ а (xT A 
رف‎ А м laat 95 40) = 6 (xTA) = (A+AT)x 
(8) 复合 函数 的 导数 پک‎ = 27 a 
(9) 标量 U ЭС РЈ РЕВО ТЕ: Ж х,у BA n x 1 ШЕЕ, 则 
сара e в 
дхду öx (5; dn ho dyn 
u PU әш 
Әд 8 уз رع‎ ду 
پت‎ gU 7 
=| Bradn ÖrÖy  ھتیفاد‎ 
pu PU әш 
Omacha Өтү» ۵<, 


T 
(10) 广义 转 置 (xı xa)" = | 6 | ‚ 其 中 , xi, xa 为 标量 或 同 阶 矩 阵 
z 


В.з Ж 
tr (ABC) = tr (BCA) = tr (CAB), tr(k A + kB) = hitr (A) + (В) 
[агл = tr (faa) ۱ tr (XA) =А 
g [trX) = 1 


Әх 
tr(A ® B) = trA -trB, (А ФВ) = trA +trB (PERA BE) 


КА (trXTAX) = AX + AT X, 


5.4 矩阵 的 函数 
(1) Ж ЕЕ A f ںات‎ f(A) = Uf (UtAU) Ut, Д, UiAU = a = diag(a1,a2, ۰۰ ,an). 
(2) ел = تو‎ Аг. 81 anar 0 20 


k‏ 0ے 


e" = 1, 其 中 0 为 零 矩 阵 . el 
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k 
(3) еА(21+22) „Аг: ehm, а-Ағ ھم ے‎ = (eAz) = AkeAz 一 p^r Ak 
B ü 


(者 A-| 3 ۳ 


(5) 方 阵 的 道 
(i) 设 方 阵 A = (а), 其 矩阵 元 ay 的 代数 余子 式 4 定义 为 
لال‎ 


س 
A= (a,),‏ 


| pBz | 
Е gir = | в ы | Хх, سس‎ 


A,=(—1)'tidet 


其 中 , 第 i 行 和 第 ; 列 的 元 素 已 全 部 删 去 . 
(ü) 余 因 子 和 矩阵 adjA 的 定义 : adjA = (А) = (Aj). 
1 


(її) 方 阵 А = (aj) ЭЖ A~! = ча °®А- 
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各 种 癌 量 、 张 量 表 达 式 的 实质 内 容 与 坐标 系 的 选取 无 关 , 这 是 用 它们 来 代表 物理 量 
的 必要 条 件 . 选取 人 台 适 的 坐标 系 只 是 利用 具体 问题 的 对 称 性 , FERRET 147. 


С1 رر جار‎ Т 


a-b=b-a, axb=-bxa 

a-(b+e)=(a.b)+(a- ce), ах (b+ e) = (a x b) + (а x ej PT Rü) 
Lagrange 恒等式 : (a x b). (с x d) = (a- c) (b- d) — (a - d) (b: с) 
标量 三 重 积 (平行 六 面体 体积 ): 


Gr Üy üz 
(abe) =(axb)-c=| b, by b |=(bxe)-a=(exa)-b 


у 
fr бү بت‎ 
[abc|j=a-bxce=b:cecxa=ece axb=bxe:a=exa-b=axb:- e 

4 j k 
axb= a, ay а, 
br by; 

向 量 三 重 积 : (a x b) x c = (a-c)b (р: c)a, ax (bx e) = la- cb - (a. b) e 

C.1.1 向 量 公式 
У(ф+х) = Уфт Ух, ۹۷ (px) = (Ve)x + eVx 


(С.1.1-1) 

V(a-b) = (а: У)Ь+ (b.V)a+ax(V x b) +b x (V x a) 
V (ya) =a-Vyxy+xV:a, Ү- (ахь) = 6: у ہے ور‎ a. V x b (C.1.1-2) 
۷.٢ سے (.ہ)‎ VP? (3J, W ٣ ٠٢٢ص‎ = Vp, V . Va = Va (Gii 


V- (V xa) = 0 (HEREKE), V-(a xb) = -a-(V xb)+b.(V xa) (C.1.1-4) 


V x (ga) = (Vo) xa+eV x a (С.1.1-5) 
Vx [Vyp) = 0 (标量 场 的 梯度 无 旋 度 ) (C.1.1-6) 
V x(V xa) = (а) - Va (С.1.1-7) 


Vx(axb)=a(V.b) ——a-V)b-b(V.a)+(b.V)a (C.1.1-8) 
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Gauss ЖЕШ: 2 -a | = а | a E ا‎ = ve-as 
Stokes 定理 : |. ds x V | a | = ўч | a | (С.1.1-10) 


С.1.2 三维 空 间 函 数 的 Taylor RF, 平移 算 符 


f(r +e) = f(r) + (є-У)/ (т) + ә (e.V) f (r) + 3 


a fs. VF f ید‎ 09 fr) 


(С.12-1) 


Euclid 空间 张 量 分 析‏ 2ت0 


向 量 或 矩阵 还 不 能 完整 地 表达 所 有 不 同 的 物理 量 , 如 角 动 量 和 动量 这 两 个 不 同 的 物 
理 量 用 向 量 表达 就 分 不 清楚 ， 只 有 张 量 语言 才能 表达 所 有 的 物理 量 ， (以 下 仅 讨 论 三 维 
Euclid 室 间 , 容易 推广 到 n 维 Euclid 空间 .) 
C.2.1 Decartes 张 量 


每 笃 样 的 数学 量 才 能 表达 物理 量 昵 ? 至 少 物理 量 是 代表 客观 实体 的 , 所 以 能 够 表达 
物理 量 的 数学 量 (MKE) 的 必要 条 件 是 它们 应 当 与 坐标 标的 人 为 选取 无 关 . 实际 上 坐标 
系 的 平 动 不 是 本 质 的 , 只 有 坐标 系 的 转动 才 是 它们 不 同 的 实质 . 所 以 , 张 量 的 定义 是 用 坐 
标 变换 中 保持 一 定 的 变换 规律 来 定义 的 . 

设 Decartes AFR EP RRA {e} = (i j,k), 位 置 向 量 r 不 受 坐 标 系 的 转动 而 
变 . 设 转 动 前 的 坐标 系 为 {ei}, 位 置 向 量 r 的 分 量 为 {x;}; 转动 后 的 坐标 票 为 {et}, 向 量 
Py BL (zY. 故 必 定 有 

r= re = зле, ij=1,2.3 )02.1-1( 


3 3 
这 里 采用 Einstein 约定 , 省 去 7 = Y ziei = дє, 中 的 加 和 号 , 今后 遇 到 相同 的 下 标 


1= 1 ے8 


就 表示 需要 加 和 , 不 应 当 加 和 的 量 就 要 用 不 同 的 下 标 表 示 . 位 置 问 量 r 的 分 量 之 间 满 足 


如 下 的 线性 关系 : 
т رحعروھ سے‎ (С.2.1-2) 
显然 系数 Әз” 
mi = бр (С.2.1-3) 
将 式 (C.2.1-1) 两 边 被 (…) е, 作用 , 再 结合 式 (C.2.1-2) 得 到 
ai; = e; “€, BX e; = ае; (C.2.1-4) 


可 以 看 出 标量 场 2 (r) EA (C.2.1-1) 的 坐标 系 转动 下 总 是 不 变 的 . 但 是 向 量 场 f (r) 
和 二 阶 张 量 场 T” (r) 就 必须 分 别 服从 以 下 变换 关系 才能 保持 不 变 : 


Euclid 空间 张 量 分 析 · 347 ٠‏ 23ت 
дт;‏ 
Ji (т) = а; (т) = Ят. (r) (C.2.1-5)‏ 
Tj‏ 


Te (m) = айба وط‎ (r) 


‚ رم‎ 
A Жы (С.2.1-6) 


“© Br ہق‎ l" 
它们 分 别 是 一 阶 张 量 与 二 阶 张 量 的 定义 ,推广 到 n 阶 张 量 TI”)， 则 其 定义 为 它 的 分 量 
Ti. (т) 满足 如 下 变换 关系 : 


Әх, Oz, Br 
“өрк сэр" (т) (C.2.1-7) 
Jr 


Ti ia (т) = hiji 045) ` ° 了 (r) 


дт, Өт, 
只 有 这 些 量 才 可 以 代表 物理 量 . 二 阶 张 量 
T = Тее; (С.2.1-8) 
向 量 即 一 阶 张 量 
f = Һе = (f ‘e; ei (C.2.1-9) 
单位 二 阶 张 量 1 一 (1), = êy, 即 1= eve; 
C.2.2 性质 
1) 外 积 
ab + (ab), = аб, ab 称 为 并 矢 , дуаа, 属于 二 阶 张 量 
ато = (ат) =аты, Та < (Ta) ы = ہم‎ 
2) 内 积 、 缩 并 


ab = ah, a TP بے‎ (a : т) = Ak Thi 
Т). а к (т® а) ہے تاج تاج ہمت -۔‎ (5® те) = ST 
š j ik 
512) н т) = “ун, را‎ . l = L: T!2) = Tii = trT2) ا‎ Et T2 HIE) 
3) 对 称 张 量 、 反对 称 张 量 
二 阶 张 量 T 的 转 置 : TT — (TT), = )٢(ر,.‎ 2۶70۶7۰: (ab)" = ba, 内 积 的 转 
E: (5 .T) = TT.ST. 37 TT =T, 则 张 量 T 称 为 对 称 张 量 . # TT = T, 则 张 量 T 称 为 
反对 称 张 量 . 任意 二 阶 张 量 T 总 可 以 分 解 为 一 个 对 称 张 量 和 另 一 个 反对 称 张 量 之 和 , 即 
T = T" + T", 其 中 , Ts = symT = s (T+ Tt), те = = (T — T7), 并 矢 的 分 解 : 设 D=ab, 
则 D* = ; (аЬ + ba), 0° = > (аЬ — Ба). 
4) 缩 并 运算 、 张 量 公式 
(ab): (ed) = (a d) (b-c) € 标量 
(аЬ) x (ed) = (a x d) (b-c) ë 向 量 
(ab) x (са) = (а: d) (b x c) є 向 量 
TU = نماں‎ + Tí) КТО ہے‎ k. k 为 标量 


‚зав. HRC 向 量 、 ЖЖ 


TË -UI — UG). TO) ~ tr e 1.T@) = Tim ہے‎ = Ti 

д 7 
Әт; 3 

V- (kaa) = к(а: Vja+a(V- ka), V-(a-T}) = a: (V-T)+T: Va 
1:5٣-٣۰ f, V-(V-a)1= V(V:a) 
1 
V ٠ (symV a) = 6 + 5V (V-a), a- Va= Уа -ах (V x a) 

5) Levi-Civita 张 量 Eijk 


1, (ijk) = CP (123) 
ёк 5 4 —1, (jE) = CF (132) 
(o ЖШ 
HAA: T xU =(Т.е;) ек (ек U). 特例 a x b = ejeggajbk, e, x e; = ек 


Eijk = Ejki = Ekij = Ерк = Еру = Eiky 


É — ó 公式 ; EijkElmk = бб шы Qm sl 


б) 二 阶 张 量 的 主轴 方向 , 主 值 和 不 变量 

- ۸۳۷ا‎ Т0) = T = tyce 车 二 阶 张 量 T 与 宅 间 中 某 非 零 向 量 a 的 内 积 满足 
Т.а = aA(X 为 标量 ), 则 向 量 a 的 方向 称 为 二 阶 张 量 T 的 主轴 方向 , А 称 为 二 阶 张 量 Т 
HE. 实际 上 , Ta = ал, BÛ tijajei = Ane; 或 矩阵 式 Ta = aA(a ЭЭ). 它们 是 同 
一 个 本 征 方程 的 三 个 不 同 的 表示 方式 . 二 阶 张 量 T 的 主轴 方向 和 主 值 就 是 它 对 应 算 符 T 
的 本 征 向 量 和 本 征 值 . 

7) 二 阶 张 量 的 不 变量 

从 矩阵 式 Ta = ал 得 到 久 期 行列 式 为 零 , ШШ det (T — А1) = 0. 展开 得 到 

tn Ü бәз 


) tal fas چو‎ 


于 是 得 到 三 个 解 (和 1, Aa, Аз). 凡是 不 随 坐 标 轴 的 选取 而 改变 的 量 称 为 “不 变量 ”. 二 阶 张 量 
的 三 个 本 征 向 量 . 本 征 值 都 是 趟 变量 , 因为 页 = ti о taa = tT = A titin = 
fy fie Ёз 
юу fos وو‎ 
fsı t32 t33 


# Ë ts 


fiż‏ در وا оз йз‏ جوا 


ta ta 


= 0 


taz جوا‎ tal جوا‎ 


А? — پا‎ [ti + ma tta) ta Í 


taa وو‎ ty جیا‎ tu ورا‎ 
جوا چو‎ tal зз ta taa 


М№ААз, 所 以 л, 5 和 n EOMER T 的 不 变量 . 
C.2.3 三 维 空间 各 种 坐标 系 中 张 量 的 表达 式 
1) EHH HHA (x1, t2, £3) 


VT = 9261 + 


= А Азр + وا رواخ + وذ رة‎ 和 h= 


+ + 


‚Т\%>”1)‏ 3 تا 


КОРЕ | 
Әтз 


д à ۵0 д д ۶ 
Р (т>1) 一 02: =s سا ق ت‎ s ‚Т\®>1ї) 
V x T Ё (起 ез Өт» ез) وم‎ (ge дл, ез) 十 已 3 (s= وھ‎ Š= e1 )| 


д д ü @ 
ee ті") у. T> س‎ |e 4 
Это ez Pra ea] i [> “1 Әт» =з 


C2 Euclid FET 


9 ۰ 
8 P P 
тїз) 一 | 一 (m) 
yT تیچ + سس‎ ^ | т 
2) МЕЧУ (р, Ф, 2) 
га ð ۵8 
{к} |E (n). (n> ا ے‎ n= 
VT + л ет д. 7٦ “Т É رت‎ 十 ںہ‎ 5: 3 T 
1/9 
(т21) 一 е ел {ызы з . Tin>1) 
oe 
1 ð д 1 а? „# 
IT | [Т 二 (m) 
ы F 2) ٢ توچ تر‎ ٢ تیچ‎ zz] 7 
Ep cop sing 0 El 
e, |= | —вшф coso 0 ез 
е, 0 0 es 
3) ЖААТ (г, 0, Ф) 
б 12 1 а 
mw БИРЧЕ E (m) 
VT ЕЕЕ سر یں‎ рент 
у.то>) = 10 (r2er) + (віп дев) + 9 es} т=>1) 
т дг u“ твіпб дб r sin Û дф 
1 д 1 1 ð 
(п>1) — نے‎ | на — س‎ 
Y х Т> {егш -ng Е (віп деа) 一 30 + ев- аде ٣ eu 
1۵ 3 
= کت کے سے‎ ‚Тїт>1) 
十 ed 一 Е (reg) Zel) T 
1 ð д 1 a a 1 а? 
TÎ J — مھ : 0ل نے وبا‎ (m) 
نس‎ 29 (ež) ШЕРТ. (sing) С г? віп? Ө ویج‎ 
e, sin cos سر صتدق صتھم‎ совй €i 
ea | = | cosĝcoso соѕбвіпф —sing ез 
еф — sin Q сов ф 0 
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D.1 微分 关系 式 
在 讨论 热力 学 的 时 候 , 经 常用 到 许 名 微分 关系 式 , 全 微分 , 陷 函 数 微分 的 乘积 -1 Hi 
则 , 复合 函数 的 偏 微分 关系 式 [尤其 是 链 式 关系 式 ). ПЕ ИШТ: 
D.1.1 全 微分 


HARAM = 2 (ш, у), 应 变量 z 的 全 微分 dz 是 指 当 它 的 独立 变量 ry 分 别 有 增 量 
dr, dy 时 应 变量 > HINE, 即 


Qz д2 
dz = | — | dz — .1.1- 
s- (2) (8) а pi 


D.1.2 隐 范 数 微分 的 乘积 -1 规则 
有 时 不 知道 函数 (т, у) 的 具体 形式 , 只 知道 ry с 三 者 之 间 的 依赖 关系 为 
(2,0,2) = 0 (0.1.2-1) 


IAEA EAM. 实际 上 , 函数 zir у), riy BR у(х.) 已 经 隐 舍 其 中 ,以 下 求证 这 三 个 
互相 依赖 的 变量 z y, z 之 间 存 在 关系 式 : 


سھ .@.@--,@@*.@.@)@-“ 


AX ا‎ ЖЕ РА ЭС و‎ rh usa للا‎ —1 规则 (minus 1 product rule). 


证 明 ”因为 恒 有 

(22), 7 (Ж) (D.1.2-3) 
i (ج)۔‎ +) a Dizi 
当 z 恒定 时 ( 即 dz = 0), 等 式 两 边 除 以 dz 得 到 0 = (2) + (22) 的 下 ARA 


(D.1.2-3) 就 得 到 式 (D.1.2-2). ш 
D.1.3 复合 函数 的 微分 关系 式 
情况 1 ” 当 复 合 函数 的 形式 为 = z(z (t), y(t) 时 ， 


dz _ (32) dz (əz) dy 
dt (а), dt +(#) dt سرت‎ 


. 451 ， 


(D.1.3-2a) 


(Р.1.3-2Ь) 


(D.1.3-3a) 


(D.1.3-3b) 


(D.2-1) 


D2 常用 积分 公式 


情况 2 ” 当 复 合 函 数 的 形式 为 ہے‎ s(x (ыи) yuu) Bf. 
Е Э Du) (au 
(ак), = (ë), (ә), 07 
(ас) = (ак) (ھا‎ + (as), (ә). 


当 此 例 中 x = u 时 , 即 复合 函数 形式 为 := 2 (и, у (и, 0) Bf. 


(а) = (а), * (5). Q). 
(8) = (ә), (ә), 


式 (D.1.3-3b) 称 为 复合 函数 微分 中 的 链 式 关系 [chain гше). 


和 


D2 常用 积分 公式 
1) |` ez dr = уп 


证 明 ”左边 平方 得 到 | T dye = WI. 


== تح‎ — gO 


5 dë [ rdre ™ = af etd (т^ = .ا‎ im 
ü ü 0 
推论 D.2-1 ”因为 式 (D.2-1) 中 被 积 函 数 是 偶 函 数 , 故 有 
[еа کے‎ (D.2-2) 
р 2 
2) Gamma BX T (n) А 
EN 0.2-1 Г (п) = | "ledr, п 为 正 整数 (D.2-3) 
ü 
性 质 D.2-1 
(i) T (n + 1) = nr (n) (D.2-4) 
证 明 ”将 式 (D.2-3) 分 部 积分 , T (п) = – [re +(n 一 | Te *dr= (п – 1) 
Г (т — 1). j п 
(ii) "(=1 (D.2-5) 
(ш) г(5) = м (0.26) 
证 明 у= vzr (3) КЕКЕ и 
0 0 
(їу) Г (n) = (n - 1)!, rB, п 为 大 于 1 ВЛЕЗ К (D.2-7) 
证 明 ”重复 使 用 式 (D.2-4), 最 后 用 式 (D.2-5) 即 可 证 得 . п 
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i Аа й нъ наь Й 


(D.2-8) 


(D.2-12) 


(D.2-13) 


(D.2-14) 


(D.2-15) 


(D.2-16) 


ma I~ ЗУ 


м (ari) پر الا ھا ۔‎ 
3( Gauss 积分 
EN Gauss 积分 为 


кз 
Ga =| lett dr а> 0. п YESH 
0 


性 质 D.2-2 
证 阴 -Gn = — 2 r ze-ar dz = | z" lert dr = Gh 


推论 D.2-2 BRAMER +0 


Сар > ا‎ 
Gs = | Te dr = اس‎ Ce = | rie-ar dr = 7 
0 0 


以 及 更 高 阶 的 Gaus 积分 函数 


Gan+ı = | agg _ @п-1)! ул 
0 


4) 误差 函数 
误差 函数 的 定义 : ۰ 
erf (т) = zÍ, е7 dy 
正 态 分 布 的 概率 积分 : 
误差 函数 的 级 数 展开 : 


| 000009 می سے‎ и 
erf (2) = e У GF TTT 1 = (2-1 


po 2 
" _ r л 
8) = [ атат = 19 
— | 
б Т = Е ы n=l -y 
) (m) | سح‎ = [ Оуу? e 


证 明 ”因为 سس‎ z"_le Уе Уе -1 بے سد‎ -16-4 
=1 


k=0 


D2 常用 积分 公式 Bd. 


u = 


Ет, dz = Е-14у, 于 是 


=. 
H 
H 
Е 
3 
т 
Fr 
H 
— 
Ге А 
н 
в, 
0 
= 
انت‎ 
= 
II 


xO 1 сю‏ نت تہ 
E‏ و dyy™‏ اھ I (n) - | dzz” le™™”‏ 
推论 D.2-3‏ 
元 | т л?‏ 1 کے Өл‏ ا ےہ 3 
я pe = УК a =| da sa‏ 
mi‏ سرت سو 5ر سے 7 е1‏ | 6 
3/x— 1 3/x‏ 3%„ ت 5 
шыны‏ عو اھ تو وو سی 0 


| г x 1 r za л! 
3) = — وو ے‎ ` =2404, 104) = | d == 
7 (3) [== 2 8 СЫЙ: 


т) Riemann ëB ¢ (s) 
Riemann 函数 (3 D.2-1) 定义 为 


=. | 
с (в) = >, 5 (D.2-20) 
3 0.2-1 | 
8 1 ۱ 2 4 I 6 8 
© (я) оо л?/6 z /90 лё /045 zŠ /0450 


经 典 气体 中 经 常 遇 到 的 是 Gaus 积分 , 而 在 量子 气体 理论 中 (如 Sommerfeld 展开 定 
理 中 ) 经 常 遇 到 的 是 如 下 积分 : 


(+) _ )٣ = _ 3 5 0 Ek D.2-21 
z = | dz: 8 зр 924, ( 3 


此 类 积分 可 表示 为 Riemann MW С (з) 和 Gamma AX Г (s) 之 积 (2 D.2-2) 


Ж 0.2-2 
a = Н 20) = K = = 8 ا‎ = i dë = = 2.315 
s=? 209 = رس‎ 22 = 0.83 27) [а سے‎ = 1.645 
s= 5 259 = L de = 1.152 پر‎ = ۳ dz kaki = 1.783 
s=3 2 = | dz = 1.03 او‎ = [ае = 2 
s= : 200 = ۲ dz 2-2. = 3.083 z) = | dz ہے‎ = 3.745 
s=4 zt) = |, dz = 5.682 gt -| = 6.494 
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zin = (1- = 37) 09 Г (s) (D.2-22) 
20) = ¿(s)T (s) (D.2-23) 
8) 定 积分 的 导数 , Leibnitz 公式 
a ram 5 gly) а dq _ dp i 
„|. dz }(т, у) 3 йт a fy у) + flq(y), 059 J(p(u), u) Се (D.2-24) 


D.3 常用 级 数 公 式 
以 下 等 式 除 了 特地 注 明 T 成 立 的 范围 之 外 ， 均 对 一 上 0 =< Ж < бю HESL: 


۱ т? т? т? ri 
зшт=т- +s 008221 جو یو‎ (D.3-1) 
۴ ي‎ аЗ m= وس‎ x 
ё =1+2+ 5+ ur ×× МО) әв |21 <1 (D.3-2) 
1 Сип 
تک‎ =k : 
ا اہ جس‎ > (D.3-3) 
k=1 
1 сх 
— =l+z+z?2 +z +. = Y zk, |z|<1 (D.3-4) 
l-z 
k=0 
l ос 
— = У (Е+1)2*, |5} > 1 (D.3-5) 
【1 = ж) اس‎ 
1 
ہے‎ ma. y وداج ساوت‎ ۱ 0 107.3-6 
ПЕ اس‎ E اد دا‎ е Мае, 101,121 (D.3-6) 
п n (n = 1) 2 у kk 
(1 +z) =1+nr+ =r ,= ti ，| 可 <1 (D.3-7) 
2! k=O 
اہ و چچ و‎ |а| <1 (D.3-8) 
"ТЕЖ 3 5 | | 
= а= 11 т" 
shr = 二 二 和 十 可 十 可 可 (D.3-9) 
_ er +e 22 ті 
фе = slo г + (0.3-10) 


HRE Legendre 变换 


Legendre 变换 是 一 种 数学 方法 , 把 函数 的 一 组 独立 自 变 量 中 的 一 部 分 换 成 同样 个 数 
а — Har AEF 18-101. Legendre 变换 的 应 用 包括 : 把 经 典 力学 的 Lagrange 力学 形 
AFR Hamilton 力学 形式 , 在 热力 学 的 状态 变量 p, V, Т, S 中 任 取 两 个 作为 独立 自 变 量 
时 热力 学 状态 函数 就 要 用 不 同 的 形式 . 


E.1 Legendre 变换 的 定义 
(1) 两 个 自 变 量 的 函数 У (с, у): 先 讨论 简单 的 情况 一 一 仅 有 两 个 自 变 量 的 函数 


f (жу), 其 全 微分 为 
df (x,y) = 274 + Эг! = шіт + vdy (E.1-1) 
其 中 ， | 
„= S£, "= کر‎ (Е.1-2) 


E f(y) 里 是 用 x,y 作为 独立 变量 的 . 实际 上 根据 问题 的 不 同 , 把 x,y 或 者 把 u,v fE 
为 独立 变量 看 待 都 是 等 价 的 , 甚至 把 ry um 四 个 中 的 任意 两 个 当 独 立 变 量 都 可 以 ， 倘 
若 为 了 描述 问题 的 需要 欲 把 独立 自 变 量 从 (ж, у) BRE (и, у), BD z— u, 函数 从 f(z,y) 变 
Ж و‎ u, у). 试 求 g (и, у), 法 国 数学 家 А. М. Legendrel1752~1833 年 ) 给 出 了 问题 的 解答 如 


下 
g(u,y) = zu - f (жуу) (Е.1-3) 
其 中 , 右边 第 一 项 就 是 替换 和 被 替换 的 两 个 目 变 重 之 乘积 , 怎么 看 出 这 就 是 问题 的 解 呢 ? 
g(u,y) 的 全 微分 为 
dg = d{zu - f) = zdu + udz ~ df = rdu + udz — ийт — vdy = rdu — vdy (E.1-4) 
= ð 0 
z سے کے ہے‎ — 
T= FB ?= By (E.1-5) 


尽管 形式 上 函数 (AA (E.1-3)) 中 还 有 自 变量 z 出 现 , TEMA (E.1-4) nf للا‎ ABER z 
对 函数 g 影响 的 贡献 已 经 抵消 为 零 ( 见 式 (E.1-4) 中 有 下 划 线 的 两 项 ), 即 它 不 再 是 9 的 
独立 变量 了 . 此 时 函数 g 的 独立 自 变量 只 是 (и, у). A (E.1-3) 称 为 对 f (z, у) 中 的 自 变量 
г 作 的 “Legendre 变换 ". 式 (E.1-2) AA (Е.1-5) 为 互 道 关 系 . 

(2) Legendre 变换 的 几何 意义 : 以 一 个 自 变量 为 例 来 看 Legendre 变换 (图 E.1-1) 的 
几何 意义 . y = f (z) 是 一 个 凸 函 数 , ШШ f" (x) > 0. 函数 y 与 直线 y = uz 两 者 在 垂直 方 
向 的 最 大 间距 处 的 xz 值 记 为 z (и), 该 最 大 间距 记 为 и (ш), 即 对 于 某 个 и 值 函数 К(и,т) = 
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чт 一 де 在 т = т(и) 时 对 z 有 最 大 值 , 即 glu) = 
Е (и, d и)). 函数 g (u) 称 为 是 函数 ) 的 Legendre 变换 . 


点 是 由 极 值 条 忻 0 = کے‎ - 2 {ыт — f {z)} = u — 


Br 
f' (a), EI u= f'(z) REN. XAS f(x) ЖА, 所 以 点 
т (u) 是 唯一 的 . 
例 E.1-1 f(x) = 
Ж F(u,z) = uxr- f(x) = ur- r’, FE u= f'(z)= 
过 可 " Эт, z(u)= u/2. 最 后 
图 Е.1-1 Legendre 变换 


g(u) = F (u,z(u)) = uz — a = %- 


例 E.1-2 f(z) = mz/2. 
Ж F(u,z) = ur- f(z) = ur - m=2/2, РЖ u = f' (z) = тт, 即 r (u) = um. Ж 


后 
Е _ mı? u т(и/т)* _ u 
g (u) = F (u,z (u)) = uz — ہے ہہ ہیں‎ SSE magia т 
E.2 两 个 日 变量 情况 的 进一步 考虑 
考虑 两 个 变量 z 变换 到 u,v 的 Legendre 变换 . 设 f = f(x,y), 则 全 微分 
df = AET -+ эг = udr + vdy (Е.2-1) 
其 中 ， 
_ д] _ 8] f 
u = r" н = By (Е.2-2) 


这 里 是 用 т, у 作为 独立 变量 的 . 

实际 上 根据 问题 的 不 同 , 把 z,y 或 者 把 u,v 作为 独立 变量 看 待 都 是 等 价 的 , 其 至 把 
z, yu, v 中 的 任意 两 个 当 独 立 变量 都 可 以 . 

情况 1 ”车 把 uy 作为 独立 变量 看 待 , 则 由 式 (E.2-2) 解 得 


ж=х(и,у), т=ъ(ч,у) (E.2-3) 
同时 因为 改 用 uy 为 独立 变量 来 表述 f(xy) 那么 该 函数 f(x,y) 的 形式 也 要 相应 地 改 
为 
Ј (т (u, y) у) = f (u, y) (Е.2-4) 
于 是 有 | 


д] _ 9797 _ „95 _ Ə(uz) _ 
Qu дхди “Ju u 


af _ ðf ör Əf = „95 (Е.2-5) 


ду ory Әу “By” 
再 进一步 从 式 [E.2-5) 求 得 另外 两 个 变量 وع‎ 


E2 两 个 自 变量 情况 的 进一步 考虑 - 35T- 
Blur)} öf Әд 
کے _ نت = ر)‎ E ری‎ = E, уор, 8 3. 
g=ur-f (Е.2-6) 
о] _ عق‎ Әј Әби) „ди__д0, 9и. ә 这 里 最 后 _ 步 的 
(2) v = w وق‎ = 8. Әу رج‎ ду + 页 这 里 最 后 一 步 的 理 
由 是 既然 已 经 取 了 uy 为 独立 变量 , 故 有 05 = 0. 于 是 得 到 
کے‎ к= Е (Е.2-7) 
以 上 称 为 对 了 (x,y) 中 的 自 变量 z fE Legendre 变换 , ЖЕНЕ u, y 作为 独立 变量 的 函数 g (и, у), 
这 个 新 函数 为 glu,y) = ur- f یت‎ 
情况 2 BE f(zy) FH u = وش‎ = ОГ 作为 独立 变量 看 待 , 则 先 由 式 (E.2-2) 
解 得 
T= rv), у= yi) (Е.2-8) 
同时 因为 改 用 u,v 为 独立 变量 来 表述 / (т. у). 那么 该 函数 / (х,у) 的 形式 也 要 相应 地 改 
为 
/ (т (u,v), y (u 0) = g (wv) (Е.2-9) 
于 是 | 
98 _ åf dz + AY _ aiy ду ے‎ w. 07 Ә (их) 7 
ди Br дуди дч ' ”ی8 ربق“‎ ди 
йй for AF Ay ðr ‚ду _ ðr 8(vy) Е 
ðv дс وت ربق مق‎ до Шы” = “у i д 
_ Ə(uz) _ öğ ду Е Ə(uz) öğ Aly) _ سا‎ 
ди ди ди ди д du 7ھ‎ ۱ 
即 Г, _ êw) Әд, Әх _ Ə(w) E Ə (ux) _ „дч ۔‎ 考虑 到 现在 u,v 为 独立 
Y=- Ons Du dv бъ Br 00 
变量 , 故 ©" 21 = 0. 于 是 最 后 得 到 
х= کے‎ j= نے‎ (Е.2-10) 
其 中 ， 
و‎ = ur + vy -ü=ur+u- f (uv), у (цу) (E.2-11) 
这 样 z,y 就 可 以 用 函数 و‎ 对 u,v 的 偏 导数 来 表述 了 . 以 上 称 为 对 /(т,у) 中 的 自 变量 ту 


ФЕ Legendre 变换 , 变 成 u,v 作为 独立 变量 的 函数 g (и, о), 这 个 新 函数 为 gy = uz + uy 一 


(Е.2-12) 


av) 
BW js 


Ж 


f (х,у). 因为 换 掉 了 2 个 自 变量 , 所 以 在 式 (Е.2-11) 中 加 了 2 项 乘积 . 


实例 ”热力 学 函数 U. H, F # G. 
根据 物理 意义 , 内 能 U (V. S) 的 全 微分 为 dU = TAS — рау. 这 里 的 独立 自 变 量 是 
(V, 5), 故 适合 于 描述 恒温 、 恒 容 的 体系 , H. 


|[ 
کرو وہ 
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实际 上 , 这 4 个 状态 变量 p, V. T, S 中 任 取 两 个 作为 独立 自 变量 都 可 以 , 可 以 用 来 描述 不 
مق ےرام‎ 同时 相应 的 热力 学 状态 函数 就 要 取 不 同 的 形式 . 例如, U (V. S) 
HERR H (р, رک‎ ЖЕҢИ Helmholtz 自由 能 F (V, Т), Æ Gibbs 自由 能 G (p, Т), 


H = U +nV 
F=U-TS (E.2-13) 
С= Н- Т5 
即 
G=F+pV (Е.2-14) 


这 就 是 热力 学 中 的 Legendre 变换 , 用 图 表示 如 下 : 


H = U +pV 
l l 
G = F +pV 
+ + 
TS TS 


E.3 多 个 自 变量 的 Legendre 变换 
以 上 结论 可 以 推广 到 多 个 自 变量 的 情况 . 设 有 函数 (zi, ra,…… ,zm) = Фф({ть}), 其 


全 微分 为 

dé = 25 da, = = 2 чийа, (Е.3-1) 
其 中 ， 

mi (Е.3-2)‏ .1,2,۰۰ سے УБ‏ ,58 سح 


现在 要 把 描述 问题 的 独立 变量 从 {хь} 换 成 {и}. 达到 可 以 用 微分 du) 来 表示 各 微分 
ш. 这 就 下 用 上 述 Legendre 变换 . 引入 新 函数 


۳ ({us}) = un —Ф{({ть}) (Е.3-3) 
1ے‎ 
其 中 , 第 一 项 是 老 变量 与 新 变量 的 乘积 之 和 . 怎么 看 出 新 函数 由 中 的 独立 变量 已 经 是 {ue} 
ШЕ? 新 函数 ү 的 全 微分 


da = > pT 于 Tp tk 一 аф ( {z} = у wu (rk -B У амам, 一 > UE == 3 +۵ 


ЧЕ. 3-4) 
其 中 , 老 变量 {ть} 对 函数 ү 的 影响 已 经 抵消 为 零 , 故 得 到 证 明 , 并 且 其 中 


n= 9, Vk = 1,2,... ,m (Е.3-5) 
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式 (Е.3-3) 称 为 对 o (rH 中 的 自 变量 {ze} 作 的 Legendre 变换 . 因为 换 掉 了 大 AE 
E, 所 以 在 式 (Е.3-3) PF k 项 乘积 的 加 和 . 

实例 M Lagrange 函数 Г (с, ф, t) 到 Hamilton 函数 H (gq, ہر‎ 1) 的 变换 ， 

从 Lagrange 函数 L (q, 0,1) 到 Hamilton 函数 H (д, р, t) 的 变换 , 就 是 在 Ligg tU 中 
ےت سیت‎ (g, q.) سس‎ a, ос = р, ). ЖЕНГИЗ یں‎ 作 如 下 的 Legendre 
变换 : 


Н (p,q,t) = Урф — L (q. q, t) (Е.3-6) 


¿=1 


MRE Euler 齐 次 函数 


۶۳.1 定 x 


车 
f (ARI, AR, ° ATN] = A™ f [ma نہ وھ‎ :TN) (F.1-1) 
其 中 , А 为 参量 , 则 firt хм) FRAY m 0 Euler 齐 次 函数 [| 


F2 性 Ж 
тл. Ж Euler Tr EE F(R Ta, FN) E 


N 

一 д x | | 
2 27, = тў (R1, £a EN) (F.2-1) 
i=l Ei 


证 明 ”将 式 (F.1-1) 两 边 对 А KF, 得 到 


И on Әј OO) Ê Əə‏ ا 
тач‏ ا کے تریس جس سپ سس 


等 式 右 边 = 5 {ATF (T122, ۰۰۰ ZN) 一 人 


N 
所 以 2 а = тА" (z1,z2,.… ом). $ER А = 1, 则 得 到 式 (F.2.1)， m 


附录 G Dirac 6 函数 、Heaviside 阶 跃 函数 


G.1 Dirac д N 


бу = | Н с : J 称 为 Kronecker delta 数 , 其 中 , i, 为 整数 . 将 此 离散 型 Kronecker 
, WÆj 


ó 数 的 概念 扩大 到 连续 型 的 领域 , 则 可 以 得 到 Dirac 的 ó 函数 . 
G.1.1 Dirac ó 函数 的 定义 

满足 如 下 两 个 条 件 的 函数 称 为 Dirac delta 函数 5 (z): 

(1) 对 于 任意 函数 f(x) 均 有 


Ë dzf(z)ë (z — a) = f(a) (G.1.1-1a) 


(2) | drê (z) = 1 (19—06) (G.1.1-1b) 


ó (z) 函数 一 定 是 在 积分 意义 上 来 讨论 的 
G1.2 ë 函数 的 渐 近 式 表示 


ain me ۱ ) | 
۵ (z) = lim — (=) = lim ہر‎ 2, ê (z) = lim 2 
m— 7 т Л n— т 1 7 (nz) | 

т} = kanpas 1l == j 4 = w 

| тоо пла? „= ER | = п (22 + e”) 


G.1.3 êz) 函数 的 性 质 
其 中 , a 为 常数 , r 为 三 维 空间 的 位 置 , a 为 常 向 量 . 


1, o 在 (а,Ь) 内 
۱ ہیں‎ Bum | 0, то fE [a,b] PF 


5 (az) = ê), û (ar) = تیج‎ 


хб (х) =0, (ع-)ة‎ = á(m) 


zz) = —б(ж), f(z)ë(z—a)= ج) 3 (م)/‎ а) 


۹ 
ñ (z) = = elzk qk (G.1.3-1) 
1 ; , 
00 i{r—r")-k Р 
б(г—т') وہ‎ dk (G.1.3-2) 
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imre ہ37(‎ 
фт ہے۔‎ e'l 


Ti 


(2) = Ën), n(z) AMRAM (G.1.3-3) 
8 (т-а) = ê (x — а) å (y - ay) 5 (z — ar), RP, r= ,ع)‎ y, 2), а = (är, üy: ûe) - 


G.1.4 6 函数 的 重要 公式 
ون‎ Ө = —4x (0) 


ү? (Z) = —4лёй (г1 _ ra) ; Hh, Tia = |г1 == ral А (С.1.4-1) 
2 


[ло 900 در ۔‎ SED, | acre رم‎ = -۵( 


le a) (e -b)) = — (E-a) +6020), Va # b 


G.1.5 Е 
3⁄ á [f (z)] = ات جا‎ 则 f (z) 在 т = zo 处 有 根 . )6.1.5-1( 
本 命题 在 Nosé 动 力学 中 用 到 , لا‎ 3.5.4 小 节 ， 


= = ق‎ 
证 明 TORR ee. б\г (аг = | Ear 


yr. 等 式 右边 | ا‎ = рт ry 而 等 式 左边 作 变 量变 换 后 , 将 积分 变量 从 = 


变 成 f(z). 因为 tr] = 01 Maza | ilf {dz = ۳ 517 (z)] کی‎ 


dfF (ж)}. 把 上 式 中 的 f (z) 看 成 一 个 积分 变量 ， 根据 公式 | ê (z)g (ع)‎ аг = g (0) , 可 见 


因为 上 式 右边 只 有 在 f (z) 有 根 处 , 即 z=zo, 才 有 | 81070018009) = реу, 


G.2 Heaviside BT EK ERA 
С.21 МЕА 2 
Heaviside WRAN n (z — a) 定义 为 


<a‏ جا ہت 
:一 a) = j G.2.1-1)‏ 
n(x — a) | 90‏ 


图 形 如 下 所 示 : 
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讯 一 本 


у —(т—в) mE t)i #— п} 


T 1/7 


G.2.2 5 


(1) á (z) = (а) (6.221) 


ó (z — a) = (т-а) 


| * Еа _ | в-а, >а : 
(2) Kia 9s0-o=- f o جانا‎ (G.2.2-2) 


HRH Lagrange 待定 乘 子 法 


Lagrange 符 定 乘 子 法 用 于 在 有 约 东 条件 下 的 求 极 值 问题 . 

问题 ， 求 函数 (шт. рут رھ‎ 在 满足 9), “tt A Py e" | ==] MERSEF, 
在 自 变 量 (رد)‎ 为 何 值 时 , 该 函数 达到 极 值 مل‎ 或 f... 

解 (1) FLARE, 则 函数 у 的 极 值 时 要 满足 


0=81 تو دب‎ (H.1-1) 


其 中 , 下 标 0 指 函 数 f 处 于 极 值 时 的 自 变 量 值 , 即 (z0..... 9... тб). HF n 个 自 变 量 
{zy} 为 独立 的 , 所 以 它们 的 变 分 òr) 也 是 互相 独立 的 . FER (Н.1-1) 中 必须 要 求 m 个 
系数 为 零 ， 

— =0, Vj=1(1)n (H.1-2) 


MIX n ' PEREI یش لد‎ ШШ 自 变 量 值 , 即 问 题 的 解 (zo ... i 
n 个 方程 求 п КАЯ, 正好 有 解 . 

9 ) 现在 要 在 芍 东 条 件 gm, ے,‎ za) = 0 下 求 函数 矿 的 棚 值 ， 设 极 值 在 
tri 处， 函数 у 达到 极 值 放 同 样 必须 满足 式 (Н.1-1). ара 
为 需要 满足 一 个 约束 条 件 و‎ = 0, 所 以 п 个 变量 {izi} PRE n -1 个 是 互相 独立 的 . 

这 个 不 是 独立 的 变量 为 gz, 其 余 变量 [öz |j = 1fljn,j # и} 是 独立 的 ， رسس‎ 

(H.1-1), 现在 要 解 的 方程 组 是 
öf 
дт; 

即 对 n — 1 个 独立 变量 求 导 . 不 过 , 这 样 还 是 不 好 办 , 因为 先 要 找到 哪个 是 不 独立 的 变量 . 

现在 首先 在 以 下 (3) 中 介绍 Lagrange 待定 乘 子 法 , 然后 在 (4) 中 证 明 Lagrange 待定 乘 子 

法 和 上 述 (2) 中 的 办 法 是 等 价 的 . 据 此 来 证 明 Lagrange PERTH. 

(3) 设 一 个 新 函数 F 


下 (1 (Н.1-4) 


其 中 , А КЕЗЕ Р. Lagrange 认为 (2) 中 求 函 数 f 的 约 东 极 值 问题 等 价 于 求 新 
AA FF 在 没有 约 东 条件 下 的 解 . 所 以 新 函数 F 的 极 值 问题 可 以 用 (1) 中 的 办 法 解 , 即 


=Û, Yî = 11n, 8ا‎ ји (H.1-3) 


от; (Н.1-5]‏ وع وو 7= 2+ یہ 
同 理 , 可 以 得 到 以 下 n 个 联 立 方程 , 再 加 上 一 个 约 东 方程 , 即‏ 
д] дау _ ы‏ 
(Н.1-6)‏ وی جو = (E),‏ ,)82( 
En) = Ü‏ ۰۰۰ ,وم g (тї,‏ 
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可 以 从 上 面 一 共 于 + 1 个 方程 解 得 m 个 (z; lj = 1(1)п} 和 一 个 入 چو‎ n رب‎ ARMA, 也 
是 正好 有 解 . 

4) 求证 以 上 (2) 法 和 (3) 法 是 等 价 的 ， 因 为 在 (2) 中 实际 上 只 有 پر‎ 1 个 变量 
{êz; li = (1)n,jzZ a) 是 独立 的 , 所 以 将 og = 0 tis п —1 个 独立 变量 


жін 
d تام‎ 
a? (29. (922). мк = 1(1)п E ۴ и (Н.1-7) 


再 将 式 (LL) 中 第 一 个 等 式 两 边 被 0 = y (2°) O 作用 , 再 利用 式 (H.1-7), 得 到 
j=l 


дх ے‎ fðr дд Br д 

= 27 (08) (вы) к^}; (ва) (же) = (E) E): 
д] 
EER 
这 里 的 nn 一 1 个 式 子 就 是 式 (H.1-2). 所 以 证 明了 Lagrange 待定 乘 子 法 和 上 述 (2) 中 的 办 
法 是 等 价 的 ， 以 后 , 对 于 求 函 数 三 的 约 东 极 值 问 题 , 只 要 按照 (3) 中 介绍 的 方法 , 直接 求 
新 函数 F = f+ 和 g( 式 (H.1-4)) 在 没有 约 东 条件 下 的 解 就 行 , 称 为 Lagrange PERT. 
E ETARE: KEREN 让 zi ,zi Za) 在 满足 m ARE, (g, 

(ж1, ‚жу, an) = 0 |i = {ljm} 下 的 极 值 问 题 , 可 以 等 价 于 下 列 无 约束 极 值 问题 : 

设 新 函数 


=0, Vk=1l(1)m fH А и (H.1-8) 


F(T ہیں‎ Eq) = fize Eg ые) + у. Аай (жүз یقت وسر‎ (H.1-9) 
其 中 , {A |i = 1(1)m] 为 m 个 Lagrange FERT. 显然 用 新 函数 F 的 一 阶 偏 导 为 零 就 
可 以 求 得 . 


HRI Fourier 变换 、Laplace 变换 


L1 一 维 连续 Fourier 变换 


在 解 微分 方程 的 时 候 经 常 采 用 积分 变换 . 一 阶 微分 方程 , 用 一 次 积分 变换 就 得 到 一 
个 代数 方程 . 然后 , 求解 这 个 代数 方程 . 最 后 , 对 其 解 作 一 次 道 变换 得 到 微分 方程 的 解析 
解 . 通常 采用 的 积分 变换 有 Laplace 变换 、Fourier 变换 [41213， 这 里 先 介绍 一 纵 连 续 的 
Fourier 变换 . 

函数 g(t) 的 Fourier 变换 و‎ (w) 定义 为 


记 为 

й(ш) = Z [g (t)| (1.1-1) 
这 样 自 变量 从 原先 的 t 变 成 u, 即 所 谓 从 时 间 域 变 成 角 频 率 域 . 这 是 两 个 对 应 的 自 变 量 . 
区 过 来 , 己 知 像 函 数 5(w) 可 以 通过 道 变换 得 到 原画 数 0 (0) 


00 = | dueg (u) 


记 为 
g (z) = Z ` [g [(س)‎ (L1-2) 
该 道 变换 称 为 Fourier HER. 
Fourier 变换 是 一 种 线性 变换 , 即 


F [af (t) + bg (t)] = af (ш) + و‎ (w), а,Ь 为 常数 (L.1-3) 
性 质 介 绍 如 下 : 
(1) 者 g (t) 是 实 的 偶 函 数 , W (u) 也 是 实 的 偶 函 数 . 车 у (t) 是 实 的 奇 函数 , 则 o (ш) 
是 虚 的 奇 函 数 . 
(2) 伸缩: F |g (at)| = aj? (=) (11-4) 
(3) 翻转 : F [g (—t)] = (س-) ق‎ (1.1-5) 
(4) FE: 
F |g (t + to)] = ق‎ (w) е0, F [g (w + wo)] = g (t) سا و‎ (L1-6) 
(5) 微分: 7 
F |6 0] = бш)" (س) و‎ ,其 中 ,g™ () = 9 (I.1-7a) 
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F! و‎ 人 | = (—it)"g (t), Ж, ət) (ш) = اسا‎ (1.1-7Ь) 
(б) ҖЕН: 
F [gi (t) * go (t)] = رق‎ (w) وق‎ (ш) (1.1-8) 
其 中 ， 
1 [° 1 عم‎ 
Ф (0) + ga (t) = = | ат gı (7) ga (t т) =-=] _ dr gı (t — r) (т) (L1-9) 
3 1.1-1 一些 连续 Fourier FRR 
g (E) д (ш) 
1 860) 
1 
ñ (z) Z= 
sar Беа سا‎ 7 
ي‎ a >> ü س‎ 
4 种 不 同形 式 的 Fourier 变换 为 
1 
اسک = (سا)ق‎ е “g(t) 
(1) .اع‎ (1.1-10) 
(0 = al dw etg (w) 

000) = | areg) 
(2) 1 oy ۱ (1.1-11) 

(س)ق وی 
将 式 (1.1-10) RAJH, 得 到‏ )3( 

1 m 7 
B (u) = — و !سام ول‎ (t) 
к |. (L1-12) 
g (t) = == | dwe tg (ш) 


(4) 将 式 (11-11) RAHM, 得 到 


(1.1-13) 
g(t) = Ж duo e (w) 
L2 一 维 离散 Fourier 变换 


品格 动力 学 分 析 要 用 到 离散 Fourier 变换 . 为 了 与 晶 格 动力 学 惯用 符号 衔接 ， 从 式 
(1.1-11) 中 两 个 连续 型 函数 之 间 的 Fourier 变换 关系 出 发 过 渡 到 离散 型 的 原 函 数 与 连续 型 
的 像 函 数 之 间 的 关系 ， 
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5 (p) = ہے۶‎ [gn] = фу е gn, рє [,ہ۔]‎ 


т 


Ж. (1.2-1) 
رو و اد رہ یڈ‎ 
平移 : ہے۶‎ [gna] = 8 (p) ер" (1.2-2) 
۶<, [8 (p+ po)| = фе" )1.2-3( 
卷 积 : ٭ 9[ ہ7۶‎ Ja] = 8 (p) f (р) (L2-4) 
其 中 ， | 
Яп * fa = Э ame fa: = Э Фа (1.2-5) 
式 (L2-1)Fourier HERP HST НО ОАЕ FY Д И ЕД 
{(м—1уга | 
=F- (ру = 1 епа Í رھ‎ 1.2-6 
ہو‎ = Frin BO = у سے‎ a (Fp) (1.2-6) 
۸-12 
= F}, 5p)] = i ری رو ود‎ )12-7( 
p=-(N-1)/2 
کور بت‎ кыне 变换 也 可 以 推广 到 三 维 : 
lp) = Fn_p [б] = 3 e д. 
(L2-8) 
کے‎ ы! mA ір-п = 
دہ‎ = у^ (РЇ = کے‎ — ] ape" (p) 

ДЕЙ: азр [gn ٭‎ fn] = 9 (p) ) Í (p) (L2-9) 
其 中 ， gn * Љ = ءاسو ر5‎ = Y ہم‎ (1.2-10) 
ІЗ 三 维 Fourier 变换 

任意 三 维 变量 r 的 函数 V (r), 其 Fourier ER V (k) 定义 为 
1 \/? | же 
V (k) = (去 ) | dre ry (r) (1.3-1а) 
或 记 为 . 
= F [V [(ع)‎ (L3-1b) 


注意 : 向 量变 量 r 是 在 三 维 空间 只 中 的 , 其 体积 元 
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dr = drdydz = r? sin ق‎ dr dy do (L3-2) 


MAREE k 是 在 对 应 的 倒 易 空间 0—1 中 的 , r 和 k 是 一 对 对 应 的 变量 . 反 过 来 , 通过 
Fourier ER V (r) یز‎ [V (k)], M V (k RARES RE V(r)( 称 为 原画 数 ) 


32 
V (r) = =) | аке (k) (L3-3a) 
_ п-1 
记 为 
V (r) = ۶۶ [V (k)] (L.3-3b) 
固体 物理 中 的 Fourier 变换 体现 在 三 维 的 位 置 向 量 r MER k 向 量 之 间 ， 


(к) = ы Ў ект} rk) 和 f (k) = |: dre ik" / (г) (L3-4) 
k 


1 all ۱ ， 1 ۱ ۱ 
+. к-к Jr _ L کے‎ š (к-К Jr z g 
72 ó (k —k') 或 ы? |. Ir 5 (k — k') (1.3-5) 


all 
Фу سای‎ су) ~ зер | O. 
k 


л) 
1.4 Laplace 变换 
Laplace 变换 是 一 种 积分 变换 . F 


[ рер) = F(s), Р) = 0,۷۵ <0 (1.4-1) 
0 


则 可 以 证 明 


a tp (a) = f (t) (L4-2‏ سے 
ses F (а) = f ( 4-2)‏ 0 2⁄2 


其 中 , s 是 复数 , 实数 a = Res > so, во 是 一 个 与 限制 函数 fO 的 模 有 关 的 实数 ， 函 数 
F (в) 称 为 函数 f(t) 的 Laplace 变换 , 记 为 ۶ (م)‎ = £|] 反之 , 记 Laplace 道 变换 为 


f (t) = £- [F (s)]. 

۳۴57۳2810 ۴۰ 
(1) Laplace 变换 是 线性 变换 (a AED), 

£ laf )2(( =a [f )۵( Н. C lai (0) + anfa (0) = رہ‎ [P (O| + (۵)ئ۸) عمہ‎ (LA-3) 
(2) £ [f (at)] = Lp (=) ‚ а>0 (1.4-4) 
(3) LIF (| = sF (s) - f (0) (L4-5) 
(4) С [e “Ff (t)] = F (s +a) (1.4-6) 
(5) г | dr © = رما‎ (14-7) 


(6) 2л (01:21501 = £ [fi (t) * fs (t)| = £ |! dr Л (7): fa (t — r) (L 4-8) 
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其 中 ， 


Ё 


dr (т) bü = r) = |а fı (t— r): fa (z) (14-9) 


۷ 


fı (0) * h (t) = ۱ 
称 为 卷 积 . 
(7) £ let] = 


Laplace 变换 简 表 见 表 1.4-1. 


1 


я — ü 


(1.4-10) 


Ж 1.4-1 Laplace 变换 简 表 路 局 


0 _. _ = n ُچومےے ے‎ p(s>p) _ 
1 ٦ 0 
8 
РА қ п! 
(а= 1.2...) بی‎ 0 
е"! - а 
#—а@ 
k 
ніп kt 0 
sin үк 
8 
сон ЁЁ = ü 
cos үр 
k | 
sh kt s= iki 
dki - kl 


MRI 辛 几何 基础 


从 数学 上 看 , 正如 量子 力学 的 数学 结构 是 泛 函 分 析 一 样 ，Hamilton 力学 的 数学 结构 
是 相 空间 中 的 几何 学 , 也 就 是 辛 几何 学 (simplectic деошеїгу)!®-!#—16%], 

Euclid 空间 是 度量 长 度 的 空间 , 继而 就 有 了 Euclid 几何 . 辛 空间 是 度量 面积 (或 体积 ) 
或 度量 做 功 的 空间 . 继而 就 有 了 辛 几 何 . 辛 几何 的 基础 是 外 微分 形式 . 外 微分 形式 是 如 下 
几 种 概念 推广 到 高 维 时 的 产物 : D 在 场 中 沿 某 一 路 径 所 做 的 功 ; @ 单位 时 间 内 流体 穿 过 
某 曲面 的 量 ( 即 流量 ); @ 平行 四 边 形 的 面积 或 平行 六 面体 的 体积 . 外 微分 形式 中 有 1- Ж 
式 、2- 形式 等 , 辛 构造 就 是 非 简 并 的 闭 2- 形式 . 


J.1 外 微分 形式 


Euclid 室 间 中 内 积 是 按照 度量 向 量 长 度 的 要 求 定义 的 , 现在 , 辛 空间 是 为 了 度量 做 功 
或 度量 面积 (或 体积 )、 或 关于 流体 穿 过 某 曲面 的 流量 等 问题 设计 的 空间 , 所 以 辛 空 间 的 


内 积 就 需要 男 作 定义 . 
为 此 考虑 如 下 4 个 问题 . 
(1) 度量 做 功 的 问题 (图 J.1-1): 质点 P 受到 力 F( 同 量 ) 的 作用 产生 位 移 (MR), 则 
力 对 体系 做 功 为 
3 4 
w (€) = r. = (> re) | [> е) = $ ` fst; (J.1-1) 
ک2‎ 1 i=] 
(2) 度量 面积 的 问题 : 二 维 Euclid 空间 中 任意 两 个 向 量 a,b 围 成 的 平行 四 边 形 面积 
为 
5 (а, b) == а Ж b= ед (ат Ёо = azb) (J.1-2) 
显然 
5 (а,Ь) = -5 (b,a) (J.1-3) 
故 称 有 向 面积 . 


(3) 流体 穿 过 某 曲面 的 流量 (图 J.1-2): 设 v AZ Euclid 空间 中 流体 的 速度 向 量 
场 , 流体 通过 由 向 量 رح‎ 和 €, 围 成 的 平行 四 边 形 面积 的 流量 为 


171 ta ua 
Eu ёз Ёз 
Ёз رت‎ g 


f (En 82) = v- (£ × $2) = (> 3 -5 (£1 £2) = 


iml 


(111-4) 


可 见 在 数学 形式 上 ， 流量 [(&\,&) = = –} (Ez, €1). 
(4) 度量 体积 的 问题 (图 J.1-3): 由 三 个 向 量 £, éz رج‎ 围 成 的 平行 六 面体 的 体积 V (S, 
Éa Ёз) 为 


- 372. 附录 J FILME 


fii il ёп | 
V (néa) = Ё: (65 х És) = | É fn бәз (J.1-5) 
Éa وم‎ “gs 
在 数学 形式 上 , 体积 V (E, Ea. 63) 的 数值 与 其 中 三 个 向 量 的 次 序 有 关 , 故 称 有 向 体积 . 


/< 


图 1.1-1 图 2 图 1.1-3 


将 以 上 4 个 问题 推广 , 并 纳入 一 个 更 大 的 数学 框架 , 这 就 是 外 微分 形式 . 

EX J.1-1 $in e Ék A n 维 实 向 量 空间 Rn 尚未 给 予 Euclid 构造 ) 中 的 
个 癌 量 . 一 个 让 次 外 微分 形式 (简称 k- 形式 ) 是 关于 该 上 个 向 量 的 满足 如 下 条 忻 的 一 个 
۔ ہتشر‎ 0 77 

| ш (hÉ, + АЕТ, ,وغ‎ ۰ Ek) = ho (6.85. رج‎ + Aw (&Ү, En Ё) 

ш [£a fa En) = (—1) w lErEn E) 

其 中 , ود ,رط‎ E Rê, €», „ê, € R" B оь = 1, 车 (is, ik) 是 (1,2,... , k) 的 奇 排 
列 ; = = 0, Æ (hia, °° ig) 是 (1,2,...,Е) 的 惕 排列 . 式 (1.1-6) 中 的 第 一 式 指 线性 , 第 
二 式 即 所 谓 斜 对 称 . 

作为 ےا‎ 形式 的 特例 : 

(1) 1- 形式 定义 为 满足 如 下 要 求 的 函数 w (£) 

(À, + Аёз) = Mw (E1) + Aaw (E3) (411-7)‏ س 

其 中 , ید ہرد‎ € RE, €, € Rn. ЕКЕЖ АЈ С (Јао (g) = Е-Е (J.1-1)) 是 作用 在 
ê 上 的 一 个 1- 形式 . 

(2) 2- 形式 的 定义 为 令 رع رع‎ 为 п 维 实 向 量 空间 R" 中 的 2 个 向 量 , 满足 如 下 条 性 


的 一 个 双 线 性 侨 对 称 函 数 wu 称 为 2- 形式 [这 里 u? 仅仅 是 符号 , 不 是 平方 . 它 代表 映射 关 
Ж w: R” x R” — R): 


| w? (А, + АЁ, €2) = Mw? (€1, €2) + ”سید‎ )ع٤غو(‎ 


(1.1-6) 


1-8 ل 
w? (i: $2) = 一 (£2, £1) (‏ 
Rf, €, € Н". 上 述 度量 面积 中 的 面积 S (а,Ь), 速度 场 中 的 流量 / (E, £)‏ € ود ید , 其 中‏ 
都 是 2. 形式 .‏ 
为 n 维 实 向 量 空间 R 中 的 3 个 向 量 , 满足 如 下 条‏ رج رج رج 形式 的 定义 为 令‏ -3 )3( 
忻 的 一 个 双 线 性 斜 对 称 函 数 u", 称 为 3- 形式 (代表 映射 关系 w: R” x R" x Н" +R):‏ 


ш? (А, + Азёт, ©». Ёз) i Arw? (€, 1 Š, Ёз) + Азш? (ê1: Éz Ёз) 
w (£i Éz ёз) =u ,و)‎ ê1, 85) = ш? اد دس‎ (J.1-9) 
= س‎ (É, Éa, És) = —u (Ea, (وچ, رچ‎ = —u (€s, E261) 


I: Æ = [a] .373. 
其 中 , ود ید‎ ER, رج ,وج ری‎ € Rn. 上述 度量 体积 中 的 有 向 体积 V (E, E, 6.) 是 3 形式 . 


J2 ж %@ H 


Hamilton 力学 中 , 根据 Liouville-Poincare 定 理 , 相 室 间 体 积 具 有 不 变性 , 再 加 上 外 微 
分 形式 概念 的 引入 . 现在 可 以 像 Euclid 空间 那样 着 手 定义 辛 空间 (simplectic space) T, 
关键 是 内 积 的 定义 . 


1.2.1 FAR 


定义 J.2.1-1 W V 为 在 实数 域 R 上 的 一 个 n 维 线性 空间 (位 形 空 间 ), V' 为 其 对 
应 的 n 维 对 偶 线性 室 间 (动量 空间 ). 定义 线性 空间 W 为 VW 和 V HEREY 2n 维 的 直 积 
室 间 【 相 空间 ), 即 W = V a V”. 由 W 空间 中 的 任意 两 个 向 量 بط ہد‎ 依照 如 下 运算 法 则 对 
应 着 一 个 实数 , 该 实数 称 为 辛 内 积 , 记 为 (а,Ь): 

(1) 反对 称 性 ; 

(а, Б) = 一 人 ,al (Ј.2.1-1а) 

(2) WERTE: 

{а Раз, b} = (а, b) + (аг, by 
(a, bı + ba) = (а, bı} + (а, bz}, Va, ,چھ, رد‎ b, bı, bz € W (1.2.1-1Ь) 
(3) 非 简 并 性 : 若 向 量 a 对 于 W 中 的 任意 向 量 b BHF (а,Ь) = 0, Ша = 0. (J.2.1-1c) 
称 具 有 如 上 辛 内 积 的 线性 空间 W 为 辛 空间 . 


讨论 
(1) (ka, bj = k{a, bj, УКЕ R. (J.2.1-2) 
(2) 例 1: 在 二 维 实 向 量 空间 R? 中 对 于 任意 向 量 a = (а a2) ,b= (ty bz) ,定义 六 
内 积 
_ | üz К 
(а,Ь) = ` (1.2.1-3) 


实际 上 ， 这 样 的 辛 内 积 就 是 向 量 a,b 围 成 的 平行 四 边 形 的 面积 . 可 以 验证 上 式 满 足 式 
(J.2.1-1a)~(J.2.1-1c) 的 要 求 . 

(3) 将 上 例 推广 到 2n 维 实 向 量 空 间 R”, 对 于 任意 向 量 a = (а, وھ‎ .… dan)", b = 
(bi ba baa). 定义 如 下 辛 内 积 ， 


(а,Ь) = (a, Janb) = У (ара: ань) (2.2.1-4) 
其 中 , 单位 辛 矩阵 | 
ہول‎ = i J (J.2.1-5) 
式 (J.2.1-4) 可 写成 如 下 矩阵 式 ; 
la,b)=aTJ;,b= [aT | o [e атъ адь анан 


(1.2.1-6) 


.374 ۰ | ПЕТЕ Е" 


其 中 ， 
رھ‎ 三 【ai Qa ++ - an), аз = (а3+1 Anpa °" am) (1.2.1-Та) 
bı = (bi bz --- Ba)", ba = (Б буо >>. ban)" (J.2.1-7b) 
可 以 验证 式 (J.2.1-4) 的 定义 满足 辛 内 积 的 3 个 条 件 (MA (J.2.1-1aj~[(].2.1-1c)). 
J.2.2 单位 辛 矩阵 | 
单位 辛 矩阵 Jan( 以 下 简 记 为 J) AA ЕВРЕЯ: 
(1) J2 سے‎ —1 (J.2.2-1) 
(2) JT=J = -J (1.2.2-2) 
(3) a'Ja =0, Y ЖШаєнң?” (J.2.2-3) 
(4) 车 A 为 对 称 矩 阵 且 В = JanA, طہوت + اط لا‎ = 0 (J.2.2-4) 


J.2.3 FER. 辛 矩阵 、 辛 群 


定义 J.2.3-1 ”着 线性 变换 S: R™ 一 R™ 能 使 辛 内 积 (Sa, Sb) = (a b)Ya,b € 
مت‎ ШК S ЕНА ХЈУИЈА E S FERE R. 
定理 J.2.3-1 六 空间 中 的 一 个 线性 变换 5 是 辛 的 充分 必要 条 忻 是 满足 STJ。S = 
Ja, (uE HH EB). 
定义 J.2.3-2 者 2n ШЕЕ S 是 辛 的 , 则 STIS = J, 的 所 有 S 构成 一 个 群 , 称 
E 23 
讨论 
(1) 从 以 上 六 矩阵 的 定义 出 发 可 以 知道 下 列 矩 阵 是 辛 矩 阵 (ШЕННЕ): 
(1) W s = | 7 к | 其 中 , A,B,C, D Жу п 阶 方 阵 , W| 8 是 辛 矩阵 的 充分 必要 条 
件 是 
AB" - BAT =0, CD" - DC" = 0 
ATC – СТА =0, 511 - DTB =0 (12:3-1) 
ADT - BC" = 1n, ATD - CTB=1, 


(ii) HBS BT = B 7۷ DT =D, и | V À ү О 


ln D ہا‎ 
)3.2.3-2( 
ہیں‎ 

(ii) 当 且 仅 当 А = (BT)-1, 则 矩阵 Ë | 是 辛 矩阵 . BD ww 3 EE 
阵 ; )3.2.3-3( 
(iv) 当 且 仅 当 MJMT = NINT, 则 和 矩阵 M-IN 是 辛 矩阵 ; )3.2.3-4( 

(у) SERS Q2 = Q A QT = Q, MER | - ы 7 Е" Q | 是 辛 矩阵 . 
)3.2.3-5( 


(2) 辛 矩阵 S 有 以 下 性 质 ; 
(i) #8 AERE, ع-١‎ ST 均 为 辛 矩阵 , 即 满足 


1з Ж 空间 . 375 ° 


(8-1) 72.87! z Jan, (sr)' 181 = Jan (1.2.3-б) 
(ii) det S = +1 (2.2.3-7) 

(1) FF S, V 均 为 辛 矩阵 , WJ sv tB дЕ ا‎ BIE 
(SV) JanSV = ہوک‎ (2.2.3-8) 
证 明 (1) 将 STJ2nS = Ja, 两 边 被 (8S-!) .یرب‎ 必用, 得 到 右边 = (s-1)' STJ;,.- 
58-1 = Jm, 而 左边 = (5-1) k, (S7 Е ik S- سے‎ m 


又 将 STJ;,S = Jm 两 边 被 JS ).( 作用 , 考虑 到 J? = -1, 得 到 SJ;,STJ;,S = 
SJanJan = 一 S， 再 将 此 式 右 乘 (.)S- el det S = +1, 所 以 9-! 存在 )SJanSTJ3, = 
一 Jan. 再 因为 1%=—1, 所 以 83,8۲ = Jan, 即 (ST)TJ,,ST = Jan, 故 ST AFER Шш 


0 1 
(ü) 因为 8538 = Jan, № det (STJ;,S) = det Jan = det | i 4 = 1. 188 


det (АВ) = (det A) , (det В), 此 式 左边 det (87158) = (det ST) . (det Jan) . (det S) = 


(det 8]? = 1, Ë& det S = +1. = 
(11) 既然 S, V 均 为 辛 矩阵 , 则 
(SV) JanSV = VT (STJ;,S) V = VTJ>,V = Jan. ш 


(3) 无 穷 小 辛 矩阵 ; 
WW J.2.3-3 Ж ВТЈ,, 十 JonB = 0, Ш an 阶 矩 阵 瑟 称 为 无 穷 小 辛 矩阵 . (J.2.3-9) 
引 理 J.2.3-1 HA 为 对 称 阵 , 当 且 仅 当 B = Ju, A 时 , B 为 无 穷 小 辛 矩 阵 (证 明 


(J.2.3-10)‏ او 
性 质 J.2.3-1 (FEHR. 可 参见 文献 [17]) 车 B 为 无 穷 小 辛 矩阵 , 则‏ 
ев РЕ. (2.2.3-11)‏ )1( 
叉车 det (1 + В) z 0, W (1 + B) ' (1 - B) 为 辛 矩阵 , 称 为 В 的 Cayley 变换 .‏ )2( 
(J.2.3-12)‏ 
可 以 证 明 只 要 der(1+A)Z0(FR A 非 奇异 ), 则‏ 
(1+А)!(1-А)=(1-А)(1+А)®. (J.2.3-13)‏ 
(з) (В?") J = JB" (RABE) (1.2.3-14)‏ 
(Bm) J = —JB2m+1 (#2 Ж) (1.2.3-15)‏ )4( 
又 著 f (z) 为 偶 多 项 式 , W f (BT) J = Jf (B). (J.2.3-16)‏ )5( 
又 车 gfz) 50, 则 g(BT)J = -Jg (B), 进而 根据 式 (J.2.3-9) 得 到 g (B)‏ )6( 
йыл )3.2.3-17(‏ 


(ЕЛЕ (5), (6) 分 别 是 性 质 (3), (4) 的 推广 .) 
所 有 的 无 穷 小 辛 矩阵 对 В 运算 [A.B] = АВ-ВА 构成 一 个 李 代数 , 记 为 sp (2л). 例 
如 , 设 下 已 是 定义 在 相 空 间 Н?” 上 的 关于 [aap i= 12 ,mn} 的 实 函 数 . 定义 Poisson 


Ska ƏFöG 7ي‎ 
{Р.С} = بے‎ W SCRE) (1.2.3-18) 


.号 7 . 附录 J ۴ک‎ ۳:3 


(1) 这 是 一 个 双 线 性 的 反对 称 变换 . 
(2) 满足 Jacobi FPF: w (z, (у, 2)) +w (у,ш (2, т)) + w(z,w (ж, у) = 0. FÆ, 所 有 在 
HER R” 上 的 无 穷 次 可 徽 实 函数 和 Poisson 括号 运算 构成 一 个 李 代 数 . )3.2.3-19( 
(3) Poisson 括号 运算 还 满足 Leibniz 法 则 


[F.G H} = {F,G} H +G-IF,H) )3.2.3-20( 
其 中 ,“” 是 通常 实 函 数 的 乘法 运算 . | 
定理 Я Ве sp(2n), Шев = sp(2n). (ШЕННЕ) )3.2.3-21( 


1.2.4 БЕЗЕ, ЕН 


定义 Ј.2.4-1 车 向 量 a,b 的 辛 内 积 (а,Ь) = 0, ШЕ a 与 BEER: 否则 , Эта + 0, 
则 称 a 与 b FRE. MA (1.21-1с) 可 知 , 对 于 寿 一 非 零 向 量 а, W 空间 中 一 定 存在 
HHFH. bE, # a 关 0, Ша 与 Ja ЯЗЬ ВЈ, Вр (а, Ја) = 
(а, J (Ја)) = (а, 1а) = (а,а) z 0. 

定义 J.2.4-2 ЖЕ (aras... a, bı, ,وط‎ ۰.۰ br < п) 中 的 向 量 满 足 


(а;,ау) = (b; by) = Ü, 
ta, bj) = Бий (kii = 0), 
则 称 向 量 组 {a1, a2,… ,ar, ,رط‎ ba,.… br} АЕ ЗЕТЕ 5 sJ ШЕН. 
FEAP ky =1, Vi=1(1)r, ERA RAA HEE ТЕ 309—5] ЖЕН. Wila, an+ li = 
1,.… n) Хуа ир — #8 ЗЕТЕ 9—26, 则 式 (J.2.4-1) 成 为 


| (а:,а;) = (anti аду) = 0, 
(aa an+ 关 一 — ,ربمھ)‎ a) = бу, 

可 以 证 明 如 下 定理 : 

定理 Ј.2.4-1 JFE И ٹا کر ا‎ ۳۴73-81. 

在 2n EREBP, 由 2n EFER طز‎ -- n ЖН pk گر رام‎ 5) ЕЕ ЖЕТЕ 3519 — 8. 

定理 J.2.4-2 2n 维 的 辛 空间 中 , ЕУ EE [п] ЖЕН АНЕ RAR 3E 
PERE. 

推论 J.2.4-1 2n 维 的 辛 空间 中 , EAEE Ж#Н АЕ ВЕНЕ SE Fk — 4 
Жр ЕЕ ЗЕ 4Ч—Ж. 

上 述 定 理 和 推论 表明 ; 在 2л 维 的 辛 空间 中 , HFEA- Е EFEN, 但 不 
是 唯一 的 . 

定理 J.2.4-3 EW 是 2n 维 的 辛 空间 , {a} 为 该 室 间 的 一 组 共 箔 辛 正 交 归 一 基 , 则 
W 中 任 一 个 向 量 b 在 基 {a} 下 的 矩阵 表示 (bh bn bnin боа) A 


b; = (b anpi) M 64 = - (b,a, \чЧЧч=1(1)п )3.2.4-3( 


称 为 辛 室 间 的 展开 定理 . 
Euclid 空间 和 辛 空间 的 对 应 关系 见 表 1241. 


і, = 1(1)r (J.2.4-1) 


vi,j=1(1)n (J.2.4-2) 


J2 б 间 . 377 ， 


Ж J.2.4-1 Euclid 空间 和 辛 空间 的 对 应 关系 ” 


aa 


Euclid 空间 | Ез [н] 

内 积 (а, bj EIE 内 积 (а, bj ШЖ 

单位 辛 矩阵 J‏ 1ات ا۳ 

正 变 (а,Ь) = a" b = (aTlb =) Û EX (a,b) = a" Jb = 0 

正 变 归 一 基 Жш EE Hh 

ЕЖЕ СТС = (СТС ے‎ 1 ЖЕЛИШ STIS = J 

对 称 变换 (a. АҺ) = (b, Аа) Hamilton ЖЖ (а, Hb) = (b, Ha) 

ЖКН PFE RJ ЖЕНЫ E ## Hamilton 矩阵 的 本 征 值 为 п, 则 = 也 是 它 的 本 征 值‏ بت 


实 对 称 矩 阵 的 不 同 本 征 值 的 本 征 向 量 必 正 交 Hamilton 所 阵 的 非 辛 共 恒 本 征 值 的 本 征 向 量 必 辛 正 变 
实 对 称 和 矩阵 的 所 有 本 征 向 量 组 成 一 组 正 交 归 一 基 Hamilton 矩阵 的 所 有 本 征 向 量 组 成 一 组 巷 辛 正 交 归 一 基 


HEK 统计 系 综 


微 正则 系 综 、 EMER. 巨 正 则 系 综 和 等 温 等 压 系 综 中 的 基本 关系 式 如 下 [|: 


K.1 正则 系 综 中 的 关系 式 


正则 配 分 函数 : ты 
q= ٠" 8ھ‎ (К.1-1) 
体系 能 量 : 
ni -JE ے‎ _ Ən Q Е Ən Q ۱ 
= ےو‎ к ( 98 7 = т ( дт Ж V „ы 
Helmholtz 自由 能 ; 
F = —kaT'ln Q (К.1-3) 
压力 : эш 
y = ka? | — K.1- 
(p) 7 ( ðv بی‎ ; 4) 
Ж: 

_ (ھ)‎ _‚ mf Ong = (Тіп) i 
ری‎ = Ë + kp nQ = kT ( 37 („=k Е [ше (К.1 5) 
正则 系 综 微观 状态 数 : 

Wr* = سے‎ = Q^e PAE) = Qag tE (K.1-6) 
as! 


其 中 . A 为 系 综 样本 数 , а, 为 系 综 中 体系 处 于 第 j 个 状态 的 样本 数 ,“*” 号 指 最 可 几 分 布 


£ 为 系 综 的 能 量 . 
K.2 (多 组 分 ) 巨 正则 系 综 中 的 关系 式 
巨 正 则 配 分 函数 
= spyd emi м) | вт سس > ہے‎ 
(N) 7 {N} | з 


=Y QUN}, VT) ایا‎ i 
(N) 
(K.2-1) 
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Кз 恒温 恒 压 系 综 的 关系 式 
ВЕЕ. gk ë m 
Е} = кът? | P = 
(E) = kp (=). он (K.2-2) 
体系 压力 ， 
Alin = kpT _ 
(p) = ЕвТ ; = — In š K.2-3 
ar (2 7 (K.2-3) 
E% = — (py V = -kpT جا‎ £ (K.2-4) 
体系 第 i 种 物种 的 粒子 数 . 
Ny) = kaT' @1п = 5 
; | I ( дщ سط‎ жш J 
EAE MN: Mon 
8 جز وط س‎ + E = لے‎ (Ni) (K.2-6) 
i=] 
第 i 种 物种 的 化 学 势 ， 
а (5) 
ل‎ = Т .2- 
ш) CU NE кш 
ъ=- = 7 (K.2-8) 
К.З 恒温 恒 压 系 综 的 关系 式 
(NpT) 系 综 的 配 分 函数 : 
A= hp e Fuat) =» Q(T, V, NJe ۷م‎ (K.3-1) 
Fij Y 
其 中 ， Q (T. V, N) = YO узет EvafhaT 
7 
а: дш A dln A 
(Н) = (E + pV) =- ہے‎ = кът? (284 з 
г) = - (255 u سے‎ 0 (K.3-2) 
EH: 
1 Aln Л 
VY سے‎ 一 一 -一 
(V) = ( Өр ) (K.3-3) 
(5) = kaln A + m (K.3-4) 
(С) = —kpT ln A (K.3-5) 
(K.3-6) 


化 学 势 ， 
表 K.3-1 总 结 了 微 正则 系 综 (MCE). 正则 系 综 (CE)、 巨 正则 系 综 (GCE) 和 恒温 恒 


1 دج‎ 
aN Тур 


Gibbs 自由 能 : 


u= ET 


压 系 综 计算 热 力学 量 的 公式 Dal. 
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Ж K.3-1 
MCE CE 
(Е, N,V) QIN, VT) 
siate 
n=% ix Q = y” eE 
x j 
3 = kn 16 2 F = —kpT پا تا‎ 
-4S Рау - Ë = —_sSaT — 
ds = T + Td TaN dF = —SdT 一 pdV + pdN 
p= (229) -p= (859) 
ДЕ Fun م8‎ Јум 
дао | e 
ë ( Av 7 اج‎ AV JTN 
= (5) à وج‎ 
PTV Y ам Jey Р ƏN ту 
GCE 恒温 恒 压 系 综 
Е (У.Т, и) AT, p №) 
= = y sn اق‎ NJ A= yy Па ا‎ 
{мү 3 E V 
=pV = =kpT صا‎ Z G= —ЁңТ1\п А 
d (pV) = SdT + pdV + Ман dG = —SdT + Vdp + pdN 
جج کت‎ 
-E+uN = -H = 
d ( 88 vy 88 J pN 
صاق‎ Ë 31n À 
>- (52) >= (92) 
d ду т.п др T N 
ص3‎ 5 ĝln A 
"A 
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